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Aus  dem  Yorworte  znr  ersten  Auflage. 


Die  Yorlesung  iiber  Dynamik  bildet  den  Abschluss  des 
Lehrgangs  der  technischen  Mecbanik  an  unserer  Hochscbule. 
Sie  fallt  in  das  vierte  Studiensemester  der  Bau-  nnd  der 
Mascbinen-Ingenienre.  Bis  zum  Ende  dieses  Semesters  miissen 
iiberhaupt  die  znr  Vorbereitnng  auf  die  engeren  Fachstudien 
bestimmten  mathematiscb-naturwissenscbaftlicben  Lehrfacher  im 
Wesentlicben  erledigt  sein,  um  wahrend  der  beiden  folgenden 
Studienjahre  yor  Allem  der  Ausbildung  nach  der  constrnctiven 
Seite  bin  vollst*andig  freie  Babn  zn  lassen. 

In  einer  dreistimdigen  Yorlesung  wabrend  des  gewohnlicb 
obnebin  nur  recbt  knrzen  Sommersemesters  lasst  sicb  freilicb 
nicbt  alles  vorbringen,  was.  icb  in  den  yorliegenden  Band  auf- 
genommen  habe.  Mebr  als  bei  den  anderen  bin  icb  Yielmebr 
bei  diesem  Bande  iiber  den  durcbscbnittlicben  Inbalt  der  Yon 
mir  in  Wirklicbkeit  abgebaltenen  Yorlesnngen  hinausgegangen. 
Icb  glaubte  namlich  auf  den  zufalligen  Umstand,  dass  fur  die 
Yorlesung  iiber  Dynamik  an  der  biesigen  Hocbscbule  weniger 
£eit  zur  Yerfiigung  stebt;  als  fur  die  iibrigen  Tbeile  der  tecb- 
niscben  Mecbanik,  kein  entscbeidendes  Gewicbt  bei  der  Ab- 
fassung  des  Bucbes  legen  zu  sollen.  Icb  bielt  es  vielmebr  fur 
ricbtiger,  den  Band  binsicbtlicb  des  Umfangs  und  der  Reicb- 
baltigkeit  des  Stoffes  mit  den  iibrigen  Banden  des  Werkes  auf 
ungefabr  gleicbe  Stufe  zu  bringen.  Der  Inhalt  des  Bandes 
wiirde  daber  aucb  fur  eine  Yierstiindige  WinterYOrlesung,  wie 
sie  der  im  dritten  Bande  bebandelten  Festigkeitslebre  gewidmet 
ist,  nocb  Yollstandig  ausreicben.  Er  umfasst  so  ziemlicb  Alles, 
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was  von  der  Dynamik  meiner  Meinung  nach  fur  die  Ausbilduno- 
der  Ingemeure  uberhaupt  in  Betracbt  kommen  kann 
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einigen  verwandten  Fackern  —  eine  Mittelstellung  zwiscken 
den  matkematisck-naturwissensckaftlicken  und  den  constructiven 
Lekrfackern,  um  deren  relative  Wertksckatzung  es  sick  dabei 
kandelt,  einnimmt,  kann  sich  ein  Yertreter  der  Meckanik  einer 
deutlicli  ausgesprochenen  Stellungnakme  in  diesem  Streite  nickt 
wokl  entzieken.  Darum  bin  ick  auck  sckon  in  den  voraus- 
gekenden  Banden  auf  diese  Frage  wiederkolt  eingegangen. 
Eackdem  die  Einricktung  eines  Studienplans  fur  „teckniscke 
Pkysiker“  an  unserer  Hockscknle  nenerdings  die  Yeranlassung 
abgegeben  kat,  den  Streit  von  Eeuem  wieder  anzufacken7 
rnockte  ick  die  Gelegenlieit  nickt  voriiber  geken  lassen;  mick 
auck  kierzu  kufz  zu  aussern. 

In  mancken  Kreisen  der  Grossindustrie  bestekt  eine,  sick 
dem  Umfange  nack  freilick  in  besckeidenen  Grenzen  kaltende 
Eackfrage  nack  solcken  Tecknikern,  deren  Konnen  vorwiegend 
auf  dem  Gebiete  experimentell-pkysikalischer  Untersuckungen 
in  Verbindung  mit  der  zu  einer  erfolgreicken  Durckfuhrung 
solcher  Arbeiten  erforderlicken  tkeoretischen  Ausbildung  liegt. 
Der  Bedarf  an  constructiv  gut'  durckgebildeten  Ingenieuren  ist 
freilick  weit  grosser.  Zur  Zeit  stekt  aber  jener  geringen  Nack- 
frage  ein  nock  geringeres  Angebot  gegeniiber.  Eun  kat  man 
sick  zwar  kie  und  da  ganz  gut  damit  zu  kelfen  gewusst,  fur 
solcke  Arbeiten,  die  eine  erkeblick  weitergehende  pkysikaliscke 
Ausbildung  voraussetzen,  als  sie  im  regelmassigen  Studiengange 
eines  Masckinen-Ingenieurs  erworben  werden  kann,  Pkysiker 
anzustellen,  die  aus  den  Universitats-Laboratorien  hervorge- 
gangen  sind.  Es  wird  sick  aber  kaum  bestreiten  lassen,  dass 
die  teckniscken  Hocksckulen  zur  Ausbildung  von  Pkysikern, 
die  ikr  Arbeitsfeld  in  der  Industrie  sucken,  besser  geeignet 
sind,  als  die  Universitaten.  Aus  dieser  Erwagung  sind  die  an 
der  kiesigen  Hocksckule  fur  das  Studium  der  teckniscken  Pkysik 
vorgesekenen  Einricktungen  kervorgegangen. 

Es  kann  kaum  xiberrascken,  wenn  eine  solcke  Eeuerung 
anfanglick  nack  vielen  Seiten  kin  auf  Misstrauen  oder  auf 
Widerstand  stosst.  Ick  denke  aber,  dass  der  gesunde  Gedanke, 
auf  dem  sie  berukt,  sick  bald  Bakn  brecken  wird.  Erinnert 
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man  sich  der  ungewoknlicken  Erfolge  der  deutscken  ckemiscken 
Industrie,  die  zum  ganz  wesentliclien  Tlieile  au£  die  Besckafti- 
gung  einer  grossen  Zakl  yon  tlieoretiscli  sekr  griindlicli  Yor- 
gebildeten  Chemikem  zuriickzufukren  sind,  so  kann  man  sick 
kaum  der  Vermutkung  erwekren,  dass  auck  die  Verwendung 
von  teckniscken  Pkysikern  in  der  Industrie,  sobald  solcke  nur 
in  ausreickender  Giite  und  in  kinreickender  Anzakl  zur  Ver- 
fugung  steken,  nock  ein  weiteres  Feld  als  keute  vor  sick  kaben 
durfte.  Als  „Generalstabsofficiere  der  Tecknik“,  wie  sie  gelegent- 
lick  genannt  wurden,  werden  diese  Pkysiker  an  sick  freilicli 
niemals  gelten  konnen.  Wenn  man  bei  dem  militarischen  Bilde 
steken  bleiben  will,  wird  man  sie  vielmekr  als  die  gleick- 
gestellten  Kameraden  Yon  einer  andern  WafEengattung  anzuseken 
kaben.  Der  Generalstab  dagegen  setzt  sick  aus  besonders  be- 
fakigten  Officieren  von  alien  Waffen  zusammen;  —  wie  ja  iiber- 
kaupt  kein  Zweifel  dariiber  moglick  ist,  dass  es  weit  mekr 
von  den  personlicken  Fakigkeiten  eines  Mannes,  als  von  dem 
speciellen  Bildungsgange  abkangt,  den  er  auf  der  Sckule  durck- 
gemackt  kat,  ob  er  im  Stande  ist,  die  kocksten  Ziele  zu  erreicken. 

Der  andere  zur  Ausbildung  der  vorerst  wenigstens  nur  in 
geringer  Zakl  Yerlangten  teckniscken  Pkysiker  vorgescklagene 
Weg,  namlick  jene  absolvirten  Masckineningenieure,  die  be- 
sondere  Neigung  und  Befakigung  dazu  kaben,  zu  einer  Fort- 
setzung  ikrer  Studien  nack  der  pkysikaliscken  Seite  hin  zu 
ermutkigen,  ist  nack  mancker  Ricktung  kin  Yielleickt  nock 
besser,  obsckon  er  naturlick  einen  grosseren  Aufwand  Yon  Zeit 
und  Mitteln  erfordert.  Auck  er  stekt  Jedem,  der  ikn  ein- 
scklagen  will,  an  unserer  Hocksckule  offen. 

Dass  ein  „teckniscker  Pkysiker^  m einer  Meinung  nack 
mit  dem  ganzen  Inkalte  dieses  Buckes  und  nickt  nur  mit 
jenem,  freilick  sckon  reckt  betracktlicken  Tkeile,  der  in  der 
Vorlesung  selbst  bekandelt  wird,  wokl  Yertraut  sein  sollte, 
moge  kierbei  ebenfalls  Erwaknung  finden. 

Miincken,  im  Marz  1899. 


A.  Fiippl. 
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Aucb  von  diesem  Bande  meiner  „Yorlesungen“  tat  sicb 
scbon  nacb  verbaltnissmassig  kurzer  Zeit  eine  nene  Auflage 
notbig  gemacbt.  Fur  die  bTeubearbeitung  kamen  mir  mancbe 
Winke  und  Yerbesserungsvorscblage  zu  Statten,  die  meist  scbon 
nacb  ibrer  Herkunft  sorgsame  Beacbtung  erforderten.  In  der 
Tbat  sind  aucb  die  meisten  der  jetzt  vorgenommenen  Aende- 
rungen  und  Zusatze  auf  solcbe  Anregungen  zuriickzufubren. 
Icb  erlaube  mir,  den  Herren,  von  denen  sie  ausgingen,  aucb 
an  dieser  Stelle  meinen  besten  Dank  auszusprecben. 

Gregen  den  Gebraucb,  den  icb  in  diesem  und  im  ersten 
Bande  der  „Yorlesungen“  YOm  Recbnen  mit  gericbteten 
Grossen  gemacbt  babe,  ist  in  mancben  Besprecbungen  das  Be- 
denken  erboben  worden,  dass  die  Benutzung  des  Bucbes  da- 
durcb  fur  die  damit  nocb  nicbt  Yertrauten  erscbwert  werde. 
Dabei  ist  aber  meist  zugleicb  anerkannt  worden,  dass  —  wie 
es  in  einer  der  beacbtenswertbesten  Besprecbungen  beisst  — 
„eine  Reibe  der  wicbtigsten  allgemeinen  Satze  der  Mecbanik 
im  Gewande  der  Yektoren  eine  Einfacbbeit  und  Yerstandlicb- 
keit  erlangt,  wie  sie  nacb  der  alten  Metbode  nicbt  zu  er- 
reichen  ist“ 

Mir  scbeint,  dass  mit  einem  solcben  Zugestandnisse  die 
Berechtigung  meines  Yorgebens  scbon  anerkannt  ist.  Neue 
und  bessere  Darstellungen  konnen  nur  dadurcb  festen  Fuss 
fassen,  dass  sie  in  die  fur  weite  Leserkreise  bestimmten  Lebr- 
biicber  eingefubrt  werden.  Freilicb  lasst  sicb  bei  alien  Neue- 
rungen  solcber  Art  nicbt  vermeiden,  dass  sie  anfanglicb  den 
an  die  altere  Darstellungsweise  Gewobnten  gewisse  Scbwierig- 
keiten  bereiten.  Darum  darf  aber  auf  den  Fortscbritt  der 
Wissenscbaft  nicbt  verzicbtet  werden. 

Im  Uebrigen  glaube  icb,  dass  selbst  solcbe  Leser,  die 
grundsatzlicb  alle  Stellen  meines  Werkes  uberschlagen,  an 
denen  mit  Yektoren  gerecbnet  wird,  immer  nocb  mancben 
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Nutzen  daraus  werden  zieken  konnen.  Das  Wertkvollste  sind 
in  alien  Biichern  liber  Meckanik  meiner  Ansickt  nack  nickt 
die  Recknungen,  sondern  das,  was  man  aus  den  Bfickern  ent- 
nekmen  kann,  okne  die  Ausrecknungen  im  Einzelnen  zu  ver- 
folgen.  Dass  die  Recknungen  ricktig  durckgeffikrt  sind,  darf 
man  in  der  Regel  getrost  yoraussetzen;  viel  wicktiger  ist  es, 
zu  verfolgen,  wie  der  Ansatz  gemackt  wird,  welcke  Voraus- 
setzungen  dabei  mitspielen  und  wie  die  Scklussergebnisse  der 
Recknung  zu  deuten  sind.  Die  Verwendung  der  Vektoren  zur 
Recknung  kat  aber  in  dieser  Hinsickt  grade  den  V ortkeil,  dass 
der  TJmfang  der  Ausrecknung  dadurck  sekr  vermindert  wird, 
so  dass  man,  wenn  man  will,  den  Recknungsgang  um  so  leickter 
uberscklagen  und  den  wesentlicken  Inkalt  der  angestellten 
Ueberlegungen  um  so  besser  uberblieken  kann. 

Der  gute  Absatz,  den  die  Bficker  seitker  sckon  gefnnden 
haben,  sckeint  mir  auck  zu  beweisen,  dass  ick  mick  in  der 
Erwartung  nickt  getausckt  kabe,  alien  Ingenieuren,  namentlick 
also  auck  den  mit  den  neuen  Metkoden  nock  nickt  Vertrauten, 
damit  etwas  bieten  zu  konnen. 

Mfincken,  im  April  1901. 


A,  Foppl. 
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Erster  Abschnitt. 


Dynamik  des  materiellen  Punktes. 

§  1.  Einleitende  Bemerkungen. 

Der  zweite  und  der  dritte.Band  dieses  Werkes  und  die 
darin  wiedergegebenen  Yorlesungen  des  dritten  Studiensemesters 
beschaftigen  sick  fast  ausscbliesslicb  mit  der  Lebre  vom  Gleicb- 
gewicbte  der  Korper.  Nacb  der  bierdurcb  berbeigefiibrten 
langeren  Unterbrechung  bandelt  es  sicb  jetzt  darum;  die  dyna- 
miscben  Lebren  des  ersten  Bandes  yon  Neuem  wieder  auf- 
zunebmen  und  sie  in  solcbem  Umfange  zum  Abscblusse  zu 
bringen,  wie  er  mit  Riicksicbt  auf  die  Bediirfnisse  der  studiren- 
den  Tecbniker  geboten  erscbeint.  Preilicb  kann  es  dabei;  wie 
icb  yon  vornberein  bemerken  mocbte,  nicbt  meine  Absicbt 
sein;  den  Gegenstand  annabernd  yollstandig  zu  erscbopfen. 
Wicbtigere  statiscbe  Betracbtungen  darf  man  in  einem  Lehr- 
bucbe  der  tecbniscben  Mecbanik  nicbt  wobl  ubergeben;  da- 
gegen  muss  man  es  als  unabanderlicb  binnebmen,  dass  sicb 
der  Yortrag  in  der  Dynamik  nur  auf  eine  gewisse  Auswabl 
der  wicbtigsten  Untersucbungen  erstrecken  kann.  Geboten 
wird  diese  Bescbrankung  einerseits  durcb  den  Mangel  an  Zeit; 
die  auf  eine  weitere  Yertiefung  dieser  Studien  yerwendet 
werden  musste;  andererseits  durcb  die  Reicbbaltigkeit  des 
Stoffes,  den  die  beutige  Wissenscbaft  der  Dynamik  umfasst 
und  zum  Tbeile  aucb  durcb  die  Scbwierigkeit  mancber  Be¬ 
tracbtungen.  Es  wird  biernacb  meine  Aufgabe  sein?  das 
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Nothigste  und  Wicbtigste  aus  der  Fiille  des  Vorhandenen 
auszuwahlen  und  hierbei  Sorge  dafiir  zu  tragen,  dass  womog- 
lich  nichts  ansser  Acht  gelassen  wird7  was  den  Ingenieur  in 
seinem  Berufe  wesentlicb  zn  fordern  yermag. 

Dabei  soil  aber  scbon  jetzt  betont  werden,  dass  eine  solcbe 
Forderung  nach  zwei  Richtungen  hin  stattfinden  kann:  ausser 
der  nnmittelbaren  Anwendung  der  dynamischen  Lebren  in  der 
spateren  Berufsthatigkeit  kommt  namlicb  aueb  die  tiefere  Ein- 
sicht  in  die  Bewegungsyorgange  in  Betracht,  die  dnrcb  solcbe 
Stndien  gewonnen  werden  kann  nnd  die  oft  wenigstens  eine 
ungefahre  Abschatzung  ermoglicht,  wenn  eine  genauere  Unter- 
sucbnng  aus  irgend  welcben  Gr  tin  den  nicbt  durchfiihrbar  ist. 
In  der  Tbat  sind  namlicb  niancbe  der  bier  vorzntragenden 
Lebren  znr  unmittelbaren  Losung  von  Aufgaben,  wie  sie  in 
der  techniscben  Praxis  yorkommen,  nnr  scbwer  oder  kanm 
yerwendbar.  ‘  Hiernacb  allein  darf  man  aber  aus  dem  an- 
gefuhrten  Grunde  den  Nutzen  solcber  Untersuchungen  nicbt 
bemessen.  Ibr  Peblen  wiirde  eine  spater  oft  docb  recbt  fiibl- 
bare  Liicke  lassen,  wenn  ancb  ibr  Zusammenbang  mit  den 
Problemen  der  Praxis  nicbt  so  eng  ist,  als  in  anderen  Fallen. 

Icb  mocbte  dies  bier  nocb  an  zwei  wicbtigen  Beispielen 
naber  erlautern/  So  wiirde  icb  es  nicbt  fur  zulassig  halten, 
die  Lebre  yon  der  Planetenbewegung  in  einem  Yortrage  liber 
tecbniscbe  Mecbanik  ganz  unbeacbtet  zu  lassen,  ob scbon  man 
natiirlicb  nicbt  die  Absicbt  baben  kann;  dabei  auf  die  Bediirf- 
nisse  zukiinftiger  Astronomen  R/iicksiebt  zu  nehmen.  Die  yon 
Newton  fur  die  Planetenbewegung  gegebene  Erklarung  stebt 
dagegen  in  so  engem  Zusammenbange  mit  dem  macbtigen 
Fortscbritte,  den  die  allgemeine  Mechanik  durch  die  Arbeiten 
dieses  grossen  Mannes  erfubr,  dass  man  kaum  auf  diese  Be- 
tra^cbtungen  yerzicbten  kann,  ohne  das  Eindringen  in  den  Geist 
der  Dynamik  erbeblich  zu  schadigen.  Als  zweites  Beispiel 
fiibre  icb  die  Lebre  yon  der  Bewegung  eines  sicb  selbst  iiber- 
lassenen  oder  des  um  einen  festen  Punkt  drebbaren  starren 
Korpers  an.  Hier  ist  die  Beziebung  zu  yielen  techniscben  An- 
wendungen  weit  enger.  Dagegen  werden  die  Betrachtungen  in 
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diesem  Falle  meist  so  scbwierig,  dass  genaue  Rechnungen 
dariiber  eine  weit  iiber  das  gewobnlicb  zu  erreichende  Maass 
hinausgebende  Scbulung  erfordern.  In  einer  allgemeinen  Yor- 
lesung  iiber  Mechanik  an  einer  techniselien  Hochschnle  thut 
man  bier  wobl  am  besten  daran?  in  moglichst  anschanlicber 
Form  die  wichtigsten  grundlegenden  Betrachtungen  und  die 
ans  diesen  ableitbaren  einfachsten  Gesetze  vorzubringen,  ohne 
sicb  dabei  als  Ziel  zu  stecken,  den  Horer  bis  zur  volligen  Be- 
herrscbung  des  ganzen  Gebiets  zu  fiihren.  Es  muss  hier  viel- 
mehr  geniigen,  wenn  die  Mebrzabl  der  Horer  eine  qualitativ 
zutreffende  Vorstellung  des  Bewegungsvorgangs  gewinnt,  die 
sie  gegen  die  grade  bei  dieser  Frage  noch  recbt  baubgen  und 
landlaufigen  grobsten  Irrthtimer  scbiitzt.  Dabei  wird  man  mit 
Recbt  darauf  boffen  diirfen;  dass  Einzelne;  die  solcben  Unter- 
sucbungen  ein  lebbafteres  Interesse*  entgegen  bringen;  durcb 
den  Yortrag  zu  einem  weitergebenden  selbstandigen  Studium 
der  Frage  angeregt  und  dazu  aucb  geniigend  vorbereitet  werden. 

Aehnlicb  verbalt  es  sicb  aucb  nocb  bei  einigen  anderen 
Beispielen.  Immerbin  war  icb  aber  bei  der  Zusammenstellung 
des  Vortrags  sebr  darauf  bedacbt?  mir  in  der  Heranziebung 
von  Untersucbungen,  die  nicbt  in  nacbster  Beziebung  zu  den 
in  der  tecbniscben  Praxis  wirklicb  .  vorkommenden  Aufgaben 
steben,  eine  sorgfaltige  Bescbrankung  aufzuerlegen.  Nur  bier- 
durcb  konnte  Zeit  und  Raum  fiir  das  unumganglicb  Notbige 
gewonnen  werden.  Dem  iiber  diese  Grenzen  binaus  Strebenden 
ist  obnebin  leic.bt  Gelegenbeit  gegeben,  seine  Kenntniss  der 
allgemeinen  Dynamik  spater  nocb  durcb  den  Besucb  einer 
Specialvorlesung  iiber  analytiscbe  Mecbanik  oder  durcb  das 
Studium  eines  Specialwerkes;  etwa  des  vor  Kurzem  in  deutscber 
Uebersetzung  erscbienenen  zweibandigen  Y^erkes  iiber  Dynamik 
von  Routb  oder  der  Mecbanik  von  Scbell  oder  des  Bucbes 
von  Budde  zu  erganzen. 

Wegen  der  Ankniipfung  an  die  Lebren  des  ersten  Ban  des 
dieser  Yorlesungen  wird  es  sicb  empfeblen,  zunacbst  jene  Satze 
des  friiberen  Yortrags  zu  bezeicbnen;  die  icb  in  der  Folge  am 
haufigsten  verwenden  werde  und  von  denen  icb  daber  voraus- 


4 


Erster  Abschnitt.  Dynamik  des  materiellen  Punktes. 


setzen  muss,  dass  sie  dem  Leser  bereits  vollig  vertraut  ge- 
worden  sind. 

In  erster  Linie  steht  bier  das  Tragbeitsgesetz,  das  in  der 
Form 

£-0  «r  *  =  0 

angescbrieben  werden  kann,  wenn  »  die  Geschwindigkeit  eines 
materiellen  Punktes,  $  die  etwa  an  ibm  angreifende  aussere 
Kraft  bedeutet.  Hieran  schliesst  sicb  unmittelbar  die  dyna- 
miscbe  Grundgleicbung  in  einer  der  Formen 

y  =  mb  =  mdt=md¥> 


wobei  m  die  Masse,  3  die  gericbtete  Entfernung  des  materiellen 
Punktes  von  einem  festen  Anfangspunkte,  6  die  Bescbleunigung 
ist.  Bei  Zerlegung  in  Componenten  wird  daraus 


X 


:  m 


drx 

d¥’ 


m 


d~y 
d¥  > 


m 


<J*s 
dt*  * 


Dann  kommt  das  Parallelogrammgesetz  in  der  Form 

9t  =  X<£, 

wenn  91  die  Resultirende  der  ist,  das  sicb  ebenfalls  wieder 
in  Componentengleicbungen  zerlegen  lasst.  Ferner  sind  zu  er- 
wabnen  die  wicbtigen  Begriffe  der  Arbeit  A  und  des  statiscben 
Momentes  SK  einer  Kraft 

und  m  =  N$x, 

von  denen  A  als  das  innere  Produkt  des  Weges  $  mit  der 
Kraft  und  9R  als  das  aussere  Produkt  aus  Kraft  und  Hebel- 
arm  t  dargestellt  wurde.  Die  eigentlicbe  Bedeutung  dieser 
Begriffe  fur  die  Mecbanik  liegt  in  der  Giiltigkeit  der  geome- 
triscben  Multiplikationssatze 

=  und  V  SRf  =  -S’ V 

unter  der  Voraussetzung  91  =  Uty.  Was  friiber  iiber  diese 
Produkte  und  die  zugeborigen  Multiplikationssatze  auseinander- 
gesetzt  wurde,  muss  in  diesem  Bande  uberall  als  woblbekannt 
vorausgesetzt  werden. 
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Schliesslich  .erinnere  ich  noch  an  den  Satz  vom  Antriebe 
und  an  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Der  erste  folgte 
aus  der  dynamischen  Grundgleichung  durcb  eine  Integration 
nacb  der  Zeit  in  der  Form 

J  tydt  =  mb  —  mb0 

nnd  der  andere-wird  durcb  eine  Yerbindung  der  dynamischen 
Grundgleichung 

(n  _  cl  b 

^  =  »'  At 

mit  der  Gleichung 

( l 8  =  b  dt 

gewonnen,  indem  nach  Multiplikation  beider  Gleichungen  mit 
einander 

=  mbr/b  =  md  y 
entsteht,  woraus  durcb  Integration 


oder?  wenn  $  gradlinig  und  $  constant  ist, 

gjg  = 

folgt.  —  Furs  Erste  geniigt  es,  diese  Satze  in  die  Erinnerung 
zuruckzurufen.  Im  zweiten  Abschnitte  treten  dann  noch  die 
Lehre  von  der  Bewegung  des  starren  Korpers  und  der  Krafte- 
zusammensetzung  an  ihm  und  die  Lehre  vom  Schwerpunkte 
hinzu. 


§  2.  Der  Flachensatz. 

An  allgemeiner  Bedeutung  und  vielfacher  Yerwendbarkeit 
steht  den  vorher  von  ISTeuem  angefuhrten  Siitzen  der  Flachen¬ 
satz,  zu  dessen  Ableitung  ich  jetzt  ubergehen  will,  kaum  nach. 
Er  ist  auch  an  sich  einfach  und  leichtverstandlich  genug,  so 
dass  er  recht  wohl  mit  unter  die  ersten  Elemente  hatte  auf- 
genommen  werden  konnen.  Das  ist  aber  nicht  iiblieh  und  ich 
habe  es  ebenfalls  nicht  gethan,  weil  dieser  Satz  nur  von  be- 
schranktem  Nutzen  fur  die  Dynamik  eines  einzelnen  materiellen 
Punktes  ist  und  seine  voile  Bedeutung  erst  bei  der  Dynamik 
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der  starren  Korper  und  der  Punktbaufen  bervortritt,  also  bei 
Untersucbungen,  die  erst  in  diesem  Bande  ausfiibrlicber  dar- 
gestellt  werden  konnen.  Dagegen  nrnss  icb  den  Satz  jetzt 
scbon  in  diesem  Abscbnitte,  in  dem  er  nocb  wenig  Verwendung 
finden  wird;  znr  Spracbe  bringen,  urn  damit  die  spateren  Unter- 
snchungen  bieruber  auf  eine  feste  Grundlage  zu  stellen. 

Aucb  der  Placbensatz  geht  aus  einer  einfacben  Umformnng 

der  dynamiscben  Grundgleicbung  bervor  nnd  er  reiht  sicb 

damit  eng  an  die  beiden  vorber  erwabnten  Satze  vom  Antriebe 

und  von  der  lebendigen  Kraft  an.  Man  denke  sicb  namlicb 

einen  festen  Anfangspunkt  gewablt,  von  dem  ans  ein  Radius- 

vektor  t  nacb  dem  bewegten  materiellen  Punkte  gezogen  wird. 

Dann  ist  r  mit  der  Zeit  veranderlicb  und  man  bat  fur  die 

Geschwindigkeit  to  7 

4=5  ^  dr 

=  -at-- 


Erfolgt  nun  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  unter  dem 
Einflusse  der  Kraft  ty,  so  ist  nacb  der  dynamischen  Grund- 


gleicbung 


=  m 


Beide  Seiten  diesef  Gleicbung  seien  mit  dem  Radiusvektor  r; 
den  wir  in  diesem  Zusammenbange  aucb  als  einen  Hebelarm 
bezeicbnen  konnen,  auf  aussere  Art  multiplicirt.  Wir  er- 
balten  dann 


V?r 


(Ik 

dt 


(i) 


,  Es  bedarf  jetzt  nur  nocb  einer  kleinen  Umformung  der 
recbten  Seite  dieser  Gleicbung,  um  zum  Flacbensatze  zu  ge- 
langen.  Bildet  man  namlich  ausserdem  das  aussere  Produkt 
aus  m  b  und  r,  also  mit  anderen  Worten  das  statische  Moment 
der  Bewegungsgrosse  und  bestimmt  dessen  Aenderung  in  der 
Zeit,  differentiirt  es  also  nacb  t,  so  findet  man 


Pur  das  letzte  Glied  auf  der  recbten  Seite  kann  man  aber 

^  dir  t 
wegen  U  =  -j,  aucb 
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sclireiben  und  dies  wird  zu  Null,  weil  beide  Faktoren  des 
ausseren  Produkts  gleich  gerichtet  sind,  also  keine  ausseren 
Componenten  zu  einander  besitzen.  Die  yerausgehende  Glei- 
chung  yereinfacht  sich  daher  zu 

d\i  ,  d*  \jd\s 

indem  der  richtungslose  Faktor  m  auch  vor  das  Zeicben  V 
gestellt  werden  darf.  Hiermit  sind  wir  aber  genau  zu  dem 
Ausdrucke  gelangt,  der  auf  der  rechten  Seite  yon  Gl.  (1)  stand. 
Es  ist  damit  bewiesen,  dass  man  diese  Gleichung  auch  durch 
die  mit  ihr  identische 

V^r  =  J^Vmb  •  r  (2) 

ersetzen  kann  und  diese  Gleichung  spricht  bereits  den  Flachen- 
satz  fur  den  einzelnen  materiellen  Punkt  in  seiner  allgemeinsten 
Form  aus.  Es  ist  auch  leicht,  die  Formel  in  Worten  wieder- 
zugeben,  denn  die  in  der  Gleichung  yorkommenden  Ausdrucke 
haben  schon  friiher  bestimmte  Bezeichnungen  erhalten.  Links 
steht  das  statische  Moment  der  Kraft  die  die  Aenderung 
der  Geschwindigkeit  oder  der  Bewegungsgrosse  mb  heryor- 
bringt  und  rechts  steht  die  zeitliche  Aenderung  des  statischen 
Moments  dieser  Bewegungsgrosse,  bezogen  auf  denselben  Mo- 
mentenpunkt.  Wahrend  also  nach  der  dynamischen  Grund- 
gleichung  einfach  die  Kraft  der  zeitlichen  Aenderung  der 
Bewegungsgrosse  gleich  gesetzt  wird,  spricht  der  Flaehensatz 
aus,  dass  eine  solche  Gleichung  auch  zwischen  den  statischen 
Momenten  yon  beiden  erfiillt  ist.  Man  kann  daher  sagen,  dass 
der  Flaehensatz  aus  der  Yerbindung  der  dynamischen  Grund- 
gleichung  mit  dem  Momentenbegriffe  hervorgeht. 

Die  ausfuhrliche  Bezeichnung  „statisches  Moment  der  Be- 
wegungsgrosse^  fiir  das  aussere  Produkt  aus  mb  und  r,  mit 
dem  wir  uns  in  der  Folge  noch  sehr  haufig  zu  befassen  haben 
werden,  ist  freilich  etwas  schwerfallig.  Um  zu  einer  kurzeren 
Fassung  zu  gelangen,  die  sich  an  manchen  Stellen  als  sehr  er- 
wiinscht  herausstellen  wird,  erlaube  ich  mir,  dafiir  ausserdem 
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nocb  das  Wort  „Drall“  in  Yorscblag  zu  bringen  und  as  ii: 
dieser  neuen  Auflage  des  Bucbes  ofters  zu  gebrauchen.  Weir 
das  Wort  nicbt  gefallt,  moge  es  sicb  liberal!  durcb  die  da- 
neben  aucb  nocb  beibebaltene  umstandlicbere  Bezeicbn'U^^ 
„statiscbes  Moment  der  Bewegungsgrosse“  ersetzt  denken.  Ala 
ein  statiscbes  Moment  beziebt  sicb  der  Drall  immer  auf  eiraen 
bestimmten  Momentenpunkt  oder  auf  eine  Momentenaxe.  In 
den  Formeln  wird  dafiir,  wie  scbon  in  der  ersten  Auflage  des 
Bucbes,  der  Bucbstabe  8  (oder  aucb  JB )  gebraucbt  were!  on. 
Mit  diesen  Festsetzungen  lasst  sicb  Grl.  (2)  auch  in  der  Form 

^  =  V>t 


wiedergeben  und  in  Worten  dabin  aussprecben,  dass  fii  r 
jeden  Momentenpunkt  die  zeitlicbe  Aenderung  des 
Dralls  gleicb  dem  statiscben  Momente  der  Kraft  ist. 

Die  Wicbtigkeit  des  Satzes  lasst  es  erwiinsebt  erscbeinen^ 
den  Beweis,  wenn  aucb  mit  einiger  Abkiirzung,  nocb  einmal 
nacb  der  Coordinatenmetbode  zu  wiederbolen,  damit  aucb  jene 
ein  festeres  Yertrauen  zu  ibm  gewimxen  konnen,  die  sicb  in 
das  Rechnen  mit  gericbteten  Grossen  nocb  nicbt  hinreiebemd 
eingelebt  baben.  In  der  That  ist  zu  diesem  Zwecke  nur  nothin 
die  vorigen  Betracbtungen  sinngemass  zu  wiederholen,  nachdeixx 
zuYor  die  dynamiscbe  Grrundgleicbung  in  ibre  Componenten 
zerlegt  ist.  Man  gebt  also  aus  you 


X= 


=  m 


drx, 

dt 2  ; 


m 


dry 

Tf2 


■  m 


drs 

df2 


Als  Momentenpunkt  ist  bier  der  Coordinatenursprung  zu  wahlen. 
Man  beacbte  nun,  dass  die  X-Componente  des  statiscben  Mo¬ 
ments  der  Kraft  X,  Y}  Z  oder,  wie  man  aucb  sagen  kann7 
das  statiscbe  Moment  dieser  Kraft  in  Bezug  auf  die  I-Axe 
nacb  Gl.  (52),  Bd.  I  den  Werth 

M1  =  Ye  — Zy 

bat.  Setzt  man  nun  bier  fur  Y  und  Z  ihre  Werthe  aus  der 
dynamiscben  Grundgleicbung  ein,  so  erhalt  man 


'ST~ 


(dry 


dH  \ 
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Die  reehte  Seite  ist  aber,  wie  die  Ausfubrung  cler  Differen¬ 
tiation  lehrt,  gleichbedeutend  mit 


d_ 

dt 


(-Sf 


dz  \ 

mirty) 


nncl  hiernach  wird 


Yz  —  Zy  =  ~  (mv2#  —  mv^y) ,  (3) 

wenn  t\>,  v3  die  betreffenden  Oomponenten  von  b  sind.  Diese 
Gleichung  heisst  in  Worten:  Das  statiscbe  Moment  der 
Kraft  fur  die  X-Axe  ist  gleich  der  zeitlicben  Aende- 
rung  des  statiscben  Moments  der  Bewegungsgrosse 
fiir  die  gleiehe  Axe.  Naturlich  lasst  sieh  fur  die  beiden 
anderen  Ooordinatenaxen  Grleicbes  nacbweisen.  Grl.  (3)  ist  daber 
nur  eine  der  Oomponentengleicbungen,  in  die  Grl.  (2)  jederzeit 
zerlegt  werden  kann.  Die  allgemeinere  Fassung  des  Flacben- 
satzcs,  die  die  oben  angegebene  als  besonderen  Fall  mit  ent- 
halt,  lautet  daber,  wenn  zugleich  die  neue  Bezeichnung  „DralD 
dabei  eingefiibrt  wird: 

Das  statiscbe  Moment  der  einen  materiellen  Pnnkt 
bescbleunigenden  Kraft  in  Bezug  anf  einen  beliebig 
gewablten  Momentenpunkt  oder  auch  in  Bezug  auf 
eine  beliebig  gewablte  Momentenaxe  ist  gleicb  der 
zeitlicben  Aenderung  des  Dralls  fiir  denselben  Mo¬ 
mentenpunkt  oder  fiir  dieselbe  Momentenaxe. 

In  etwas  geanderter  Form  lasst  sicb  der  Flacbensatz  aucb 
nocb  darstellen,  wenn  man  Grl.  (2)  mit  dt  muitiplicirt  und 
hierauf  integrirt.  Man  erbalt  dann 

fVtyxdt  =  Ymb  •  r  — Vmfc>0  •  r0,  (4) 

oder  in  Worten:  Das  statische  Moment  des  Antriebs  der 
Kraft  ist  gleicb  der  dadurch  bewirkten  Aenderung 
des  statisclien  Moments  der  Bewegungsgrosse,  wobei 
die  Wabl  des  Momentenpunkts  oder  der  Momentenaxe  wiederum 
freisteht.  Bei  dieser  Fassung  des  Satzes  ist  freilicb  zu  beacbten, 
dass  der  Hebelarm  r,  der  zu  einem  Elementarantriebe  tydt 
gehort,  nicbt  wabrend  der  ganzen  Dauer  des  Yorgangs  con- 


10 


Erster  Abschnitt.  Dynamik  des  materielleii  Punktes. 


stant  ist  und  dass  daber  das  statiscbe  Moment  des  Antriebs 
nicbt  dadurcb  berecbnet  werden  karnn,  dass  man  den  ganzen 
Antrieb  mit  einem  Hebelarme  multiplicirt,  sondern  dass  dieses 
Moment  nur  ans  der  Snmme  der  Momente  der  Elemental 
antriebe  berocbnet  werden  kann.  Wenn  freilicb  die  bescbleu- 
nigende  Kraft  nnr  wabrend  einer  sehr  kurzen  Zeitdaner 
einwirkt,  in  der  keine  merklicbe  Yerscbiebung  des  materiellen 
Punktes  zu  Stande  kommt,  wie  bei  den  Stossvorg'angen,  lasst 
sick  Gl.  (4)  aucb  in  der  einfacberen  Form 

v/f  dt  •  r  =  V m to  •  r  — Vmb0  •  r  (5) 

anscbreiben,  die  aber  gegeniiber  dem  Satze  vom  Antriebe  kaum 
etwas  Neues  lebrt,  da  sie  aus  diesem  durcb  aussere  Multipli¬ 
cation  aller  Glieder  mit  demselben  Hebelarme  r  hervorgebt. 

Icb  babe  bisber  nocb  nicbt  erklart,  wober  die  Bezeicbnung 
des  Flacbensatzes  stammt,  denn  nacb  dem;  was  bis  jetzt  daruber 
Yorgetragen  wurde,  wurde  es  viel  naber  liegen,  ibn  den  Satz 
yon  den  statiscben  Momenten  der  Bewegungsgrossen. 
oder  aucb  den  Satz  yom  Dralle  zu  nernien.  In  der  That  ist 
diese  Bezeicbnung  eigentlicb  die  zutreffendere;  denn  die  Be¬ 
zeicbnung  des  Flacbensatzes  riihrt  nur  von  einer  speciellen 
Anwendung  des  Satzes  ber  und  icb  muss  auch  binzufiigen, 
dass  viele  Schriftsteller  unter  dem  Flacbensatze  grade  nur 
diese  specielle  Anwendung  und  nicbt  die  vorber  abgeleitete 
allgemeine  Aussage  versteben.  Ein  so  ungemein  wicbtiger 
Satz,  wie  der,  um  den  es  sicb  bier  bandelt,  muss  aber  eine 
kurze  Bezeicbnung  erbalten;  die  nicbt  wie  die  vorber  erwabnte, 
eine  Umscbreibung  der  gesammten  Aussage  des  Satzes  zu 
geben  suebt,  sondern  von  der  es  vollstandig  geniigt,  wenn  sie 
nur  an  irgend  eine  kennzeicbnende  Eigenscbaft  des  Satzes  kurz 
erinnert.  Dessbalb  gebrauche  icb  die  Bezeicbnung  Flacbensatz 
fiir  die  allgemeinste  Aussage  des  Satzes  ebenso,  wie  fur  den 
besonderen  Fall,  in  dem  er  in  der  That  zur  Betraelitung  von 
Flacben  fiibrt. 

Der  besondere  Fall,  von  dem  icb  bier  spracb,  tritt  ein, 
wenn  das  statiscbe  Moment  der  Kraft  zu  Hull  wird,  sei  es 
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nun,  weil  selbst  yerscliwindet;  sei  es,  weil  die  Ricbtungs- 
linie  der  Kraft  fortwabrend  dureb  den  Momentenpunkt  gebt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Gl.  (2) 

Vmto  •  r  =  <£,  (6) 

worin  ©  eine  constante  gericbtete  Grosse,  namlieb  den  anfang- 
liclien  Wertb  des  Dralls  bedeutet.  Gl.  (6)  sprickt  zunacbst 
aus,  dass  die  Bewegung  im  yorliegenden  Falle  in  einer  Ebene 
erfolgt,  namlieb  in  jener  Ebene,  die  recbtwinklig  zu  6  durcli 
den  Momentenpunkt  gezogen  ist,  wie  aus  der  Definition  des 
statischen  Momentes  von  b  oder  m\s  hervorgebt.  Ferner  liat 
das  statiscbe  Moment  von  to  (auf  den  constanten  Faktor  m  in 
Gl.  (6)  kommt  es  bier  nicht  weiter  an)  nacb  dieser  Gleicbung 
aucli  stets  denselben  Absolutwertb.  Fruher  babe  icb  aber  aus- 
einandergesetzt,  dass  der  Absolutwerth  eines  statiscben  Moments 
durcb  die  Flacbe  eines  Momentendreiecks  zur  Darstellung  ge- 
bracbt  werden  kann.  Denken  wir  uns  also  an  verschiedenen 
Stellen  der  Bahn  die  an  diesen  eintretenden  Gescbwindigkeiten 
fc  in  irgend  einem  Maassstabe  nach  Grosse  und  Riebtung  auf- 
getragen,  so  sind  die  Dreiecke,  die  diese  Strecken  als  Grund- 
linien  und  den  Momentenpunkt  zur  Spitze  baben,  alle  inbalts- 
gleicb.  Einfacber  wird  diese  Betracbtung  nocb,  wenn  man 
Gl.  (6)  nacb  Division  mit  m  mit  dt  multiplicirt,  so  dass 

YbcU-t^^-dt  (7) 

entstebt.  Unter  dt  moge  dabei  eine  unendlicb  kleine  Zeit- 
daner  verstanden  werden,  die  ein  fur  alle  Mai  wabrend  der 
ganzen  Betracbtung  denselben  bestimmt  gewablten  Wertb  be- 
balt.  Dann  ist  bdt  der  Weg  d%y  der  wabrend  dt  zuruckgelegt 
wird  und  das  statiscbe  Moment  dieses  Weges  ist  obne  Weiteres 
gleich  dem  doppelten  Inbalte  des  Dreiecks,  dessen  Grundlinie 
d%  und  dessen  Spitze  der  Momentenpunkt  ist.  Die  Gleicbung 
sagt  biernacb  aus,  dass  zu  gleicben  dt’  wabrend  des  ganzen 
Bewegungsvorgangs  gleicbe  Dreiecksflacben  geboren. 

Der  grosseren  Deutlicbkeit  wegen  moge  dies  aucb  nocb 
in  einer  Zeiebnung  zum  Ausdrucke  gebracbt  werden,  wobei 
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freilich  die  unendlicb  kleinen  Wege  d%  dureb  endlicbe  Strecken 
angedeutet  werden  mussen.  In  Abb.  1  1st  vorausgesetzt,  dass 
=  Q  ist.  In  diesem  Falle  bewegt  sicb  der  materielle  Punkt 
,  in  einer  graden  Linie  mit  gleichblei- 
bender  Gescbwindigkeit.  Alle  cU,  die 
zu  gleicben  dt  an  verscbiedenen  Stellen 
der  Bahn  gehoren,  sind  einander  gleicb 
and  darans  folgt  aucb  sehon  aus  ein- 
fachen  planimetriscben  Satzen  die 
Gileiebbeit  der  dnrch  Sehraffirung  her- 
yorgebobenen  Dreiecke.  Die  Wabl 
des  Momentenpunktes  ist  bierbei 
gleicbgultig.  —  In  Abb.  2  ist  dagegen  angenommen,  dass  die 
Kraft  Sp  nicbt  verscbwindet,  dass  vielmebr  der  materielle  Punkt 

eine  gekriinmite  Balm  durchlauft, 
dass  aber  die  Kraft  ty,  wie  es  die 
besondere  Yoraussetzimg  verlangt, 
von  der  wir  bei  .diesen  Betraeb- 
tnngen  ausgingen,  stets  dureb  den 
Momentenpunkt  0  gebt.  In  diesem 
Falle  sind  die  zu  gleichen  Zeiten 


dt  geborigen  Wege  ch  an  verscbiedenen  Stellen  der  Babn  ver- 
sebieden  gross.  Dagegen  sind  aucb  hier  nacb  Grl.  (7)  alle  Drei¬ 
ecke,  die  man  yon  0  ans  fiber  den  verscbiedenen  errichten 
kann,  von  gleicbem  Flacheninbalte. 

Der  dureb  Abb.  1  erlauterte  Fall  bat  kein  weiteres  Interesse ; 
der  Flacbensatz  wird  bei  ibm,  wie  man  sagt,  trivial.  Anders 
ist  es  aber  mit  dem  durcli  Abb.  2  dargestellten  Falle,  der  fiir 
viele  Betracbtungen  von  besonderer  Bedeutung  ist.  Eine  Be- 
wegung  von  der  bier  in  Frage  kommenden  Art  wird  als  eine 
Centralbewegung  bezeiebnet.  Dabei  wird  der  zumMomenten- 
punkte  gewablte  Punkt  «0  in  diesem  Falle  aucb  das  Centrum 
der  Bewegung  genannt,  weil  die  am  bewegten  Punkte  wirkende 
Kraft  nacb  Yoraussetzung  stets  durch  0  geht  und  daher  aucb 
als  von  0  ausgehend  angeseben  werden  kann. 

Besonders  bervorzubeben  ist  iibrigens  in  diesem  Zusammen- 
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hange,  dass  alle  zu  den  yerschiedenen  d%  gehorigen  Dreiecks- 
flachen  auch  umgekekrt  nur  dann  unter  sick  gleick  sein 
konnen,  wenn  das  Moment  yon  $  yerschwindet,  wie  aus  der 
allgemeineren  Grl.  (2)  oder  (2a)  sofort  gescklossen  werden  kann. 
Wenn  also  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  (z.  B.  eines 
Himmelskorpers)  betracktet  wird  mid  es  zeigt  sich;  dass  sie 
erstens  in  einer  Ebene  erfolgt  und  dass  zweitens  die  zu  gleicken 
Zeittkeilcken  dt  gehorigen  und  yon  irgend  einem  Punkte  0 
aus  gezogenen  Dreieeke  gleicke  Flachen  haben;  so  folgt  daraus 
mit  Nothwendigkeit;  dass  an  dem  bewegten  materiellen  Punkte 
eine  Kraft  angreift,  die  stets  durch  0  hindurchgeht,  und  yon 
der  wir  daker  auck  sagen  konnen,  dass  sie  yon  0  ausgekt. 
In  der  Tkat  kann  nur  auf  Grand  solcher  Anwendungen  des 
Flachensatzes  z.  B.  bekauptet  werden,  dass  die  Erde  bei  ikrer 
Planetenbewegung  yon  der  Sonne  angezogen  wird;  denn  wir 
besitzen  kein  anderes  Mittel;  die  pkysikaliscke  Existenz  dieser 
Kraft  zu  erkennen,  als  die  Beobacktung  der  tkatsaeklick  im 
Sonnensystem  yor  sick  gekenden  Bewegungen. 

Fiir  die  in  den  Abb.  1  und  2  sckraffirten  Dreieeke  kann 
man  iibrigens  noch  eine  andere  sekr  treffende  Bezeicknung  ein- 
fiikren.  Die  Flacken  dieser  Dreieeke  werden  namlick  yon  dem 
Radiusyektor;  der  yom  Momentenpunkte  0  aus  nach  dem  be¬ 
wegten  Punkte  gezogen  ist;  wahrend  der  Bewegung  yollstandig 
bestricken.  Man  kann  daker  den  Satz  auck  in  der  Form  aus- 
sprecken: 

Bei  der  Centralbewegung  besekreibt  der  yom 
Anziekungscentrum  nack  dem  bewegten  materiellen 
Punkte  gezogene  Radiusyektor  in  gleichen  Zeiten 
gleicke  Flacken. 

Umgekekrt  kann  jede  ebene  Bewegung  als  eine 
Centralbewegung  aufgefasst  werden;  wenn  man  in  der 
Bewegungsebene  einen  Punkt  so  anzugeben  yermag? 
dass  die  yon  ikm  gezogenen  Radienyektoren  in  gleicken 
Zeiten  gleicke  Flacken  besekreiben.  Jener  Punkt  ist 
dann  das  Anziehungs-  (oder  Abstossungs-)  Centrum. 

Bei  der  Aussage  dieser  Satze  ist  nur  yon  gleichen  Zeiten 
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die  Rede,  obne  dass  wie  vorber  die  Bescbrankung  binzugefiigt 
wurde,  dass  diese  Zeiten  unendlicb  klein  sein  sollten.  Man  sieht 
namlicb  leicbt  ein,  dass  die  Uebertragung  auf  endliebe  Zeiten 
olme  Weiteres  moglicb  ist.  Yerstebt  man  unter  n  eine  sebr 
grosse  Zabl,  sodass  das  Produkt  ndt  einen  endliclien  Werth 
erlangt,  so  werden  n  Elementardreiecke,  die  alle  von  gleiclier 
Grosse  sind,  wabrend  dieser  Zeit  ndt  beschrieben.  Alle  diese 
Dreiecke  bilden  zusammen  genommen  einen  Sektor  mit  dem 
c  Centrum  0,  der  zu  dem  yom 
bewegten  Punkte  inzwiscben 
durcblaufenen  Bogen  gebori 
Daraus  folgt,  dass  auch  irgend 
zwei  Sektoren  denselben  Inbalt 
haben,  falls  sie  nur  gleich  yiel 
0  Elementardreiecke  enthalten,d.b. 

falls  sie  zu  gleicben  Zeiten  ndt 
geboren.  Umgekebrt  vermag  man  bei  einer  Centralbewegung, 
die  etwa  die  in  Abb.  3  angegebene  Babn  ABC!)  durcblauft, 
sofort  zu  sagen,  dass  die  zum  Durcblaufen  von  AB  erforder- 
licbe  Zeit  ebenso  gross  ist,  als  die  zu  CD  geborige,  wenn  man 
weiss,  dass  die  Sektoren  AOB  und  COD  gleicben  Inbalt  baben. 
Es  folgt  daraus  z.  B.  sofort,  dass  sicb  die  Erde  in  ibrer 
Planetenbewegimg  um  die  Sonne  am  langsamsten  bewegt,  wenn 
sie  den  grossten  Abstand  von  der  Sonne  bat,  im  sogenannten 
Apbel,  und  am  schnellsten  im  Periliel,  d.  b.,  wenn  sie  der 
Sonne  am  naebsten  stelit. 


Man  kann  scbliesslicb  nocb  einen  anderen,  sebr  bezeich- 
nenden  Ausdruck  fur  diese  Gesetzmassigkeiten  wablen,  indem 
man  den  Begiiff  der  Sektorengescbwindigkeit  einftibrt. 
Man  yerstebt  darunter  die  Flache  des  Sektors,  den  der  vom 
Bewegungscentrum  0  gezogene  Radiusvektor  wabrend  der  Zeit- 
einbeit  uberstreicbt.  Die  Aussage  des  Flacbensatzes  lautet  dann 
in  unserem  Falle  einfacb:  Die  Sektorengescbwindigkeit 
ist  bei  der  Centralbewegung  constant. 

o  o 

In  alien  jetzt  besprocbenen  Fallen  ist  die  Bezeiebnung 
,,Flacbensatz“  offenbar  sebr  gut  gewablt;  ich  erinnere  aber 
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nochmals  darau,  dass  in  der  Folge  auch  der  allgemeinere  Satz 
unter  dieser  Bezeichnung  verstanden  werden  soil,  der  angiebt, 
wie  sich  das  statische  Moment  der  Bewegungsgrosse  oder  mit 
anderen  Worten,  wie  sich  die  S ekt  or  enges cbwindi gkeit  oder 
die  in  der  Zeiteinbeit  uberstrichene  Flache  andert,  wenn  das 
statische  Moment  der  ausseren  Kraft  fur  den  gewahlten  Mo- 
mentenpnnkt  von  Null  verscbieden  ist. 

§  3.  Das  Potential. 

Der  Begriff  des  Potentials,  zu  dessen  Erlauterung  icb  jetzt 
libergehe,  ist  zuerst  in  der  Mechanik  der  Himmelskorper  ein- 
gefuhrt  worden,  um  die  Untersuchungen  liber  gravitirende  Massen 
zu  erleicbtern.  Spater  wurde  dieser  Begriff  auch  auf  andere 
Gebiete,  namentlick  auf  die  Lehre  von  der  Elektricitat  und  dem 
Magnetismus  iibertragen.  Gerade  hier  hat  er  sich  so  nutzlich 
erwiesen,  dass  er  aus  den  hoheren  Theorien,  in  denen  er  ur- 
sprunglich  allein  vorkam,  allmahlich  bis  in  die  elementarsten 
Darstellungen  iibergegangen  ist.  Ueber  einen  aus  der  Mechanik 
hervorgegangenen  Begriff,  der  sich  auf  ein  so  weit  umfassendes 
Anwendungsgebiet  zu  erstrecken  vermochte,  kann  ein  Lehrbuch 
der  Mechanik  nicht  allzu  fltichtig  hinweggehen,  wenn  auch  die 
unmittelbaren  Anwendungen,  die  hier  davon  gemacht  werden 
sollen,  nicht  gerade  sehr  zahlreich  sind. 

Das  Potential  wird  zur  Untersuchung  von  Kraftfeldem 
verwendet.  Man  stelle  sich  etwa  vor,  dass  irgendwelche  Massen 
in  beliebiger  Vertheilung  liber  den  Baum  gegeben  seien,  von 
denen  Krafte  nach  irgend  einem  bekannten  und  der  Zeit  nach 
constanten  Gesetze  auf  einen  sich  in  diesem  Raume  bewegenden 
materiellen  Punkt  Iibertragen  werden.  Das  einfachste  Beispiel 
ist,  wie  schon  erwahnt,  das  Gravitationsproblem,  bei  dem  diese 
Massen  den  bewegten  Punkt  nach  dem  Newton’schen  Gesetze 
anziehen.  Das  gauze  Gebiet,  innerhalb  dessen  sich  die  Wirkung 
dieser  Massen  noch  bemerklich  macht,  wird  das  Kraftfeld 
genannt.  In  dem  genannten  Beispiele  kann  die  Kraft  in  jedem 
Punkte  des  Feldes  als  die  Kesultirende  von  Elementarkraften 
angesehen  werden,  die  von  den  einzelnen  Massenelementen  aus- 
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sich  daher  auch  dahin  aussprechen,  dass  fur  das  wirbelfreie 
Kraftfeld  die  algebraiselie  Summe  der  an  dem  bewegten  Punkte 
geleisteten  Arbeiten  fur  jede  gescblossene  Curve  zu  Null  wird. 


Wenn  jtyd%  von  Null  verscbieden  und  etwa  positiv  ware, 
konnte  man  dadurch,  dass  man  die  betreffende  Babn  wieder- 
holt  von  dem  bewegten  Punkte  in  dem  constanten  Kraftfelde 
durchlaufen  liesse,  beliebig  grosse  Arbeitsmengen  gewinnen, 
d.  b.  man  ware  im  Besitze  eines  Perpetuum  mobile.  Ware 
negativ,  so  brauchte  man  nur  den  Umlaufssinn  entgegen- 
gesetzt  zu  wahlen,  womit  sicb  die  Yorzeicben  aller  Arbeiten 
tyd%  umkebrten  und  man  hatte  dann  ebenfalls  ein  Perpetuum 
mobile  vor  sicb. 

Nacb  dem  Gresetze  von  der  Erbaltung  der  Energie  konnte 
es  biernacb  scheinen,  als  wenn  solcbe  Kraftfelder  uberbaupt 
physikalisch  unmoglich  waren.  In  der  That  hat  man  diesen 
Schluss  friiher  zuweilen  gezogen;  er  wird  aber  hinfallig,  wenn 
man  bedenkt,  dass  die  an  dem  bewegten  Punkte  gewonnene 
Arbeit  recbt-  wobl  durcb  eine  Energiezufubr  von  anderer,  nicbt 
mechaniscber  Form  aufgewogen  werden  kann.  Das  scblagendste 
Beispiel  dafur  ist  ein  gewobnlicber  electrodynamischer  Motor. 
Wir  sehen,  wie  sicb  der  Anker  einer  als  Motor  betriebenen 
Dynamomascbine  fortwahrend  umdrebt  und  dabei  Arbeit  nacb 
aussen  abgiebt,  wahrend  das  Kraftfeld,  in  dem  er  rotirt,  con¬ 
stant  bleibt.  Wenn  man  sicb  bier  ausscbliesslicb  auf  den 
Boden  der  Mecbanik  stellen  und  die  elektromagnetiscben  Energie- 
strome,  die  daneben  berlaufen,  ausser  Acht  lassen  wollte,  hatte 
man  in  der  That  ein  Perpetuum  mobile  mit  alien  mecha- 
niscben  Eigenschaften  vor  sicb,  wie  sie  die  alten  Erfinder 
von  einem  solcben  erwarteten.  Wir  wissen  nun  zwar,  dass 
das  Gresetz  von  der  Erbaltung  der  Energie  oder  von  der  Un- 
moglichkeit  eines  Perpetuum  mobile  im  neueren  Sinne  hier- 
durch  nicbt  umgestossen  wird;  aber  wir  miissen  doch  diesem 
Beispiele  die  Lebre  entnebmen,  dass  in  der  That  Kraftfelder 
vorkommen,  fiir  die  nicbt  gleich  Null  ist,  die  also  nicbt 

als  wirbelfreie  zu  bezeicbnen  sind. 

Fiippl,  Dynamik.  2.  Anfl.  2 
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Dagegen  lasst  sich  zeigen,  dass  alle  Kraftfelder,  die  auf 
Centralkrafte  zuriickgefuhrt  werden  konnen,  im  ganzen  Raume 
wirbelfrei  sind.  Um  dies  zu  beweisen,  nehme  man  zunachst 
an,  dass  nur  ein  einziges  Anziehungscentrum  vorhanden  sei. 
Wir  denken  uns  nm  dieses  Centrum  eine  Kugelflacke  von  be- 
liebigem  Halbmesser  besebrieben.  Solange  sicb  der  angezogene 
Punkt  nur  auf  der  Oberflache  dieser  Kugel  bewegt,  ist  die 
von  der  Kraft  des  Feldes  geleistete  Arbeit  stets  gleick  Null, 
den n  fallt  in  jedem  Augenblicke  in  die  Ricktung  des  Radius 

und  stekt  daker  senkreckt  zu  jedem  Wege,  den  der  bewegte 
Punkt  auf  der  Kugelflache  besckreiben  mag.  Lasst  man  da¬ 
gegen  den  Punkt  auf  eine  concentriscke  Kugelflacke  ubertreten, 
deren  Halbmesser  etwa  um  dr  grosser  ist,  so  ist  die  von 
geleistete  Arbeit  gleick  —  Pdr ,  wie  auck  der  TJebergang 
gewaklt  werden  moge,  denn  von  dem  besckriebenen  Wege 
kommt  immer  nur  die  Projektion  dr  auf  die  Ricktung  des 
Radius  in  Betrackt.  Daraus  folgt,  dass  auck  immer  dieselbe 
Arbeit  geleistet  wird,  wenn  man  den  bewegten  Punkt  von  dem 
Abstande  rx  zum  Abstande  r2  vom  Anziekungscentrum  uber- 
fuhrt,  okne  Riicksickt  auf  den  Weg,  der  kierbei  im  TJebrigen 
eingescklagen  wird.  Fur  einen  Weg,  der  wieder  zum  Aus- 
gangspunkte  zuruckfiihrt,  kebt  sich  hiemack  die  Summe  aller 
d%  kin  weg.  —  Dies  gilt  zunachst  fur  ein  einzelnes  Anziekungs¬ 
centrum.  Hat  man  beliebig  viele  Kraftcentren,  so  beackte  man, 
dass  sick  5jJ  als  die  Resultirende  aller  von  diesen  ausgekenden 
Elementarkrafte  auffassen  lasst  und  dass  die  Arbeit  der  Resul- 
tirenden  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  gleick  der  algebraiscken 
Summe  aller  Einzelarbeiten  ist.  Hiernack  zerfallt  in 

ebenso  viele  Glieder  als  Kraftcentren  vorkanden  sind  und  jedes 
dieser  Glieder  ist  nack  dem  vorkergekenden  Beweise  fur  sick 
gleick  Null.  Wir  konnen  hiemach  in  der  That  allgemein  be- 
kaupten,  dass  alle  Kraftfelder  wirbelfrei  sind,  die  aus  Central- 
kraften  zusammengesetzt  sind  und  dass  es  ein  ganz  vergebliches, 
friiher  freilich  oft  versucktes  Bemuken  ist,  solcke  nickt  wirbel- 
freie  Kraftfelder,  wie  das,  in  dem  z.  B.  der  Anker  einer  Dynamo- 
maschine  rotirt,  auf  Centralkrafte  zuruckzufuhren. 
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Weiterhin  moge  nun  angenommen  werden,  dass  das  Kraft- 
feld  in  der  That  wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Bezirks 
wirbelfrei  ist,  wahrend  es  ausserhalb  dieses  Bezirks  immer 
noch  ein  Wirbelfeld  sein  konnte.  A 

Ganz  allgemein  folgt  dann  aus  Gl.  (8), 
dass  die  Arbeit,  die  von  der  Kraft  des 
Feldes  geleistet  wird,  wenn  der  be- 
wegliche  Punkt  von  einem  Punkte  0 
nach  einem  Punkte  A  des  Bezirks 
verschoben  wird,  unabh*angig  von  dem 
dabei  durchlaufenen  Wege  ist  (falls 
dieser  nur  ganz  innerhalb  des  Bezirkes 
selbst  liegt).  Denkt  man  sich  namlich  etwa  den  Weg  I  in 
Abb.  4  im  Sinne  von  0  nach  A  und  hierauf  den  Weg  II  im 
umgekehrten  Sinne  durchlaufen,  so  entsteht  eine  geschlossene 
Curve,  fiir  die  nach  Gl.  (8) 


o 


A 


ist.  Die  Umkehrung  des  Bewegungssinnes  hat  einen  Wechsel 
im  Yorzeichen  der  Arbeitsbetrage  zur  Folge;  hiernach  ist 


und  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  einsetzt,  folgt  in 
der  That 


was  zu  beweisen  war.  Es  ist  hiernach  entbehrlich,  den  Inte- 
grationsweg  durch  ein  besonderes  Kennzeichen  hervorzuheben, 
wie  es  in  diesen  Formeln  geschehen  war;  im  wirbelfreien 
Kraftfelde  hat  vielmehr  schon  der  unbestimmter  gelassene 
Ausdruck 


o 


2 
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einen  eindeutigen  Werth.  Dei*  durch  ihn  angegebene  Arbeits- 
betrag  beisst  der  Potentialunterschied  zwischen  den  Punkten 
0  nnd  A.  Hierbei  muss  ich  nocb  erwahnen,  dass  keine  all- 
gemeine  Uebereinstimmung  Tiber  die  Wahl  des  Vorzeichens 
dieser  Grosse  besteht.  Um  deutlicher  hervortreten  zu  lassen, 
wie  dies  zu  yerstehen  ist,  gehe  ich  sofort  zu  den  Potentialen 
selbst  iiber.  Ich  definire  hiernach  das  Potential  VA  im  Punkte 
A  durch  die  Grleichung 

A 

rA  =  V»  — fadl.  ao) 

0 

Hierin  ist  V0  das  Potential  im  Anfangspunkte  0}  dem  man 
sich  einen  beliebigen  Werth  gsgeben  denken  mag.  Bis  auf 
die  Constante  Vo7  die  willkurlich  bleibt,  ist  hiermit  jedem 
Punkte  A  des  Bezirks  ein  eindeutig  bestimmter  Werth ,  den 
man  das  Potential  nennt,  zugeordnet.  Manche  Schriftsteller 
wahlen  nun  anstatt  des  yor  dem  Linienintegrale  stehenden 
Minuszeichens  ein  Pluszeichen  und  definiren  damit  eine  yon 
der  yorigen  abweichende  Grosse,  die  ebenfalls  als  Potential 
oder  Potentialfunction  oder  auch  als  Kraftefunction  yon  ihnen 
bezeichnet  wird.  Sehr  erheblich  ist  der  Unterschied  zwar 
nicht;  immerhin  hat  aber  die  V orzeichenwahl ,  der  ich  mich 
angeschlossen  habe,  einen  nicht  unerheblichen  Vorzug  yor  der 
entgegengesetzten.  Die  Grosse 

A 

—j$di 

0 

giebt  namlich  den  Arbeitsbetrag  an,  der  yon  aussen  her  (durch 
eine  der  Feldkraft  entgegengesetzte  Kraft  —  m  aufgewendet 
werden  muss,  um  den  beweglichen  materiellen  Punkt  entgegen 
der  Kraft  des  Peldes  yon  0  nach  A  zu  yerschieben  oder  auch, 
wenn  das  Vorzeichen  des  Ausdruckes  nach  der  yollstandigen 
Ausrechnung  negativ  bleibt,  den  Arbeitsbetrag,  der  nach  aussen 
hin  wahrend  der  Bewegung  abgegeben  werden  kann.  Hiernach 
wird  VA  kleiner  als  V07  wenn  bei  der  Lagenanderung  Energie 
nach  aussen  him  abgegeben,  die  Energie  des  Feldes  selbst  also 
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—  falls  Energiestrome  von  nicht  mechanischer  Art  ausgescMossen 
sind  —  vermindert  wird.  Nach  imserer  Wahl  des  Yorzeichens 
kann  hiernach  unter  der  Y oraussetzung,  dass  die  Constant©  Vo 
den  Einzelbedingungen  des  besonderen  Falles  entsprecliend  ge- 
wah.lt  wird,  die  Grosse  VA  selbst  geradezu  als  das  Maass  der 
potentiellen  Energie  des  Peldes  angesehen  werden?  die  dadurch 
bedingt  wird,  dass  sich  der  bewegte  materielle  Punkt  gerade 
im  Pnnkte  A  des  Feldes  befindet.  Die  Bezeichnung  Potential 
stellt  sich  hiernach  als  eine  Abkiirzung  fur  die  Bezeichnung 
potentielle  Energie  heraus. 

Durch  Umkehrung  der  Integrationsgrenzen  lasst  sich 
iibrigens  ohne  Aenderung  der  hiermit  getroffenen  Vereinbarung 
auch  ein  positives  Vorzeichen  in  Gl.  (10)  einfuhren,  denn  die 
Gleichung 

,  o 

rA  =  Vo  +fi p<28 

ist  offenbar  mit  der  fruheren  identisch. 

Der  Yortheil,  den  man  mit  der  Einfuhrung  des  Potentials 
in  die  Untersuchung  der  Kraftfelder  erzielt,  besteht  darin,  dass 
das  Potential  als  ein  Energiebetrag  eine  Grrosse  ohne  Richtung 
ist.  Mit  diesen  richtungslosen  Grossen  lasst 
sich  leichter  rechnen,  als  mit  den  Kraften 
des  Feldes  selbst.  Dabei  geht  diese  Yerein- 
fachung  der  Rechnung  keineswegs  auf  Kosten 
der  Yollstandigke.it  der  Resultate,  die  man 
ableiten  will,  denn  sobald  das  Potential  fiber-  j 
all  im  Felde  bekannt  ist,  kennt  man  damit  oO 
zugleich  auch  die  Kraft  an  jeder  Stelle  des 
Feldes  nach  Grosse  und  Richtung,  wie  ich  sofort  zeigen  werde. 

Man  denke  sich  namlich  den  beweglichen  Punkt  von  der 
Stelle  A  aus,  in  der  er  sich  vorher  befand,  nach  irgend  einem 
Nachbarpunkte  B  (Abb.  5)  verschoben.  Dann  ist  das  Potential 
Vjj  im  Punkte  B  nach  der  vorher  daftir  gegebenen  Definition 

A  B 

vB  =  r0  —  [/ +/ Prfi]  =  rA  —  f  <w, 

o  ‘a 
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denn  fur  das  Linienintegral  langs  des  Weges  AS  kann,  da 
dieser  selir  klein  sein  sollte,  emfacli  das  Element  tyd%  gesetzt 
werden,  wenn  hierbei  unter  d%  die  Strecke  AS  selbst  ver- 
standen  wircl.  Bezeichnet  man  ferner  die  Aenderung,  die  das 
Potential'  V  erfahrfc,  wenn  man  von  A  nach  S  iibergeht,  mit 
dV}  so  kann  die  vorige  Gleichung  aucb  in  der  Form 
dV=  —  $d% 

angeschrieben  werden.  Aus  dieser  kann  aber  in  der  That 
sofort  auf  die  Grrosse  der  in  die  Richtung  von  AS  fallenden 
Componente  von  geschlossen  werden,  wenn  man  weiss,  wie 
gross  die  zu  d%  gehorige  Aenderung  von  V  ist.  Bezeichnet 
man  jene  Feldcomponente;  also  die  Projektion  von  auf  d% 
mit  S'  so  ist  namlich  auch 

dV — — S'ds  und  daher  S'—  —  •  (11) 


Hiermit  allein  ist  nun  zwar  $  noch  nicht  bestimmt;  man 
beachte  aber,  dass  diese  Beziehungen  fur  jede  beliebige  Ver- 
schiebungsrichtung  AS  gultig  bleiben  und  dass  man  daher  die 
Projektion  der  gesuchten  Kraft  $  auf  jede  beliebige  Richtungs- 
linie  anzugeben  vermag,  womit  auch  $  selbst  gefunden  werden 
kann.  Am  einfachsten  ist  es,  die  Projektionen  von  auf  drei 
rechtwinklig  zu  einander  stehende  Coordinatenaxen  der  xyz 
nach  Grl.  (11)  zu  berechnen.  Man  erhalt  dann  fur  die  drei 
Componenten  von 


drm .  7j 

dx ’  2  dy^ 


d V 
dz 


(12) 


und  $  selbst  wird  als  geometrische  Summe  dieser  Compo- 
nenten,  also  mit  Benutzung  der  Richtungsfaktoren  i  j  I  in 
der  Form 


gefunden.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelost,  anzugeben,  wenn 
V  uberall  bekannt  ist  und  man  sieht,  dass  hiezu  nur  eine 
Ausfuhrung  von  Differentiationen  erforderlich  ist,  die  keine 
besonderen  Schwierigkeiten  verursachen  kann. 
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Der  mit  dem  negativen  Yorzeichen  versehene  Differential¬ 
ly 

quotient  —  giebt  an,  um  wie  viel  V  in  der  Ricktiing  der 

X-Axe  auf  die  Langeneinheit  des  Weges  bezogen  an  der  be- 
treffenden  Stelle  des  Feldes  abnimmt.  Man  bezeicbnet  diese 
Grosse  kiirzer  als  das  Potentialgefall  nnd  fasst  dann  die 
Gl.  (11)  und  (12)  in  der  Aussage  zusammen: 

Die  Componente  der  Kraft  in  irgend  einer  ge- 
gebenen  Ricbtung  ist  gleicb  dem  Potentialgefalle  in 
dieser  Ricbtung. 

Aucb  die  Ricbtung  der  Kraft  $  selbst  lasst  sick  mit  Hiilfe 
dieser  Bezeichnung  in  einfacker  Weise  angeben.  Offenbar  wird 
namlick  die  Componente  von  am  grossten  fur  eine  Ricbtung, 
die  mit  $  zusammenfallt.  Hieraus  folgt  in  Yerbindung  mit 
der  vorigen  Aussage: 

Die  Kraft  des  Feldes  gekt  in  der  Ricbtung  des 
grossten  Potentialgefalles  und  ikr  Absolutbetrag  ist 
gleick  diesem  Gefalle. 

Sckliesslick  erwahne  ick  nock,  dass  man  Gl.  (13)  zweck- 
massig  in  die  abgekurzte  Schreibweise 

*P  =  _VF  (14) 

zusammenfassen  kanm,  in  der  V  ein  ,,raumlicher  Differential- 
operator^  ist,  namlick  an  die  Stelle  von 

v=i^  +  i^  +  f^ 

tritt  und  kiermit  jene  Operation  durck  ein  einziges  Symbol 
kennzeicknet,  durch  die  das  Gefall  der  Grosse  V  gefunden  wird. 
Als  zweckmassig  ist  iibrigens  diese  Bezeicknung  nickt  etwa 
bloss  deskalb  anzuseken,  weil  Gl.  (14)  mit  weniger  Sckrift- 
zeicken  gesckrieben  wird  als  Gl.  (13)  oder  der  damit  gleick- 
wertkige  Yerein  der  Gl.  (12),  sondern  weil  es  die  Einkeit  der 
Vorstellung  fordert,  wenn  einem  an  sick  einfacken  Begriffe, 
der  selbst  spracklick  durck  ein  einziges  Wort  („Potential- 
gefall“  oder  vielmekr  nock  kiirzer  „Gefa]l“  iiberkaupt)  wieder- 
gegeben  werden  kann,  auck  in  der  Recknung  durch  ein  ein- 
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facbes  und  nicbt  weiter  zusammengesetztes  Zeieben  Ausdruck 
gegeben  wij-d. 

Zur  besseren  Veranscbaulicbung  der  vorausgebenden  Be- 
tracbtungen  dient  eine  sebr  bekannte  geometrisclie  Construction. 
Von  einem  Punkte  des  Kraftfeldes  ausgebend,  sucbt  man  nam- 
lich  alle  Nacbbarpunkte  auf,  in  denen  das  Potential  den  gleicben 
Wertb  besitzt.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf  einem  Flacben- 
elemente,  das  senkreclit  zur  Feldkraft  gestellt  ist,  denn  nur 
fill*  eine  Verscbiebung  d%  senkrecht  zu  wird  das  zugeborige 
fycU  und  biermit  dV  zn  Null.  Gebt  naan  hierauf  in  derselben 
Weise  nacb  alien  Seiten  bin  weiter  fort,  so  erhalt  man  eine 
Flacbe,  die  jene  Punkte  des  Feldes  mit  einander  verbindet,  fiir 
die  das. Potential  denselben  Wert  V  besitzt.  Eine  solcbe  Flacbe 
wird  als  eine  Aequipotentialflacbe  oder  kurzer  als  eine 
Niveau  flacbe  bezeicbnet. 

Wir  wollen  annebmen,  dass  eine  ganze  Schaar  von  solcben 
Niveauflacben  im  Felde  construirt  sei  und  zwar  der  art,  dass 
sicb  das  Potential  yon  je  aufeinanderfolgenden  Flachen  immer 
um  den  gleicben  Betrag  unterscbeidet.  Man  kann  dann  jede 
dieser  Niveauflacben  als  eine  Stufenflacbe  und  die  Scbaar 
aller  Stufenflacben  als  eine  Potentialtreppe  bezeicbnen.  •  Je 
steiler  diese  Treppe  ist,  d.  b.  je  dichter  die  Stufenflacben  auf- 
einander  folgen,  um  so  grosser  ist  an  der  betreffenden  Stelle 
die  Kraft  des  Feldes,  die  ja,  wie  wir  aus  Gl.  (14)  wissen, 
gleicb  dem  Potentialgefalle  ist.  Hiernacb  kann  man  aus  einer 
Zeicbnung  der  Potentialtreppe  alle  Eigenschaften  des  Kraft¬ 
feldes  ableiten  Der  Abstand  aufeinanderfolgender  Stufenflacben 
giebt  ein  der  unmittelbaren  Abscbatzung  bequem  zuganglicbes 
Maass  fiir  die  Grosse  der  Kraft  und  die  Ricbtung  der  Kraft 
wird  durcb  die  Normale  zur  Stufenflacbe  angegeben. 

Haufig  giebt  man,  um  die  Ricbtung  der  Kraft  des  Feldes 
besser  bervortreten  zu  lassen,  an  Stelle  der  Potentialtreppe 
oder  auci.  neben  dieser  die  Kraftlinien  an.  Das  sind  Linien, 
die  von  irgend  einem  Punkte  des  Feldes  ausgebend,  weiterbin 
iiberall  der  Ricbtung  von  $  folgen.  Die  Ricbtung  der  Kraft 
an  irgend  einer  Stelle  wird  biernacb  durch  die  Tangente  an 
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die  Kraftlinie  angegeben.  Die  Kraftlinien  schneiden  alle  Niveau- 
flacben  reclitwinklig. 

Aus  dem  Begriffe  der  Kraftlinie  gebt  aucb  der  Begriff 
der  Kraftrohre  bervor.  Man  verstebt  darunter  den  robren- 
formigen  Raum,  der  von  alien  unmittelbar  aufeinanderfolgenden 
Kraftlinien  abgegrenzt  wird,  die  man  durcb  sammtlicbe  Punkte 
des  Umfangs  irgend  eines  auf  einer  Niveauflacbe  entbaltenen 
Flacbenstticks  legen  kann.  Dieses  Flacbenstiick  bildet  biernacb 
einen  Querscbnitt  der  Kraftrobre.  Der  Querscbnitt  bleibt  im 
Allgemeinen  nicbt  constant,  sondern  zu  jeder  folgenden  Niveau- 
tiacbe  gebort  ein  anderer  Querscbnitt.  Unter  den  gewobnlicb 
vorliegenden  TJmstanden  (namlicb  dann,  wenn  keine  „Quellen 
des  Kraftflusses“  in  der  Kraftrobre  entbalten  sind)  ist  die 
Kraft  des  Feldes  an  jeder  Stelle  dem  Querscbnitte  der  Kraft¬ 
robre  umgekelirt  proportional.  In  solcben  Fallen  kann  man 
die  Grosse  der  Feldkraft  aucb  danacb  abscbatzen,  wie  dicbt 
die  Kraftlinien  an  der  betreffenden  Stelle  zusammenriicken. 
Der  Beweis  der  letzteren  Bebauptungen  wiirde  mich  weiter 
fiibren,  als  es  bier  meine  Absicbt  sein  kann;  icb  erlaube  mir 
daber,  den  Leser,  der  sich  mit  diesen  knappen  Andeutungen 
nicbt  begnugen  mocbte,  auf  die  im  Jabre  1897  von  mir  ver- 
offentlicbte  kleine  Scbrift  „Die  Geometrie  der  Wirbelfelder“ 
zu  verweisen. 

Das  Kraftfeld,  mit  dem  man  es  in  der  Mecbanik  gewobn- 
licb  zu  tbun  bat,  ist  das  Scbwerefeld  der  Erde.  Innerlialb 
eines  kleinen  Raumes,  etwa  innerbalb  eines  Zimmers,  kann  die 
Scbwerkraft  nacb  Grosse  und  Ricbtung  gewobnlicb  als  con¬ 
stant  angeseben  werden,  obwobl  icb  nicbt  unerwabnt  lassen 
mocbte,  dass  man  besondere  Beobacbtungsmetboden  ausgesonnen 
bat,  die  selbst  die  Aenderungen  des  Feldes  innerbalb  so  kleiner 
Raume  erkennen  lassen.  Seben  wir  aber  davon  ab,  oder  be- 
tracbten  wir,  wie  man  aucb  sagt,  das  Feld  als  bom o gen,  so 
sind  die  Kraftlinien  unter  sicb  parallel;  ibre  Ricbtung  ist  die 
der  Lotblinie.  Die  Niveauflacben  sind  borizontale  Ebenen  und 
jeder  kommt  ein  Potential  zu,  das  um  so  grosser  ist,  je  bober 
sie  liegt.  Die  Potentialtreppe  ist  bier  uberall  gleicb  steil,  da 
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die  einzelnen  Stufenflachen  in  gleichen  Abstanden  iibei  ein- 
ander  liegen. 

Tn  einem  grosseren  Bezirke  macht  sicli  abei  die  Kriim- 
mnng  der  Mveauflachen  bemerkbar.  Streng  wissenschaftlick 
gesprochen  versteht  man  unter  der  Gestalt  der  Erde  nicbts 
anderes,  als  die  Grestalt  jener  Flache  gleicben  Potentials,  die 
uber  dem  Meere  unter  normalen  ITmstanden  mit  der  Wasser- 
oberflache  zusammenfallt.  Daraus  erklart  sicb  auck  die  Be- 
zeichnung  der  Mveauflachen.  Jene  praktisck  besonders  wich- 
tige  Mveauflache  wird  auck  als  das  Geo  id  bezeicknet.  — 
Hier  moge  von  diesen  Dingen  nur  nock  erwahnt  werden,  dass 
der  Begriff  des  Hohenumterschiedes  zweier  Punkte  der  Erd- 
oberflache  (z.  B.  die  Hoke  einer  Bergspitze  liber  dem  Meere) 
in  der  gewohnlichen  Fassung  einer  strengeren  Kritik  nickt 
Stand  halt.  Eindeutig  bestimmbar  ist  vielmekr  nur  der  Poten- 
tialunterschied  beider  Punkte.  In  der  Tkat  wird  auck  der 
Hohenunterschied  der  Punkte,  wenn  er  in  gewoknlicher  Weise 
durck  ein  genaues  Mvellement  bestimmt  wird,  etwas  versckieden 
gefunden  (auck  abgeseken  von  den  unvermeidlichen  Beobach- 
tungsfeklern)  je  nach  dem  Wege,  langs  dessen  das  Mvellement 
erfolgte.  Man  mackt  sich  am  einfacksten  auf  folgende  Weise 
klar,  dass  dies  gar  nickt  anders  erwartet  werden  kann.  Man 

denke  sick  durck  beide  Punkte,  etwa 
A  und  JBj  Abb.  6,  deren  Hohen- 
untersckied  ermittelt  werden  soil,  je 
eine  Mveauflache  gelegt.  Ein  denk- 
barer  Weg  fur  die  Ausfuhrung  des  Mvellements  wiirde  dann 
darin  besteken,  dass  man  zuerst  von  B  senkreckt  in  die  Hoke 
steigt,  bis  Br  die  Erkebung  BB'  misst  und  dann  stets  hori¬ 
zontal  von  B'  nack  A  fortsckreitet.  Der  Hokenuntersckied 
von  A  und  B  wiirde  dann  gleick  BB'  gefunden.  Man  siekt 
aber  nun  sofort,  dass  man  anstatt  dessen  auck  von  B  langs 
der  Mveauflacke  bis  A'  fortschreiten  und  dann  erst  von  hier 
nach  A  hinaufsteigen  konnte.  Im  letzten  Falle  wiirde  der 
Hokenuntersckied  gleick  AA'  gefunden.  Im  Allgemeinen  sind 
aber  A  A'  und  BB'  keineswegs  gleick  miteinander;  wenn  die 


Al)b.  6. 
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Fallbeschleunigung  zwischen  A  und  A'  kleiner  ist;  als  zwischen 
B  und  B\  muss,  weil  fur  beide  Strecben  gleieb  ist,  die 

Hohe  A  A  im  selben  Verhaltniss  grosser  sein,  als  die  bei  B 
gefundene  Hohe  BB\  —  Die  weitere  Ausfuhrung  dieser  Be- 
trachtungen  gehort  der  hoheren  Greodasie  an. 

Die  Kraftlinien  diirfen  tibrigens,  wie  icb  bier  noch  be- 
sonders  betonen  mochte,  niebt  mit  den  Babnen  verwechselt 
werden,  die  ein  im  Kraftfelde  frei  beweglicber  materieller 
Punkt  einzuscblagen  vermag.  Wenn  der  Pnnkt  obne  Anfangs- 
geschwindigkeit  in  das  Feld  gebracbt  wird,  fangt  er  zwar  im 
ersten  Augenblicke  seine  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft- 
linie  an.  Aber  nnr  dann;  wenn  die  Kraftlinie  gerade  ist  (wie 
es  genau  genug  bei  der  gewohnlichen  Fallbewegnng  zutrifft), 
vermag  der  Pnnkt  ihr  dauernd  zu  folgen;  im  anderen  Falle 
biegt  er  ans  leicbt  verstandlichen  Grrtinden  alsbald  von  ibr  ab. 

Durcb  Verb  indung  der  Grleichung  der  lebendigen  Kraft 
mit  der  Definitionsgleiebung  fur  das  Potential  gelangt  man 
scbliesslicb  noch  fur  den  im  Felde  frei  beweglicben  Punkt  zu 
einem  einfachen  Resultate.  Ftir  die  Bewegung  von  einer  Stelle  1 
des  Feldes  nacb  irgend  einer  anderen  Stelle  2  hat  man  beim 
frei  beweglichen  Punkte  nach  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft 

2 

/m  Ja  nitoc,~  VI  “  y  y 

- §l-  =  L ,  —  ly  , 

1 

wobei  zur  Abktirzung  die  lebendige  Kraft  mit  L  bezeicbnet 
wurde.  Andererseits  ist  aber  nacb  Grl.  (10) 

2 

V.,  =  Vy  ~fyCU 
1 

und  aus  der  Verbindung  beider  Gleicbungen  mit  einander  folgt 

Fi+A-Fi  +  A,  (15) 

d.  b.  die  Summe  aus  potentieller  und  kinetiscber 
Energie  bleibt  wahrend  der  Bewegung  constant. 
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§  4.  Die  harmonische  Schwingung. 

Ein  materieller  Punkt  sei  einer  Centralkraft  unterworfen, 
die  der  Entfernung  yoitl  Anziebungs  centrum  direct  proportional 
ist.  So  lange  er  mit  dem  Anzielningscentrum  selbst  zusammen- 
fallt,  feblt  jeder  Anlass  zu  einer  Bewegung.  Sobald  er  aber 
durcb  irgend  eine  aussere  Ursacbe  aus  dieser  Gleicbgewichts- 
lage  entfernt  und  bierauf  sicli  selbst  tiberlassen  wird,  fiibrt  er 
Scliwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  aus,  die  man  als 
liarmonisclie  oder  aucb  als  einfacbe  Sinusschwingnngen 
bezeicbnet  und  deren  Gesetze  bier  naber  untersucbt  werden 
sollen. 

Yorber  moge  indessen  nocb  darauf  bingewiesen  werden, 
dass  die  Bedingungen  fiir  das  Eintreten  solcher  Bewegungen 
sebr  liantig  gegeben  sind.  Vor  allem  sind  es  elastiscbe  Krafte, 
nnter  deren  Einfluss  liarmoniscbe  Scbwingungen  zn  Stande 
kommen.  Denkt  man  sicb  etwa  einen  Korper,  der  als  mate¬ 
rieller  Punkt  aufgefasst  werden  kann,  durcb  elastische  Bander 
an  einer  bestimmten  Stelle  festgehalten,  so  vermag  man  ibn 
immer  nocb  ein  wenig  aus  dieser  Rubelage  zu  entfernen,  Dabei 
werden  die  elastischen  Bander,  durcb  die  er  festgebalten  war, 
etwas  angespannt  und  diesen  Formanderungen  entsprecben 
elastiscbe  Krafte,  die  unter  Yoraussetzung  des  Hooke’scben 
Gesetzes  der  Yerscbiebung  des  materiellen  Punktes  proportional 
und  nacb  dem  Anfangspunkte  bin  gericbtet  sind,  Hiermit  ist 
also  in  der  Tbat  das  Auftreten  einer  der  Entfernung  direct 
proportionalen  Centralkraft  pbysikaliscb  verwirklicht. 

Gewobnlicb  kann  man  freilicb  einen  Korper,  von  dem 
man  sagt,  dass  er  barmoniscbe  Scbwingungen  ausfuhre,  niclit 
obne  Weiteres  als  materiellen  Punkt  anseben.  Yielmebr  treten 
unter  den  Yerschiedensten  Umstanden  Scbwingungen  auf,  die 
ibren  Wirkungsgesetzen  nacb  Yollstandig  mit  den  barmoniscben 
Scbwingungen  eines  einzelnen  materiellen  Punktes  zusammen- 
fallen  und  die  man  daber  aucb  selbst  als  barmonische  bezeicbnet. 
Dies  trifft  z.  B.  bei  den  sehr  haufig  vorkommen,den  Dreb- 
scbwingungen  eines  Korpers  um  eine  festliegende  Axe,  also 
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etwa  eines  Korpers  zu,  der  am  unteren  Elide  eines  Draktes 
aufgekangt  ist  und  unter  dem  Einflusse  der  Torsionselasticitat 
des  Drakfces  sckwingt  (Torsionspendel,  Drekwaage).  Anck  selkst 
Vorgange,  die  ganz  ausserkalb  des  Bereicks  der  Mechanik  liegen, 
kezeicknet  man  als  karmoniscke  Sckwingungen,  weil  sie  den 
gleicken  zeitlicken  Verlanf  nekmen,  so  dass  die  in  der  Dynamik 
des  materiellen  Punktes  dafiir  abgeleiteten  Formeln  bei  ent- 
spreckender  Deutung  der  darin  vorkommenden  Buckstaben- 
grossen  okne  Weiteres  auf  jene  Falle  angewendet  werden 
koiinen.  Dies  trifft  namentlidi  bei  gewissen  elektriscken  Sckwin- 
gungen  zu.  So  kommt  es,  dass  die  karmoniscken  Sckwingungen 
eines  einzelnen  materiellen  Punktes  nur  das  einfackste  Beispiel 
fur  eine  Reike  yersckiedener  Sckwingungsyorgange  bilden,  bei 
deren  Untersuckung  yon  den  kier  durckzufiikrenden  Betrack- 
tungen  mit  geringen  Aenderungen  immer  wieder  Gebrauck 
gemaekt  wird. 

Nadi  diesen  Bemerkungen,  die  mir  erforderlick  sckienen, 
urn  die  grosse  Tragweite  kervorzukeben,  die  ikm  zukommt, 
wende  idi  midi  jetzt  zur  Bekandlung  des  einfacken  Falles,  um 
den  es  sick  kier  kandelt.  Dabei  moge  zunackst  ausserdem 
nock  angenommen  werden,  dass  die  Sckwingungen  grad- 
linig  erfolgen.  Dies  wird  sicker  gesckeken,  wenn  der  mate- 
rielle  Punkt  etwas  aus  der  Gleickgewicktslage  yerriickt  und 
kierauf  okne  Anfangsgesckwindigkeit  sick  selbst  iiberlassen 
wurde  7  denn  Kraft  und  Gesckwindigkeit  sind  dann  wakrend 
der  ganzen  Bewegung  stets  langs  derselben  Geraden  gericktet, 
auf  der  die  Bewegung  erfolgt. 

Es  wird  niitzlich  sein,  fiber  das  Kraftfeld,  in  dem  sick  die 
Sckwingung  yollziekt,  einige  mit  den  im  yorigen  Paragrapken 
eingefukrten  Begritfen  zusammenkangende  Erorterungen  yor- 
auszusckicken.  Die  Kraftlinien  sind  kier  sammtlick  gradlinig 
und  nack  dem  Anfangspunkte  gericktet.  Die  NiyeaufLacken 
sind  concentriscke  Kugelflacken.  Die  Stufenflacken  der  Poten- 
tialtreppe  liegen  um  so  enger  zusammen,  je  weiter  man  sick 
Yom  Anfangspunkte  entfemt.  Waklt  man  die  Constante  Vo  in 
Grl.  (10),  wenn  0  den  Anfangspunkt  bedeutet,  gleick  Null,  so 
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wird  das  Potential  VA  im  Abstande  a  nacli  jener  Gleicbuni 


VA  =jcx-  clx  =  c  • 

0 

Hierbei  ist  namlicb  die  Kraftlinie  als  Integrationsweg  gewablt 
c  ist  ein  Proportionalitatsfaktor,  durcb  dessen  Multiplikatioi 
mit  x  die  Kraft  im  Abstande  x  gefunden  wird,  also  mit  anderei 
Worten  die  Intensitat  des  Feldes  im  Abstande  1  vom  Anfangs 
punkte.  Das  in  Gl.  (10)  yor  dem  Integrale  stebende  Minus 
zeichen  fallt  bier  weg,  denn  in  unserem  Falle  ist  nacb  den 
Anfangspunkte  gerichtet  und  d§  ist,  weil  wir  yon  0  nacb  A 
bin  integriren,  entgegengesetzt  gericbtet.  Fiir  erbalt  mar 
daber  bier  —  cx  •  dx. 

Der  Ausdruck  fur  das  Potential  V  giebt  zugleicb  die 
elastiscbe  Formanderungsarbeit  jener  B'ander  oder  Theile  an 
die  den  materiellen  Punkt  in  die  Ruhlage  zurlickzufubrer 
sucben.  In  der  Tbat  ist  im  vorliegenden  Falle  das  Potential 
nur  eine  andere  Bezeicbnung  fiir  die  in  der  Festigkeitslebre 
unter  dem  Namen  Formanderungsarbeit  so  haufig  benutzte 
Grosse. 

Je  weiter  wir  uns  Yom  Anfangspunkte  entfernen,  destc 
grosser  wird  V.  Im  Yerlaufe  der  Bewegung  eines  sicb  selbsi 
iiberlassenen  Punktes  bleibt  aber  nacb  Gl.  (15)  die  gesammte 
Energie  F-f -  L  constant.  Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  immei 
innerbalb  jener  kugelformigen  Myeauflacbe  bleiben  muss,  derer 
Potential  grade  gleicb  dieser  Gesammtenergie  ist.  Scbon  bier- 
aus  folgt,  dass  die  Bewegung  jedenfalls  in  einer  Sebwingung 
besteben  muss. 

Die  dynamiscbe  Grundgleichung  liefert  sofort  die  Diffe- 
rentialgleicbung  der  Bewegung.  Icb  wable  die  Gerade,  lang£ 
der  die  Scbwingung  erfolgt,  zur  A- Axe,  bezeicbne  die  Masse 
des  materiellen  Punktes  mit  m,  den  Proportionalitatsfaktor,  dei 
die  Intensitat  des  Feldes  bescbreibt  und  der  als  gegeben  zr 
betrachten  ist,  wie  yorber  scbon  mit  c ;  dann  lautet  die  Gleicbung 
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Durch  das  Minuszeichen  ist  dem  XJmstande  Rechnung  getragen, 
dass  die  Kraft  naeh  dem  Ursprunge  geht,  wahrend  die  Ab- 
scisse  x  nacb  aussen  bin  wachst.  —  Yon  Grl.  (16)  kennt  man 
die  allgemeinste,  also  mit  zwei  Constanten  Yersebene  Losung; 
sie  lautet 

x  =  A  sin  at  -f-  B  cos  at,  (17) 

worin  A  nnd  B  die  willkurlichen  Integrationsconstanten  be- 
deuten,  a  aber  eine  Constante  ist,  die  aus  Gl.  (16)  gefunden 
wird.  Differentiirt  man  namlicb  x  zweimal  nacb  t,  so  erbalt  man 

—  —  a2(J.  sin  a  t  -f-  B  cos  at) , 

also  Yom  Minnszeicben  abgesehen,  das  a2-fache  von  x.  Nacb 
d2X  € 

Gl.  (16)  soil  dagegen-^  das  — — fache  von  x  sein.  Daraus 
folgt,  dass  jedenfalls 

“-Vi  <18) 

gesetzt  werden  mnss.  Wenn  dies  geschieht,  befriedigt  aber 
Gl.  (17)  die  Differentialgleichung  (16)  identiscb. 

Es  bleibt  jetzt  nur  nocb  ubrig,  die  Integrationsconstanten 
A  nnd  B  aus  den  Grenzbedingungen  zn  ermitteln.  Zu  diesem 
Zwecke  moge  festgesetzt  werden,  dass  die  Zeit  t  von  einem 
Augenblicke  an  gereebnet  werden  soil,  in  dem  x  gleicb  Null 
war.  Dazu  mnss  nacb  Gl.  (17)  das  den  Cosinus  der  Zeit  ent- 
haltende  Glied  verscbwinden,  also  B  —  0  sein.  Es  bleibt 
biemacb 

x=A$m.at  (19) 

nnd  die  bier  nocb  yorkommende  Integrationsconstante  A  hat 
eine  einfacbe  nnd  leicbt  ersicbtlicbe  Bedeutung.  Sie  stellt 
namlich  den  grossten  Werth  dar,  den  x  im  Yerlaufe  der  Zeit 
periodisch  immer  wieder  annimmt,  wenn  der  Sinus  gleicb  der 
Einheit  wird.  Hiemach  ist  A  der  grosste  Schwingungs- 
ansscblag  oder  die  Amplitude  der  Schwingung.  Diese  mnss 
entweder  direct  gegeben  sein  oder  sie  mnss  sicb  aus  den  Am 
fangsbedingungen,  die  bekannt  sein  mtissen,  wenn  man  im 
Stande  sein  soli,  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  voraus- 
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zusagen,  berecknen  lassert.  Ware  z.  B.  die  Gesckwindigkeit  v0 
bekannt,  mit  der  der  Punkt  zu  Anfang  der  Zeit  durck  den 
Gleiebgewicbtspunkt  ging,  so  katte  man  aus  Gl.  (19) 

Tt=aA  cos  at,  also  (J)o  =  aA 
und  bieraus  folgte 

A  =  --  und  scliliesslich  x  =  --  sin  at. 

a  a 

Der  Wertb  x  in  Gl.  (19)  ninimt  offers  wieder  die  friiberen 
Wertlie  an.  Dies  gescbiebt  jedenfalls  immer  dann  wieder, 
wenn  der  Winkel,  von  dem  der  Sinus  genommen  werden  soli,  um 
eine  voile  Umdreliung  oder  um  2%  gewacbsen  ist.  Auch  in 
der  Zwiscbenzeit  nimmt  der  Sinus  nocli  einmal  den  anfang- 
licben  Wertli  an.  Je  nacli  der  Lage,  von  der  man  hierbei 
ausgelit,  dauert  es  aber  bis  dabin  verscbieden  lang.  Man 
achtet  daher  nicht  auf  diese  erste  Wiederkebr  des  Punktes  in 
die  vorige  Lage,  sondem  erst  auf  die  folgende,  die  stets  nacli 
Zuwacbs  des  Winkels  at  um  2 or  erfolgt  und  von  der  ab  sicb 
nacbber  beim  weiteren  Yerlaufe  der  Zeit  der  Bewegungsvorgang 
2‘enau  wieder  in  derselben  Weise  wiederbolt.  Man  nennt  die 

o 

Zeit,  die  wabrend  dessen  verstreiclit,  also  jene  Zeit,  die  einem 
Anwacbsen  von  at  um  2%  entspricbt,  die  Dauer  einer  voile n 
Scbwingung.  Wablt  man  dafur  den  Bucbstaben  T,  so  bat  man 

r-T-H/T-  (»> 

Besonders  zu  beacbten  ist  bierbei,  dass  T  ganz  unab- 
bangig  von  A ,  also  von  der  Amplitude  der  Scbwingung 
ist.  Die  Scbwingungsdauer  hangt  vielmebr  nur  von  der  Masse 
des  scbwingenden  Punktes  und  von  der  durcb  den  Faktor  c 
ausgedriickten  Starke  der  elastiscben  Kraft  ab,  die  ihn  nacb  der 
Gleicbgewichtslage  binziebt.  Man  nennt  solcbe  Scbwingungen, 
deren  Dauer  unabbangig  von  der  Grosse  des  Scbwingungs- 
ausscblags  ist,  isocbron  und  die  biermit  ausgedriickte  Eigen- 
schaft  ist  als  die  wicbtigste  der  harmoniscben  Schwingungen 
zu  betracbten. 


§  4.  Die  harmonische  Sclrwingung. 
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Zuweilen  zieht  man  es  Yor,  die  Schwingung  nnr  w  ah  rend 
der  Zeit  zu  betrachten,  in  der  die  ganze  Schwingimgsbahn 
einmal  in  einem  bestimniten  Sinne  durchlaufen  wird,  also  die 
Rtickkehr  des  Punktes  gar  nicht  abzuwarten  nnd  als  Schwin- 
gungsdauer  nur  jene  Zeit  zu  rechnen,  in  der  sin  at  yon  —  1 
bis  -j~  1  wachst.  Dabei  nimmt  der  Winkel  at  uni  it  zu  und 
diese  einfache  Schwingungsdauer,  wie  man  sie  zum  Unter- 
scliiede  von  der  vorigen  nennt,  ist  genau  die  Halfte  Yon  T. 

Bisher  war  nur  Yon  der  gradlinigen  harmonischen  Schwin- 
gfing  die  Rede.  Der  allgemeinere  Pall,  zu  dem  ich  jetzt  uber- 
gehe,  lasst  sich  aber  in  ganz  ahnlicher  Weise  erledigen.  Er 
liegt  immer  dann  Yor,  wenn  der  beweg-  A 

liclie  Punkt  zu  irgend  einer  Zeit  einmal 
eine  Geschwindigkeit  hatte,  deren  Rich-  /x  \ 

tungslinie  nicht  durch  den  Anfangspunkt  /  ‘ 

ging;  und  weiterhin  ohne  aussere  Ein-  /o 
wirkung  den  Kraften  des  Feldes  uber-  Abb-  7* 

lassen  wurde.  In  Abb.  7  bedeutet  0  das  Kraftcentrum  (oder 
die  Gleichgewichtslage  des  beweglichen  Punktes),  A  die  Lage, 
die  der  Punkt  zur  Zeit  t  einnimmt  und  to  die  Geschwindigkeit. 
Die  elastische  Kraft  kann  hier  nach  Grosse  und  Richtung 
durch.  den  Ausdruck 

—  ct 

dargestellt  werden,  wenn  c  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  Yorher. 
Durch  das  Minuszeichen  wird  ausgedruckt,  dass  die  Kraft  dem 
HadiusYektor  r  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  dynamische 
Grundgleichung  lautet  jetzt 

dH 

m  -jtt  —  —  c  x 
dt~ 

und  deren  allgemeine  Losung  ist 

r  =  31  sincd  -f~  35  cos  at, 

wenn  wiederum  SI  und  95  die  Integrationsconstanten  bedeuten, 
die  aber  jetzt  als  gerichtete  Grossen  aufzufassen,  sind,  wahrend 
a  dieselbe  Bedeutung  wie  Yorher  hat,  also  gleich  dem  durch 
Gleichung  (18)  angegebenen  Werthe  zu  setzen  ist.  In  der 

Po*ppl,  Uynamik.  2. 'Aufl.  3 
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That  iiberzeugt  man  sich  durch  Einsetzen  des  angegebeneu 
Ausdrucks  in  die  Differentialgleichung  leiclit,  dass  diese  durcb 
ikn  fur  jede  beliebige  Wahl  von  %  und  8  erfiillt  ist.  —  Zu 
An -fang  der  Zeit  t  moge  r  gleich  a  und  die  Geschwindigkeit  B 
gleicb  B0  gewesen  sein.  Hierdurcb  bestimmen  sich  die  Inte- 
2rationsconstanten  zu 

o 

83  =  a  und  «  =  \ 

so  dass  nach  Einsetzen  des  Werthes  von  a  die  vollstandig 
bestimmte  Lb  sung  lautet  * 

r  =  ^.sin^+ttcos^  (21) 

Auck  diese  Bewegung  ist  eine  periodiscke,  denn  sobald  der 

Wink  el  urn  gewacksen  ist,  wiederkolen  sick  in  der- 

selben  Reikenfolge  wieder  alle  Wertke  des  Radius  vektors  r 
von  Neuem.  Der  beweglicke  Pnnkt  durcklauft  demnack  in 
steter  Reikenfolge  unbegrenzt  oft  eine  in  sick  gescklossene 
Curve.  Die  Zeit,  die  er  zu  einem  vollen  Umlaufe  brauckt, 
nennen  wir  wieder  die  Dauer  einer  vollen  Sckwingung  und 
bezeicknen  sie  wiederum  mit  T.  Dabei  wird  T  aus  der  Be- 
dingung 

T]/^  =  2jrJ  also  T=2*|/“ 

gefunden.  Dieser  Wertk  stimmt  aber  genau  mit  deni  in  Gl.  (20) 
fur  die  geradlinige  Sckwingung  gefundenen  tiberein.  Wir  er- 
kennen  kieraus,  dass  die  Sckwingungen  auck  nock  im 
allgemeinsten  Falle  isockron  sind,  d.  k.  dass  die 
Sckwingungsdauer  nickt  nur  von  der  Grosse  des  Aus- 
scklags,  sondern  auck  von  der  besonderen  Gestalt  der 
Bakn  unabkangig  ist. 

Es  fragt  sick  jetzt  nock,  welcke  Form  die  Bakn  besitzt. 
Auck  diese  Frage  kann  mit  Hiilfe  von  Gl.  (21)  sofort  beant- 
wortet  werden.  Diese  Gleickung  bildet  namlick  in  der  Spracke 
der  Vektorenrecknung  sckon  von  selbst  die  Gleickung  der  Bakn 
und  zwar  stellt  sie  die  Gleickung  einer  Ellipse  dar,  deren 


§  4.  Die  harmonisehe  Sehwingung. 
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Mittelpunkt  mit  deni  Kraftcentrum  0  zusammenfallt.  Da  aber 
die  analytiscke  Geometric  heutzutage  an  Stelle  der  Vektoren 
stets  mit  deren  Componenten  oder  Coordinaten  recknet,  bleibt 
mir  noch  ubrig,  GL  (21)  in  zwei  Componenten  zn  zerlegen,  urn 
damit  auf  die  ublicke  Darstellungsform  zn  kommen.  Um  diesen 
Uebergang  anf  moglickst  einfache  Art  bewirken  zn  konnen, 
nebme  icb  an,  dass  als  Anfangspnnkt  der  Zeitrecknung,  auf 
den  sick  ancb  die  zusammengekorigen  Wertke  yon  a  und  fc0 
bezieken,  ein  Angenblick  gewahlt  worden  sei,  in  dem  sick  der 
beweglicke  Pnnkt  gerade  im  grossten  oder  anck  im  kleinsten 
Abstande  voni  Kraftcentrum  befand.  Damn  stekt  in  diesem 
Augenblicke  die  Bewegungsricktung  recktwinklig  znm  Radius- 
yektor,  d.  k.  es  ist  ti0  J_  a.  Hiermit  entsprecken  die  beiden 
Glieder  anf  der  recbten  Seite  yon  Gl.  (21).  sckon  yon  selbst 
den  beiden  rech t winkligen  Componenten  yon  r.  Wenn  wir 
dann  nock  die  Ricktnng  yon  a  znr  Ricktnng  der  X-Axe  waklen 
und  die  Y-Axe  in  die  Ricktnng  yon  tJ0  legen,  erkalten  wir  aus 
G1.  (21)  fur  die  Componenten  x  und  y  yon  x ,  d.  k.  fur  die 
Coordinaten  des  beweglicken  Pnnktes  die  Gleicknngen 


x  —  a  cos  t 


y 


=  % 


Aus  diesen  beiden  Gleicknngen  eliminiren  wir  den  yerander- 
licken  Winkel  mit  Hiilfe  einer  sekr  bekannten  Umformung, 
indem  wir 


setzen.  Damit  sind  wir  aber  in  der  That  zn  der  gewohnlicken 
Form  der  Mittelpunkt  sgleickung  einer  Ellipse  gelangt,  deren 

Halbaxen  gleick  a  und  gleick  ~J/”r  sind.  Diese  Ellipse 

bildet  die  gesuckte  Baku  des  beweglicken  Punktes. 

Nebenbei  sei  daranf  kingewiesen,  dass  auck  bei  der  karmo- 
niscken  Sckwingung  der  yom  Kraftcentrum  gezogene  Radius- 
vektor  in  gleicken  Zeiten  gleiche  Flachen  uberstreickt,  da  diese 
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Eigenschaft,  wie  fruber  bewiesen  wurde,  alien  Centralbewegungen 
zukommt. 

§  5.  Gredampfte  Sckwingungen. 

Die  bisher  untersucbten  Schwingungsbewegungen  mussten, 
wenn  sie  einmal  angeregt  waren  und  dann  yor  alien  ausseren 
Storungen  gescbutzt  werden  konnten,  nnbegrenzt  lange  an- 
dauern,  ohne  jemals  zu  erloscben  oder  sicb  aucb  nnr  irgendwie 
zn  yerandern.  In  Wirklicbkeit  beobacbten  wir  aber  stets,  dass 
eine  einmal  angeregte  Scbwingung  aUmablicb  „abklingt“,  d.  b. 
dass  die  Scbwingungsausscblage  allmablicb  immer  kleiner  wer¬ 
den,  bis  sie  sicb  zuletzt  jeder  Wabmebmnng  entzieben.  Der 
Grand  dafur  ist  in  besonderen  Bewegungswiderstanden,  wie 
Reibung,  Luffcwider^tand,  onyollkommene  Elasticitat  u.  s.  w.  zu 
sucben,  die  bisber  yemacblassigt  wurden.  Um  uns  dem  wirk- 
licben  Yorgange  mebr  zu  nabern,  wollen  wir  jetzt  annebmen, 
dass  ausser  der  elastiscben  Kraft  des  Feldes  aucb  nocb  ein 
,,dampfender  Widerstand"  von  ,irgend  einer  Art  auf  den  beweg- 
licben  Punkt  einwirke,  der  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung 
des  Punktes  entgegen  wirkt.  Zugleicb  miissen  wir  aber,  uni 
die  Aufgabe  zu  einer  bestimmten  zu  macben,  nocb  eine  nabere 
Voraussetzung  ilber  das  Wirkungsgesetz  dieses  Widerstandes 
einfubren.  Es  stebt  nun  zwar  frei,  die  Recbnung  unter  yer- 
scbiedenen  Annabmen  dieser  Art  durcbzufiibren  und  sicb  im 
gegebenen  Falle  dann  fur  jenes  Widerstandsgesetz  zu  entscbeiden, 
bei  dessen  Wabl  die  Recbnungsergebnisse  am  besten  mit  der 
Beobacbtung  ubereinstimmen.  Man  begniigt  sicb  aber  fast 
stets  mit  der  einfacbsten  Annabme,  die  sicb  macben  lasst, 
namlicb  dass  der  Widerstand  in  jedem  Augenblicke  der  Ge- 
scbwindigkeit  der  Bewegung  proportional  sei.  Wenn  der  dam- 
pfende  Widerstand  in  der  Hauptsacbe  im  Luftwiderstande  be- 
stelit  und  die  Gescbwindigkeiten  der  ’  Schwingungsbewegung 
nicbt  sehr  erbeblicb  sind,  trifft  diese  Annabme,  wie  aus  der 
Ueberemstimmung  der  daraus  abgeleiteten  Pormeln  mit  den 
Beobacbtungen  zu  scbliessen  ist,  in  der  That  ziemlicb  genau 
zu.  Nocb  besser  ist  die  Yoraussetzung  erfiillt,  wenn  die  Dam- 


§  5.  Gedampfte  Scliwingungen. 
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pfung  etwa  dadurch  erfolgt,  dass  ein  Magnet  in  der  Nahe  einer 
Kupfermasse  schwingt,  wobei  die  elektriscben  Strome,  die  durcb 
die  B  ewe  gun  g  in  deni  Kupferkorper  inducirt  werden,  einen  sebr 
kraftigen  dampfenden  Widerstand  auf  die  Scbwingungsbewegung 
ausiiben.  Dieser  Fall  liegt  *bei  yielen  physikalischen  Mess- 
ins  trumenten  yor. 

Wie  dies  aber  aueh  sei,  jedenfalls  werde  icb  micb  bier 
auf  die  Untersucbung  des  Falles  beschranken,  dass  der  dam- 
pfende  Widerstand  genau  genug  als  proportional  der  Geschwin- 
digkeit  angeseben  werden  kann.  Wenn  ausserdem  zunachst 
der  Einfacbbeit  wegen  yorausgesetzt  wird,  dass  es  sicb  mn 
eine  gradlinige  Scbwingung  handle,  nimmt  die  dynaniiscbe 
Grrundgleichung  bier  die  Gestalt  an 

d'2x  7  dx 

mdp  =  -cx-kdi-  (22) 

Sie  unterscbeidet  sich  von  der  friiheren  nur  dadurch,  dass  das 

d  x 

Grlied  k  auf  der  recbten  Seite  neu  hinzugetreten  ist.  Dieses 

Grlied  entspricbt  aber  seinem  Baue  nacb  der  Annahme,  die  wir 
fur  den  dampfenden  Widerstand  machten,  denn  es  stellt  das 
Produkt  aus  einem  constanten  Faktor  der  die  Grosse  der 
Dampfung  im  gegebenen  Falle  misst  und  der  Gescbwindigkeit 

dar.  Wenn  man  1c  —  0  setzt,  geht  die  Gleichuns;  wieder 

in  jene  fur  die  ungedampfte  barmoniscbe  Scbwingung  iiber. 

Das  negative  Vorzeichen,  mit  dem  das  Dampfungsglied  in 
die  Gleicbung  eingefiihrt  ist,  recbtfertigt  sicb  damit,  dass  fur 

einen  positiven  Wertli  von  wenn  sich  also  der  Punkt,  wie 

man  sagen  kann,  auf  der  Ausreise  befindet,  der  Widerstand 
sicb  dieser  Bewegung  widersetzt,  also  nacb  dem  Coordinaten- 
ursprunge  bin  oder  entgegengesetzt  zur  Richtung  der  positiven  x 

gerichtet  ist.  Bei  der  Riickreise  des  Punktes  ist  ~~  an  sicb  negativ; 

damit  wird  das  Dampfungsglied  positiv  und  es  zeigt  eine  Kraft 
an,  die  im  Sinne  der  positiven  x  gebt,  die  sicb  also  aucb  bier 
der  Bewegung*  widersetzt.  Man  erkennt  bieraus,  dass  die  Glei- 
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dm  rig  in  der  anges  chrieb  enen  Form  in  der  That  jederzeit  die 
Bedingnngen  der  Bewegung  richtig  wiedergiebt. 

Urn  Gl.  (22)  zu  integriren,  setze  man 

x  =  Aeat  -f-  j Be(it . 

Fuhrt  man  diesen  Wertb  in  die  Gleichung  ein;  so  geht  sie 
nber  in 

m(a2Aeat- f- (PBe?*)  -{-c^Ae01* Be?1)  ’^-’k,(Aa&tt BfieP*)  =0. 
Da  diese  Gleichung  fur  beliebige  Wertbe  yon  A.  und  B  iden- 
tiscb  erfullt  sein  soil,  zerfallt  sie  in  die  beiden  Gleichungen 

Aeat(ma2  -f-  c  +  =  0, 

Be^(m^  +  c  +  l^)  =  G, 

die  fur  jeden  Werth  von  t  und  fur  beliebige  Wertbe  von  A 
und  B  erfullt  sein  niiissen.  Hiemach  niiissen,  wenn  der  fur 
x  angegebene  Ausdruck  die  ricbtige  Losung  der  Gl.  (22)  bilden 
soil,  a  und  so  bestimmt  werden,  dass  die  beiden  Klammer- 
werthe  zu  Null  werden,  d.  h.  a  und  sind  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung 

mz2  -f-  o  +  kg  —  0. 

Die  Auflosung  der  Gleichung  liefert 


also,  wenn  wir  den  kierin  vorkommenden  Wurzelwerth  zur 
Abkurzung  mit  y  bezeichnen, 

_  &  I  ^  n  _  & 

a  2  m  ^  ’  p  —  g  m 

Die  W erthe  von  cc  und  (5  konnten  zwar  aucli  mit  einander 
vertauscht  werden,  womit  aber  an  der  allgemeinen  Form  des 
Ausdruckes  von  x  nichts  geandert  wiirde,  da  auch  A  und  B 
vorlaufig  nur  zwei  ebenfalls  mit  einander  vertauschbare  Sym- 
bole  fiir  ganz  beliebig  zu  wahlende  Werthe  sind.  —  Die  all¬ 
gem  eine  Losung  von  Gl.  (22)  ist  demnach  von  der  Form 

x^AX^.eyt  +  BtT^e-rK  (23) 


§  5.  Gredampfte  Scbwingimgen. 
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Hier  sind  mm  zwei  wesentlicb  von  eiuander  verscbiedene 
Falle  zu  unterscbeiden,  je  naclxdem  der  mit  y  bezeicbnete 
Wurzelwerth  reell  oder  imaginar  ist.  Im  ersten  Falle,  den  wir 
zunacbst  voraussetzen  wollen,  kann  die  Losung  in  der  Form 
yon  Gl.  (23)  nnmittelbar  beibehalten  werden.  Diese  Losung 
stellt  aber  liberhaupt  keine  Scbwingung  mebr  dar,  weil  x  bier 
als  eine  nicbtperiodiscbe  Function  der  Zeit  gefunden  ist.  Nebmen 
wir,  um  die  femere  Untersucbung  zu  vereinfacben  an,  dass  zu 
Anfang  der  Zeit  t  der  Punkt  mit  der  Gescbwindigkeit  v0  durcb 
den  TTrsprung  gegangen  sei,  so  erbalten  wir  fur  die  Constanten 
A  und  B  die  beiden  Grenzbedingungen 

0 -A+B  Md  + 

woraus  man  durcb  Auflosen  nacb  A  und  B  findet 

and  JS  =  — £0-. 

2  7 

Durcb  Einsetzen  der  hiermit  bestimmten  Wertbe  in  Gl.  (23) 
gebt  diese  liber  in 

_±_t 

*=  .Je  2m  (tf'—e-r*).  (24) 

Dieser  Ausdruck  kann  sein  Yorzeicben  bei  wacbsendem  t 
nicbt  andern,  denn  e~~^t  ist  fur  ein  positives  t  immer  ein  ecbter 
Brucb,  wahrend  eyt  stets  grosser  als  Eins  bleibt.  Der  Punkt 
bleibt  also,  wenn  er  diese  Bewegung  ausfubrt,  vom  Augen- 
blicke  t  —  0  an  stets  auf  derselben  Seite  der  Coordinatenaxe. 
Flir  t  =  oo  liefert  GL  (24)  wieder  x  =  0,  denn  aus  der  Defi¬ 
nition  von  y  folgt,  dass  ^  jedenfalls  grosser  ist  als  y.  Der 

grosste  Ausscblag,  den  der  Punkt  erreicbt,  und  die  Zeit,  zu 
der  dies  gescbiebt;  kann  nacb  der  gewobnlicben  Tbeorie  der 
Maxima  und  Minima  aus  Gl.  (24)  ermittelt  werden,  womit  icb 
micb  aber  jetzt  nicbt  aufbalten  will.  Jedenfalls  ist  durcb  die 
bisherigen  Auseinandersetzungen  der  allgemeine  Yerlauf  der 
Bewegung  bereits  binreicbend  gekennzeicbnet.  Eine  solcbe 
Bewegung  lieisst  eine  aperiodiscbe ;  sie  ist  dann  zu  erwarten, 
wenn  die  Dampfung  sehr  stark  ist  (z.  B.  beim  sogenannten 
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ballistisclieii  Galvanometer).  Jedenfalls  muss  der  Dampfungs 
faktor  k  mindestens  den  Wertb 

k  —  2  f/mc 

erbalten.  Sobald  k  kleiner  ist,  wird  der  mit  y  bezeiclinet 
Wnrzelwertli  imaginar  und  dann  treten  wieder  Scbwingunge: 
ein,  die  wir  jetzt  weiter  untersucben  wollen.  . 

In  diesem  Falle  ist  die  Wurzel 


k* 
4  m2 


ein  reeller  Wertb  und  fur  y  konnen  wir  in  den  vorausgebeu 
den  Entwickelungen 

y  =  iy' 

setzen.  Hiermit  gebt  Gl.  (24)  fiber  in 


Naeb  einer  bekannten  Formel  der  Analysis  ist  aber  ffir  dei 
bier  als  letzter  Faktor  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Aus 
druek  kfirzer  sin  y't  zu  setzen.  Wir  erbalten  so  ffir  die  ge 
dampffcen  Scbwingungen  die  fertige  Losung 


x  =  e  2m  sin  y't.  (25 

Uebrigens  stebt  es  aucb  frei,  wenn  man  diesen  Uebergang  voi 
den  imaginaren  zu  den  reellen  Wertben  vermeiden  will,  di< 
Ricbtigkeit  von  Gl.  (25)  unmittelbar  durcb  Einsetzen  in  di< 
D ifferentialgleicbung  (22)  und  Vergleicb  mit  den  vorgescbrie 
benen  Grenzbedmgungen  nachzuweisen. 

Der  Hauptunterscbied  zwiscben  Gl.  (25)  und  der  die  un 
gedampften  barmonischen  Scbwingungen  darstellenden  Gl.  (19’ 

x  —  A  sin  a  t 

_ 

bestebt  in  dem  Hinzutreten  der  Exponentialfunction  e  alf 
Faktor.  Solange  nocb  wenig  Zeit  von  Beginn  der  Bewegunc 
an  verstricben  ist,  unterscbeidet  sicb  dieser  Faktor  nur  weni^ 
von  der  Einbeit;  die  Bewegung  erfolgt  bis  dabin  fast  ebensc 
wie  eine  ungedampfte.  Wenn  die  Dampfung  k  sebr  klein  ist 
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kann  schon  eine  gauze  Anzahl  yon  Schwingungen  yerstreichen, 
bevor  sicb  eine  Aenderung  des  Schwingungsausschlags  bemerk- 
lieb  maeht.  Sobald  aber  t  einmal  so  gTOss  geworden  ist,  dass 
der  Exponentialfaktor  erbeblich  yon  1  yerschieden  ist,  nimmt 
dann  innerbalb  Zeiten,  die  mit  dieser  vergleicbbar  sind,  der 
Schwingungsausschlag  sehr  scbnell  ab.  War  z.  B.  fur  eine 

gewisse  Zeit  tL  der  Exponentialfaktor  gleicb  y,  so  ist  er  nacb 
l  l 

2tL  gleich  nacb  3^  gleicb  y  und  nach  10^  scbon  gleich 
also  in  den  meisten  Fallen  scbon  ganz  unmerklicb  ge¬ 
worden.  Dieses  rapide  Erloschen  ist  ja  iiberhaupt  die  beryor- 
stechendste  Eigenscbaft  der  mit  Hulfe  einer  Exponentialfunction 
beschriebenen  pbysikaliscben  Gesetzmassigkeiten. 

Die  Definition  einer  yollen  Schwingung  muss  bier  anders 
gefasst  werden,  als  bei  der  ungedampften  Bewegung.  Wir  wollen 
darunter  eine  Bewegung  aus  der  Gleichgewichtslage  nach  der 
einen  Seite,  die  Ruckkebr  yon  da,  dann  den  Ausscblag  nacb 
der  anderen  Seite,  bis  scbliesslicb  der  Punkt  abermals  in  der 
Gleichgewichtslage  angelangt  ist,  yerstelien.  Es  ist  nun  sebr 
bemerkenswerth,  dass  aucb  die  gedampfte  Schwingung 
isochron  ist.  In  die  Gleichgewichtslage  ist  namlich  der  Punkt 
immer  dann  wieder  zuriickgekehrt,  wenn  siny'tf  zu  Null  wird. 
Dies  trifft  zu,  wenn  der  Winkel  y't  wieder  um  %  oder  ein  Viel- 
facbes  day  on  gewacbsen  ist.  Zur  Dauer  T  einer  yollen  Schwin- 
gnng  gehort  demnacb  ein  Zuwacbs  des  Winkels  um  2  %  und 
daraus  folgt 

T  =  =  -  - —  •  (26) 

y  yimc  —  V-  K  J 

Dieser  Ausdruck  ist  in  der  That  ganz  unabhangig  yon  der 
Zeit,  die  seit  Beginn  der  Bewegung  yerstrichen  ist  oder  yon 
dem  Werthe,  auf  den  sicb  der  Schwingungsausscblag  seitdem 
yermindert  bat.  Wenn  die  Schwingungsausschlage  kleiner  wer¬ 
den,  nebmen  aucb  die  Gescbwindigkeiten  entsprechend  ab,  so 
dass  zum  Durchlaufen  der  kleineren  Wege  immer  nocb  eben- 
sowiel  Zeit  gebraucht  wird,  als  yorher  bei  den  grosseren. 
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Dagegen  ist  die  Schwingungsdauer  der  gedampften 
Schwingung  grosser  als  die  der  ungedampften.  —  Wenn 
man  h  =  0  setzt;  geht  Gl.  (26)  wieder  in  GL  (20)  iiber. 

Die  Geschwindigkeit  v  des  bewegten  Punktes  folgt  aus 
Gl.  (25)  durcb  Differentiation  nacb  der  Zeit 

k 

dx  vn  ” (  r  r,  k  . 

[v 

Die  Geschwindigkeit  wird  jedesmal  zn  Null  bei  einer  Umkehr 
aus  einer  Bewegungsrichtung  in  die  andere.  Fur  die  Oinkehr- 
zeiten  hat  man  daher  die  Bedingnng 

y'  cos  y't  —  siny'tf  =  0 
1  1  2  m  / 

oder  _ 

.  /L  2  my'  Vi  me —  k* 
tg  - 


Diesen  Werth  nimmt  die  Tangente  von  y't  immer  von 
hTeuem  wieder  an;  wenn  der  Winkel  y't  um  2 it*  3 tc  n.  s.  £ 
gewachsen  ist.  Darans  folgt  aber;  dass  die  Zeit  zwischen  zwei 
anfeinanderfolgenden  Umkehrpnnkten  immer  gleich  gross  und; 
wie  ans  Gl.  (26)  hervorgeht,  gleich  der  Halfte  einer  vollen 
S ch  wingungs dauer  ist. 

Aus  der  tg  y't  berechnen  wir  zunachst  sin  y't  nach  der 
goniometrischen  Formel 


also  in  unserem  Falle  nach  Einsetzen  des  fur  tg  y't  gefundenen 
Werthes 


Wir  brauchen  nur  diesen  Werth  in  Gl.  (25)  einzusetzen um 
danach  die  Grosse  des  Schwingungsausschlags  oder  xmax  zu 
berechnen.  Diese  Schwingungsamplitnde  sei  mit  a  bezeichnet 
und  ferner;  um  sie  mit  den  vorausgegangenen  oder  den  folgen- 
den  vergleichen  zu  konnen,  mit  an,  wobei  n  angeben  soil,  der 
wievielte  Schwingungsausschlag  seit  Beginn  der  Zeit  t  grade 
vorliegt.  Wir  erhalten  dann 
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2 m  1 1  /4 me  —  ft2 
V  4  me  7 


oder7  wenn  man  bier  ausserdem  nocb  den  Werth  yon  y' 
einftibrt, 


k 


Den  genaueren  Werth.  yon  t  muss  man  sicli  ans  Grl.  (27)  be- 
reclmet  nnd  in  den  Exponentialfaktor  eingesetzt  denken.  Beim 
nachsten  Scbwingungsausscblage,  der  nacli  der  entgegengesetzten 
Seite  bin  erfolgt,  wird  ebenso 

_  k  , 

1  /  m  ‘  2  in  1 

<hi  + 1  =  V0  y  e 


gef unden,  denn  die  Bedingung  (27)  fur  die  Zeiten  der  Be- 
wegungsumkebr  gilt  fiir  alle  Scbwingungsausscblage  in  der- 
selben  Weise.  Greandert  bat  sicb  daber  in  an+ 1  gegenuber  an 
nur  der  Exponentialfaktor,  indem  an  Stelle  yon  t  die  Zeit  t' 
getreten  ist.  Nun  ist  aber,  wie  yorber  sebon  bemerkt  wurde, 


=t-\- 


2  7tm 

yime  —  h2? 


biemach  kann  an+i  auf  einfacbe  Weise  aus  an 
werden,  indem  man 


an+i  =  cin  •  6 


7 tk 

Y  4.mc  —  k% 


abgeleitet 


(29) 


setzt.  Das  Verbaltniss  an+i  :  an  ist  hiernacb  constant,  d.  b.  die 
aufeinanderfolgenden  Scbwingungsamplituden  bilden  eine  geo- 
metrische  Reibe.  (relit  man  zn  den  natiirlicben  Logaritbmen 
liber,  so  erbalt  man  aus  (29) 


lg  an  —  lg  a„+i 


7th 


]/4mc  —  A;2 


1c  T 
4  m 


(30) 


Die  Logarithmen  aufeinanderfolgender  Schwingungsausscblage 
untersebeiden  sicb  demnacb  immer  um  den  gleicben  Wertb. 
Dieser  wird  das  logaritbmisebe  Decrement  der  Scbwingung 
genannt,  Es  kann  gewobnlich  leiebt  durcb  unmittelbare  Be- 
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obachtung  der  Bewegung  erxnittelt  werden  und  Gl.  (30)  dient 
dann  dazu,  den  Dampfungsfaktor  h  zu  bereehnen. 

Beobacbtet  man  nur  Ausschlage,  die  nacb  derselben  Seite 
gehen,  so  ist  das  logarithmiscbe  Decrement,  wie  aus  Gl.  (30) 
sofort  folgt,  doppelt  so  gross  als  dort  angegeben.  Femer  kann 
man  anstatt  der  Ausschlage  aucb  die  Langen  der  aufeinander- 
folgenden  ganzen  Schwingungsbahnen  mit  einander  yergleicben. 
Fur  ein  solcbes  Yerhaltniss  hat  man  nach  der  Bedeutnng 
yon  a  den  Ansdruck 


an  +  “/»  +  ! 

^71  -{-  2  ^  n  -{-  3 

Bezeichnet  man  nun  yorlibergehend  zur  Abkiirzung  das  Yer¬ 
haltniss  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ausschlagen  mit  [i} 
so  wird  an. j_x  =  p,an  u.  s.  f.  und  fur  den  yorausgehenden  Bruch 
erhalt  man 

1  __  JL 

ii2  +  fi*  7  * 

d.  h.  das  Verhaltniss  yon  zwei  aufeinanderfolgenden  Schwin- 
gungsbahnen  ist  ebenso  gross  als  das  Yerbaltniss  von  zwei 
nach  derselben  Seite  bin  gehenden  Ausschlagen  und  das  loga- 
rithmische  Decrement  ist  hierfiir  doppelt  so  gross,  als  der  in 
Gl.  (30)  dafiir  angegebene  Werth. 

Der  Vergleich  dieses  Gesetzes  der  Abnahme  der  Schwin- 
gungsweiten  mit  der  Beobachtung  bietet  ein  einfaehes  Mittel, 
um  die  iiber  den  dampfenden  Widerstand  gemachte  Annabme 
auf  ihre  ILichtigkeit  oder  ihre  Genauigkeit  in  einem  gegebenen 
Falle  zu  priifen. 


Anmerkung.  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  auch 
die  krummlinige  gedampfte  Schwingung  in  ganz  ahnlicher  Weise 
hekandeln  kann,  indem  man  an  Stelle  yon  GL  (22)  allgemeiner 


m 


d*x 

dt 2 


—  c  X  —  7c 


dx 

dt 


setzt.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lautet  wiederum 
r  =  +  »  •  eP*, 

wobei  fiir  a  und  /3  dieselben  Werthe  wie  im  friiheren  Falle  einzu- 
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setzen  sind.  Auch  sonst  lassen  sick  die  friiheren  Betracktungen 
sinngemass  wiederkolen,  was  als  mitzlicke  Uebung  bier  empfoklen 
werden  moge. 


§  6.  Erzwungene  Scliwingungen. 

Bisker  war  zuerst  angenommen  worden,  dass  die  elastiscke 
Kraft  oder  die  „Kraft  des  Feldes"  allein  auf  den  beweglicken 
Punkt  einwirke  und  dann,  dass  neben  ihr  nock  ein  dampfender 
Widerstand  zu  berucksicktigen  sei.  Jetzt  wollen  wir  unsere 
Betracktung  noeb  auf  den  allgemeineren  Fall  ausdeknen,  dass 
ausserdem  zugleick  nock  eine  andere,  unmittelbar  gegebene 
Kraft  an  dem  materiellen  Punkte  angreife.  Die  in  diesem 
Falle  zu  Stande  kommenden  Scliwingungen  werden  als  ;;er- 
zwungene“  bezeicknet,  im  Gregensatze  zu  den  „freien“  oder, 
wie  man  gewoknlick  sagt,  zu  den  ;;Eigensckwingungen“ 
des  Punktes. 

Die  Lehre  von  den  erzwungenen  Scliwingungen  ist;  wie 
ick  zuvor  bemerken  mochte,  nach  versckiedenen  Ricktungen 
kin  yon  grosser  Bedeutung  fur  die  Erklarung  pkysikaliscker 
Vorgange.  Dabei  handelt  es  sick  freilick  auck  kier  wieder 
meist  um  Falle,  bei  denen  das  einfacke  Bild  des  materiellen 
Punktes  zur  vollstandigen  Besckreibung  des  Yorgangs  nickt 
genilgt.  Das  kindert  aber  nickt,  dass  sick  der  zeitlicke  Ver- 
lauf  der  Sckwingungen  in  alien  wesentlicken  Punkten  mit  jenem 
deckt,  der  bei  einem  einzelnen  materiellen  Punkte  zu  erwarten 
ware.  Um  mit  dem  Gregenstande  vertraut  zu  werden,  tkut  man 
daker  am  besten,  diese  Sckwingungsersckeinungen  unter  Voraus- 
setzung  moglickst  einfacker  Verkaltnisse,  also  am  einzelnen 
materiellen  Punkte  zu  studiren.  Man  kann  sick  dabei  immer- 
kin  vorbekalten,  das  Anwendungsgebiet  dieser  Betracktungen 
unter  entspreckender  Beriicksicktigung  der  Besonderkeiten  des 
einzelnen  Falles  spater  weiter  auszudeknen.  So  ist  es  auck  zu 
versteken,  wenn  ich  jetzt  zur  Erlauterung  der  pkysikaliscken 
Bedeutung  der  uns  kier  besckaftigenden  Untersuckung  einige 
Falle  erzwungener  Sckwingungen  als  Beispiele  anfiikre. 

Wenn  man  zwei  Stimmgabeln  von  ungefakr  gleicker  Ton- 
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liolie  auf  einem  Tische  aufstellt  und  die  eine  anschlagt,  gerath 
aucR  die  andere  ins  Tonen.  In  diesem  Falle  sind  es  die  von 
der  ersten  Stimmgabel  ausgehenden  Schallwellen,  die  beim 
Auftreffen  anf  die  zweite  Stimmgabel  an  dieser  periodisch 
wecRselnde  Krafte  ausiiben,  die  zu  den  elastiscben  Kraften 
dieser  Stimmgabel  selbst  und  zn  ihrem  dampfenden  Widerstande 
hinzutreten  und  eine  Schwingungsbewegung  zuerst  einleiten  und 
deren  weiteren  Yerlauf  regeln.  In  solchen  Fallen  nennt  man 
die  Bewegung  der  zweiten  Stimmgabel  aueh  oft  ein  „M'it- 
scbwingen“  und  die  ganze  Erscheinung  fiihrt  den  Namen 
,;Resonanz^.  Li  anderen  Fallen  wird  der  erste  Korper,  yon 
dem  der  Anstoss  ausgeht,  als  der  „Erreger“,  der  andere  als 
der  „Empfanger“  bezeicbnet.  So  kommt  bei  den  bekannten 
Her t z’sclien  Versuchen  mit  elektriscben  Schwingungen  ein  Er- 
reger  oder  „Oscillator“  yor,  yon  dem  die  elektriscben  Wellen 
ausgesendet  werden  und  ein  Resonator  oder  Empf'anger,  in 
dem  erzwungene  Schwingun’gen  entstehen,  die  durcb  die  an 
ilmeii  beobacbteten  Erscbeinungen  einen  Rtiekschluss  auf  die 
Wellenzuge  im  Luftraume  zulassen. 

Als  ferneres  Beispiel  fiihre  icb  die  Schwingungen  eines 
Schiffes  an.  Wenn  dieses  im  ruhigen  Wasser  aus  der  Grleich- 
gewicRtslage  gebracht  und  dann  sich  selbst  iiberlassen  wird, 
fubrt  es  pendelnde  Bewegungen  aus,  die  im  grossen  Granzen 
den  far  die  gedampften  Schwingungen  abgeleiteten  Gesetzen 
folgen.  Sobald  nun  das  Wasser  selbst  in  Wellenbewegungen 
begriffen  ist,  kommen  hierzu  aussere  Anstosse,  die  zu  er- 
zwungenen  Schwingungen  fiihren.  Diese  konnen  sehr  gefahr- 
lich  werden,  wenn  die  Schwingungsdauer  der  Wasserwellen 
zufallig  ziemlich  genau  mit  der  Schwingungsdauer  der  Eigen- 
scliwingungen  des  Schiffes  zusammenfallt.  In  diesem  Falle 
spricbt  man  wieder  yon  einer  Resonanz  der  Schwingungen, 
womit  hiernach  ein  besonderer  Fall  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen  gekennzeichnet  wird.  —  Auch  im  ruhigen  Wasser  kann 
iibrigens  das  Schiff  in  erzwungene  Schwingungen  yersetzt  wer¬ 
den,  wenn  eine  Maschine  jn  ihm  umlauft,  deren  Massen  nicht 
so  ausgeglichen  sind,  dass  periodisch  wechselnde  Anstosse  auf 


§  6.  Erzwungene  Schwingungen. 


47 


den  Schiffskorper  vermieden  werden.  Hierher  gehoren  femer 
an  eh  die  durch  taktmassiges  Marschiren  einer  Menschenmasse 
iiber  eine  Brucke  hervorgerufenen  erzwungenen  S chwingungen *) 
und  noeh  manche  andere  Erscheinungen  you  verwandter  Art. 

Um  die  erzwungenen  S  chwingungen  naher  untersuchen  zu 
konnen,  muss  man  nattirlich  zuvor  wissen,  welchem  Gesetze 
die  aussere  Kraft  folgt,  die  diese  Schwingungen  hervorbringt. 
Wie  aus  den  zuvor  angefiihrten  Beispielen  hervorgeht,  handelt 
es  sich  dabei  gewohnlich  um  periodisch  der  Richtung  nach 
wechselnde  Krafte.  Das  einfachste  Gesetz  eines  solchen  perio- 
dischen  Wechsels  wird  durch  eine  Sinus-  (oder,  was  im  Wesent- 
lichen  auf  dasselbe  hinauskommt;  durch  eine  Cosinus-)  Function 
der  Zeit  ausgesprochen.  Ich  werde  daher  jetzt  annehmen,  dass 
auf  den  beweglichen  materiellen  Punkt  ausser  der  elastischen 
Kraft  und  dem  dampfenden  Widerstande  noch  eine  Kraft  von 
aussen  her  einwirkt,  die  gleich 

Psin^tf 

ist,  worin  P,  d.  h.  der  grdsste  Absolutbetrag  dieser  Kraft, 
ebenso  wie  die  Constante  von  der  die  Schwingungsdauer 
der  Erregungsschwingung  abhangt,  beliebig  gegeben  sein 
mogen. 


*)  In  einer  Abhandlung  „Zur  Dynamik  des  Fachwerks“  yon 
H.  Beissner,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  1899,  S.  478  wird  z.  B.  der  Versuch 
gemacht,  die  Schwingungen  von  Briickentragern  auf  erzwungene  Schwin¬ 
gungen  eines  einzelnen  materiellen  Punktes  zuruckzufuhren.  Hierzu 
dient  die  Annahme,  dass  in  jedem  Augenblicke  wahrend  der  Schwingung, 
die  durch  einen  Stoss  an  irgend  einer  Stelle  hervorgehracht  wurde,  die 
elastischen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  aus  der  Gleichgewichts- 
lage  stets  derart  mit  einander  zusammenhangen ,  dass  dasselbe  System 
von  Verschiebungen  auch  durch  eine  an  der  Stossstelle  angreifende, 
geeignet  gewlihlte  Einzellast  beim  ruhenden  Trager  hervorgehracht 
werden  konnte.  Nattirlich  ist  diese  Annahme  keineswegs  genau  richtig, 
da  die  Gestalten,  die  das  schwingende  Fachwerk  der  Beihe  nach  durch- 
lauft,  namentlich  auch  von  der  Art  der  Massenvertheilung  abhangig 
sein  mussen,  auf  die  hier  gar  nicht  geachtet  wird.  Zur  Gewinnung 
einer  ersten  Annaherung  ist  die  Annahme  aber  immerhin  vielleicht  ganz 
gut  verwendbar. 


48  Erster  Abseknitt.  Dynamik  des  materiellen  Punktes. 

An  Stelle  Yon  Gl.  (22)  ist  mit  Beriicksicktigung  des  neu 
kin zutret enden  Gliedes  jetzt  zn  schreiben 

»s+«+iS-ps“’'<  w 

nnd  alle  Eigensckaften  der  erzwungenen  Sckwingungen  sind 
aus  dern  Integrale  dieser  Differentialgleickung  abzuleiten. 

Die  allgemeine  Losung  der  Gl.  (31)  ist  bekannt;  sie  setzt 
sick  aus  drei  Gliedem  zusammen,  von  denen  die  beiden  ersten 
mit  den  willkiirlicken  Integrationsconstanten  bekaftet,  aber  yon 
P  nnd  7]  unabkangig  sind.  Diese  beiden  Glieder  bleiben  iibrig, 
wenn  man  P  gleicb  Null  setzt ,  d.  h.  sie  entsprecben  fiir  sicli 
genommen,  den  Eigensckwingungen  des  Punktes.  Dazu  kommt 
dann  noch  ein  drittes  Glied;  das  P  und  rj,  aber  keine  willkiir- 
liche  Integrationsconstante  entkalt.  Dieses  Glied  bleibt  iibrig, 
wenn  die  Integrationsconstanten  in  Folge  der  Anfangsbedin- 
gungen  gleicb  Null  sind,  cl.  b.  es  bildet  ein  partikulares  Integral 
der  Gl.  (31). 

Es  erleiehtert  die  Uebersicbt  uber  die  Recknungen,  wenn 
man  dieses  dritte  Glied,  das  biemacb  fiir  sich  genommen,  die 
Gleicbnng  scbon  befriedigen  muss,  fiir  sick  betrachtet.  Es 
moge  mit  x2  bezeicknet  werden;  dann  ist 

x.2  =  G  sin(^  -f-  9);  (32) 

worm  aber  nun  die  beiden  neu  eingefiikrten  Constanten  C 
und  <p  nickt  willkiirlick  sind,  sondem  durck  Einsetzen  von 
in  die  Gl.  (31)  so  bestimmt  werden  miissen,  dass  diese  Glei- 
ckung  erfiillt  wird.  Man  kat  aus  (32) 

=  C-Yj  cos  (i?£  +  <p), 

^  =  sin (Vt  +  <p) 

und  Gl.  (31)  liefert  daker  beim  Einsetzen  dieser  Wertke 

—  mCrj2  sin  ( yi  +  <p)  -f-  cC  sin  (rjt  -f-  <p) 

-f-  JcGtj  cos  (rjt  -f-  <p)  =  P  sin 97 £ 
Diese  Gleickung  soil  fiir  beliebige  Wertke  der  Veranderlicken  t 
erfiillt  sein.  Das  ist  aber  nur  moglick,  wenn  zwiscken  den 
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Constanten  gewisse  Beziebungen  besteben,  zu  deren  Ableitung 
wir  den  Sinus  und  den  Cosinus  der  Winkelsumme  nach  be- 
kannten  goni  ometris elien  Formeln  entwickeln.  Bei  passender 
Zusammenfassung  der  Glieder  nimmt  dan n  die  Gleicbung  die 
Form  an 

sin  rjt{  —  mCri f2  cos cp  -f -  cC  cos  cp  —  kCrj  sin  cp  —  P} 
cos^jf{ —  m C'r] 2  sin  cp  -|-  cC  sin  cp  -f-  kCy  cos  q> }  =  0. 

Damit  diese  Gleicbung  fur  jeden  Werth  yon  t  bestebe,  muss 
jeder  der  beiden  in  den  gescbweiften  Klammern  stebenden 
Ausdrucke,  die  nur  constante  Grossen  entbalten,  fur  sicb  gleicb 
Null  sein.  Damit  baben  wir  die  beiden  Bedingungsgleicbungen 
gewonnen,  aus  denen  die  Constanten  C  und  cp  berecbnet  werden 
konnen.  Setzt  man  zunacbst  die  zweite  Klammer  gleicb  Null, 
so  folgt  (da  G  nicbt  gleicb  Null  sein  kann,  wenn  P  yon  Null 
verschieden  ist)  zunacbst  fur  cp 

=  (33) 

Hiermit  ist  cp  als  bekannt  anzuseben.  Aus  der  Bedingung, 
dass  aucb  die  erste  Klammer  yerscbwinden  muss,  folgt  fur  C 

C  =  — - _ ?- _ _  r^A') 

cos  cp  (c  —  mrj2)  —  Icq  sin  cp  y  \  s 

worin  der  Winkel  cp  auf  Grund  der  yorbergegangenen  Bestim- 
mung  als  gegeben  zu  betracbten  ist. 

Mit  diesen  Wertben  yon  C  und  cp  stellt  Gl.  (32)  eine 
moglicbe  Form  der  erzwungenen  Scbwingungen  dar,  die  aucb 
zur  wirklicben  wird7  wenn  die  Anfangsbedingungen  passend 
gewablt  werden.  Da  ausserdem  die  beiden  anderen  Glieder, 
die  in  der  allgemeinen  Losung  nocb  binzutreten,  fur  sicb  dem 
Falle  P  =  0  entsprecben,  also  als  Eigenscbwingungen  gedeutet 
werden  konnen,  die  sicb  den  durcb  Gl.  (32)  angegebenen  bin- 
zufugen,  so  beansprucbt  grade  diese  particulare  Losung  unser 
besonderes  Interesse  und  sie  soil  daber  zunacbst  weiter  erortert 
werden. 

GL  (32)  stellt  eine  einfacbe  ungedampfte  barmonische 
Scbwingung  dar.  Ibre  Scbwingungsdauer  ist  nur  yon  r[  ab- 

Foppl,  Dynamik.  2.  AufL  4 
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bangig,  also  unabbangig  von  der  Scbwingungsdauer  der  Eigen- 
scbwingungen  und  aucb  unabbangig  von  der  Masse  des  beweg- 
licten  Punktes,  von  der  Grosse  der  elastiscbeno  Kraft  und  der 
Grosse  des  dampfenden  Widerstandes.  Der  grosste  Ausscblag 
tritt  aber  nicbt  znr  selben  Zeit  ein,  in  der  die  erregende  Kraft 
ibren  grossten  Werth  P  annimmt,  denn  x  bangt  nacb  Gl.  (32) 
von  sin  (77 £  -f-  cp')  anstatt  von  smrjt  ab.  Im  Uebrigen  durcblauft 
aber  sin  (77  £  -f~  cp)  dieselbe  Werthereibe  wie  si nrjt,  wobei  zu 
ofleicben  Wertben  iramer  derselbe  Zeitunterscbied  von  der 

o 

Grosse  —  gebort.  Man  druckt  dies  dabin  aus,  dass  zwiscben 

n 

der  erzwungenen  und  der  sie  erregenden  Scbwingung  des 
Wertbes  von  P  ein  Pbasenuntersebied  bestebt.  Der  zu- 
gehorige  Winkel  <p ,  der  aus  Gl.  (33)  zu  ermitteln  ist,  wire! 
der  Pbasenverscbiebungswinkel  genannt.  Aus  dieser  Glei- 
ebung  folgt  femer,  dass  die  Pbasenverscbiebung  im  Allgemeinen 
klein  wird,  wenn  die  Dampfung  k  sebr  gering  ist;  wenn  sieh 
die  Dampfung  ganz  vermeiden  liesse,  wurde  mit  ibr  aucb  der 
Pbasenuntersebied  versebwinden.  Pm  Fall  ist  indessen  bierbei 
gesondert  ins  Auge  zu  fassen,  namlicb  der,  dass  rj  grade  einen 
solchen  Wertb  bat,  um  den  Nenner  in  Gl.  (33)  zum  Ver¬ 
sebwinden  zu  bringen. 

Dies  trifffc  zu,  wenn 

*-V= 

ist.  Vergleicbt  man  diesen  Ausdruck  mit  Gl.  (18)  in  §  4,  so 
erkennt  man,  dass  r]  in  diesem  Falle  gleicb  der  dort  mit  a 
bezeiebneten  Grosse  wird,  d.  h.  dass  die  erregende  Scbwingung 
gleicbe  Schwingungsdauer  mit  der  Eigenscbwingung  des  be- 
weglichen  Punktes  obne  Dampfung  bat.  In  diesem  Falle  (d.  b. 
im  Falle  der  Resonanz,  wie  icb  bier  gleicb  binzufugen  will) 
wird  tg  cp  =  00 ,  der  Pbasenverscbiebungs winkel  also  ein  reebter. 
Wollte  man  aucb  jetzt  k  =  0  setzen,  so  wiirde  tgg?  freilicb  in 

der  unbes timmten  Form  ~~  auftreten.  Da  aber  eine  Dampfung 
tbatsaehlicb  niemals  ganz  vemiieden  werden,  kann,  ist  von 
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diesem  Falle  abzuseken.  Vielmekr  miissen  wir  fur  den  Fall 
sekr  geringer  Danrpfung  sagen;  dass  bei  kleiner  Schwingungs- 
dauer  der  erregenden  Sckwingung,  also  bei  grossem  tj,  der 
Pkasenversckiebungswinkel  cp  positiv  nnd  wenig  von  Null  ver- 
scbieden  ist.  Erst  wenn  die  Sckwingungs  dauer  der  erregenden 
Sckwingung  grosser  gewaklt  wird,  so  dass  sie  der  Eigen- 
s ekwingungs dauer  des  beweglieken  Punktes  nahe  rtickt,  fangt 
der  Winkel  cp  plotzlick  stark  zu  wacksen  an,  bis  er  fur  rj  =  a 
zu  einem  reckten  geworden  ist.  Wird  die  S ekwingungs dauer 
der  erregenden  Sckwingung  nock  grosser  gewaklt,  so  wird  tg  <p 
negativ  und  nimmt  bei  kinreickendem  Untersekiede  zwiscken  y\ 
und  a  bald  wieder  bis  nakezu  auf  Null  ab. 

Sckon  aus  dieser  Betracktung  erkennt  man  die  grosse 
Bedeutung  des  besonderen  Falles,  dass  rj  gleick  oder  uakezu 
gleick  mit  a  wird.  Sie  tritt  aber  noch  mekr  kervor,  wenn 
wir  uns  jetzt  zur  Bespreckung  der  Constanten  C  wenden,  die 
nack  Gl.  (32)  die  Amplitude  der  erzwungenen  Sckwingung 
darstellt.  Zunaclist  lekrt  Gl.  (34) ,  dass  unter  sonst  gleicken 
Umstanden  C  proportional  mit  P,  der  Sckwingungsausseklag 
also  proportional  der  erregenden  Kraft  wackst.  Ausserdem 
kangt  aber  C  auch  von  der  Grosse  des  Nenners  und  kiermit 
ganz  wesentlicli  von  tj,  also  von  der  Sckwingungsdauer  der 
erregenden  Kraft  ab. 

Fiir  r\  =  cc  7  also  im  Falle  der  Resonanz,  wie  icli  diesen 
vorker  sckon  nannte,  wird  der  Winkel  cp  zu  einem  rechten, 
sin<p  also  gleick  der  Einkeit  und  cosqp  gleick  Null.  Fur  0 
erhalt  man  daker,  vom  Vorzeicken,  das  kier  gleickgiiltig  ist, 
abgeseken, 

Dies  wird  aber  fur  den  Fall  eineS  kinreickend  kleinen  Dam- 
pfungsfaktors  A  ein  sekr  grosser  Wertk  und  wir  sind  damit 
zur  Erklarung  der  bekannten  Erfakrungstkatsacke  gelangt,  dass 
sekr  grosse  Sckwingungen  namentlick  dann  erzwungen  werden, 
wenn  die  erregende  TJrsaahe  genau  oder  nakezu  in  denselben 
Intervallen  periodisck  auftritt,  wie  sie  den  Eigensckwingungen 

4* 
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des  erregten  Korpers  entsprecben.  Audi  claim,  wenn  rj  nicht 
genau  gleidi  a  ist,  wird  C  nocb  verbaltnissmassig  gross  sein. 
Bei  eiuem  grosseren  TJnterscbiede  zwiscben  rj  und  a  wircl  aber 
G  bald  sebr  viel  kleiner;  auf  diese  weitere  Diskussion  der 
Formeln  kann  icb  jedoch  verziebten. 

Icb  komme  jetzfc  zur  vollstandigen  Losung  der  Differential- 
gleicbung  (31),  also  zum  allgemeinsten  Falle  der  erzwungenen 
gradlinigen  S  cbwingungen.  Jene  Glieder,  die  zur  partikularen 
Losung  x%  in  Gl.  (32)  binzutreten,  urn  die  allgemeine  Losung 
fur  die  gradlinige  Sdiwingung  lierzustellen,  seien  zu  x1  zu- 
sammengefasst,  so  dass  also 

X  =  X  x  — {-  X* 

zu  setzen  ist.  Um  zu  erkennen,  welche  Bedingungen  yon  xt 
erfiillt  werden  miissen,  setze  icli  xt  -f-  x2  an  Stelle  von  x  in 
die  Differentialgleicbung  (31)  ein.  Diese  gebt  dann  iiber  in 

[«*  & + ^ + h  + 1  Sa  -  ■ p sin 71  d=0- 

Da  aber  x.2  die  Differentialgleicbung  sebon  selbst  erfiillte, 
fallen  die  in  der  zvreiten  Klammer  zusammengefassten  Glieder 
gegen  einander  fort  und  man  bebalt 


+  +  «  =  0. 


Diese  Gleicbung  stimmt  aber  mit  der  Differentialgleicbung  (22) 
fiir  die  gedainpften  Eigenscbwingungen  vollstandig  liberein  und 
es  ist  damit  die  sebon  yorber  aufgestellte  Behauptung  be- 
wiesen,  dass  der  Bewegungsantlieil,  der  durcb  xx  ciargestellt 
wird,  aus  Eigenschwingungen  bestebt. 

Die  allgemeine  Losung  yon  Grl.  (22)  wurde  in  Gl.  (23)  in 
Exponentialform  angegeben.  Da  aber  der  Exponent  y  in 
nnserem  Falle  als  imaginar  zu  betraebten  ist,  fuhrt  man  die 
Exponentialfunctionen  besser  sofort  auf  trigonometrisebe  Func- 
tionen  zuriick.  Mit  Hiilfe  der  Formeln 

eix  =  cos  x  +  i  sin  x  und  e~ ix  =  cos  x  —  i  sin  x 
erbalt  man  aus  Gl.  (23) 
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x  —  e  2m  {A  (cos  y't  i  sin  y't)  -f-  B  (cos  y't  —  %  sin  y't) } 

— L* 

—  e  2m  { ( A  -f-  B)  cos  yt  -f -  (A  —  B)  i  sin  yt). 

Damit  clieser  Ausdruck  reell  wird,  mnss  man  sick  unter  den 
willkiirlichen  Constanten  A  und  B  jetzt  zwei  complexe  Werthe 
denken,  deren  reelle  Bestandtheile  gleich  und  deren  imaginare 
Bestandtheile  von  gleich er  Grosse  aber  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen  sind.  An  Stelle  der  Summe  und  der  mit  i  multipli- 
cirten  Differenz  von  beiden  fiihrt  man  dann  besser  zwei  neue 
Bezeichmmgen  Ax  und  B1  ein,  die  zwei  neue  ganz  willlmrliche 
reelle  Constanten  bedeuten.  Fur  xt  hat  man  dann 

k 

xx  —  e  " >Ha  {A1  sin y't  -f-  Bx  cos  y't)  (36) 

und  hiermit  wird  auch  die  vollstandige  Losung  der  Differential- 
gleichung  der  erzwungenen  Schwingungen  bekannt,  namlich 

x  =  e  2>>l  {  Ax  sin  yt  -j-  B±  cos  yt }  +  C  sin  (rjt  -f- <p).  (37) 
Dass  die  Losung  yollstandig  ist,  geht  daraus  hervor,  dass  sie 
die  beiden  willkiirlichen  Integrationsconstanten  Ax  und  Bx  ent- 
kalt,  womit  man  die  Bewegung  jedem  beliebig  gegebenen  An- 
fangszustande  anzupassen  vermag. 

Aus  Gl.  (37)  ist  nun  sofort  ein  wichtiger  Schluss  zu 
ziehen.  Man  denke  sich  den  Anfangszustand  beliebig  gegeben 
und  bestimme  h.iernach  A±  und  Bv  Dann  wird  beim  weiteren 
Fortschreiten  der  Zeit  der  Einfluss  des  ersten  Gliedes  wegen 

k 

-  t 

des  Faktors  e  ,  mit  deni  es  behaftet  ist,  immer  kleiner, 
wahrend  die  Beitrage,  die  das  letzte  Glied  zu  den  Ausschlagen 
liefert,  constant  bleiben,  da  sich  -C  nicht  andert,  so  lange  die 
erregende  Ursache  unverandert  bestehen  bleibt.  Man  erkennt 
hieraus,  dass  wegen  der  Dampfung  die  Eigenschwingungen 
allm'ahlich  abklingen  und  dass  der  Punkt,  nachdem  er  dem 
Einflusse  der  erregenden  Ursache  hinreichend  lange  xiberlassen 
war,  schliesslich  nur  noch  die  durch  das  partikulare  Integral  x2 
angegebene  Bewegung  ausfuhrt. 
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Wir  wollen  ferner  noch  den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass 
der  Punkt  znr  Zeit  t  =  0  in  Ruhe  war  und  erst  yon  da  an 
durch  die  erregende  Ursache  zum  Scliwingen  gebracht  wurde. 
Die  Integrationsconstanten  Ax  nnd  JB±  sind  dann  aus  den  Be- 

dingungen  zu  bestimmen,  dass  fur  t  =  0,  sowohl  x  als  ~ 

gleich  Null  zu  setzen  sind.  Die  erste  Bedingung  liefert  die 
.Gleichung 

0  =  JB1  -|~  C  sin  cp. 

_  fj  rt‘ 

Fur  7-:  hat  man  ferner 
clt 


dx 

Jt~~ 


1  ( siia  Ai + r' Bi) + cos  yt  dBi  ~~  V'A) ! 

-f-  Crj  cos  (?y  t  4-  <p) 


und  fur  t  ■■ 


0  hat  man  daher  die  Bedingung 

0  —  Yin  ’®1  ^  C0S 

Die  Auflosung  nach  den  beiden  Unbekannten  liefert 


A  =  —  G  (y  cos  <p  +  2 

A- 


C  sin  cp 


k 

m  y 


sin  9 


(38) 


Nach  Einsetzen  dieser  Werthe  in  Gl.  (37)  kann  man  aus  dieser 
sainmtliehe  Erscheinungen  des  Schwingungsverlaufs  ableiten. 
Urn  nicht  zu  weitlaufig  zu  werden,  mochte  ich  dies  jetzt  nur 
unter  der  Voraussetzung  thun?  dass  die  Dampfung  sehr  gering 
ist;  so  dass  sie  fur  den  ersten  Anfang  yemachlassigt  werden 
kann.  Mit  h  —  0  yereinfacht  sich  dann  Gl.  (37)  nach  Ein¬ 
setzen  yon  A1  und  aus  Gl.  (38)  zu 

x  =  (J  j,' —  ~7  cos  cp  sin  y't  —  sin  cp  cos  y't  -j-  sin  (r\t  -f-  cp)  J  • 

Zugleich  ist  aber  fur  den  Fall  h  =  0  aus  den  Gleichungen  (33) 
und  (34)  zu  entnehmen 

ji 

tg  cp  =  0  oder  cp  —  0  und  C  — 


mr}~ 


Setzt  man  auch  diese  Werthe  ein;  so  wird 
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x  ■ 


c  —  mrf  \ 

Beacktet  man  nock;  class  fur  k  —  0 


g-  { —  y  siny't  -f-  sin  r\t j . 


(39) 


,'=1/ 


gesetzt  werden  kann  und  fukrt  man  fur  diesen  Wertk  wiecler 

die  friikere  Bezeicknung  a  ein,  so  erkalt  man 

P  f  *  ,  ' 

x  —  — J  sin  vt 
m  (a-  —  r\~)  {  1 


—  sin  at 
a 


Die  Bewegung  setzt  sich  kiernach  aus  zwei  einfacken  karmo- 
niscken  Sckwingungen  zusammen,  yon  denen  die  eine  in  der 
Sckwingungsdauer  mit  den  E i gens ck wingungen 7  die  andere 
mit  den  erregenden  Sckwingungen  ubereinstimmt.  Die  beiden 
einfacken  Sckwingungen  interferiren;  wie  man  sick  ausdriickt; 
mit  einander. 

Um  zum  Falle  der  Resonanz  iiberzugeken7  nehme  icli  nun 
weiter  an7  dass  rj  und  a  nur  wenig  von  einander  versckieden 
seien.  In  diesem  Falle  wird  der  Faktor  vor  der  Klammer  sekr 
gross.  Zugleick  wird  freilick  unmittelbar  nack  Beginn  der 
Bewegung  auck  der  Ausdruck  in  der  Klammer  sekr  klein. 
Wenn  die  Zeit  t  fortsckreitet,  andert  sick  dies  aber  und  es 
komrnen  dann  abwechselnd  sekr  grosse  und  sekr  kleine  Sckwin- 
gungsausscklilge  zu  Stande.  Differentiirt  man  namlick  x  nack  t 
und  setzt  den  Differentialquotienten  gleick  Null,  so  erkalt  man 
als  Bedingung  fur  ein  Maximum  oder  Minimum  (d.  k.  fur 
einen  Sckwingungsausscklag  nack  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  X-Axe) 

cos  tj t  =  cos  at. 


Diese  Gleickung  kat  zur  Folge;  dass 
sin  rjt  =  +  sin  at 

sein  muss.  Waklt  man  das  obere  Vorzeicken;  so  gelangt  man 
nur  zu  kleinen  Wertken  des  Sckwingungsausscklags.  Fur 
solcke  Wertke  von  t,  bei  denen  das  untere  Vorzeicken  zutriflft; 
kommen  dagegen?  falls  kier  zugleick  sin  at  oder  sin??£  einen 
der  Einkeit  naken  Absolutwertk  kat;  die  grossen  Ausscklage 
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zu  Stande.  Diese  abwechselnden  Anschwellungen  imd  Ver- 
minderungen  der  S chwingungsaus  s chlage  (oder  der  Tonstarke, 
wenn  es  sich  mil  Schallwellen  handelt)  werden  in  der  Akustik 
als  die  „Schwebungen“  der  erzwimgenen  Schwingimg  be- 
zeicknet. 

Wenn  die  Dampfung  h  nicht  klein  genug  ist,  muss  natiir- 
lich  auf  die  genauere  Gl.  (37)  zuriickgegriffen  werden.  Ebenso 
muss  dies  auch  bei  kleinem  To  immer  dann  geschehen,  wenn 

die  Zeit  schon  so  weit  fortgeschritten  ist;  dass  sich  — —  merk~ 

lich  yon  Null  unterscheidet.  Die  Schwebungen  konnen  sich 
daher  immer  nur  zu  Anfang  der  Erregung  bemerklich  machen; 
spaterhin  erloschen  die  Eigenschwingungen  und  es  bleibt  nur 
die  Schwingimg  yon  der  Schwingungsdauer  (oder  der  Tonhohc) 
der  Erregungsquelle  zuriick. 

Anmerkung.  Aucb  fur  den  Pali  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen  kann  man  (ebenso  wie  am  Scblusse'  yon  §  5  bei  den  ge- 
dampffcen  Scbwingungen)  yon  der  gradlinigen  Schwingung,  die  bier 
vorlaufig  uberall  vorausgesetzt  wurde,  ohne  Weiteres  zu  den  Scbwin¬ 
gungen  in  krummlinigen  Babnen  ubergehen.  Die  Differentialglei- 
cbnng  der  Scbwingung  gebt  dann  in  eine  Y ektorgleiehung  uber, 
obne  dass  sich  sonst  etwas  Wesentlicbes  anderte.  An  Stelle  von 
Gl.  (ol)  bat  man  bier 

d*  x  ,  ,  7  dx  <n  . 

“***  +  «* +  *3*-=* 

zu  scbreiben  imd  die  partikulare  Losung  x%  in  Gl.  (32)  gebt  iiber  in 
T%  =  (§>  sin  (yj  t  -j—  <p)  , 

wobei  fiir  cp  ebenfalls  cler  Wertb  in  Gl.  (33)  einzusetzen,  6-  da- 
gegen  als  gerichtete  Grosse  aufzufassen  ist,  die  parallel  zu  $  geht 
und  deren  absoluter  Wertb  mit  dem  friiberen  C  in  Gl.  (34)  iiber- 
einstimmt. 

Ebenso  tritfc  an  Stelle  yon  x1  bier  rx  und  zwar  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  Losung  fiir  die  krummlinige  gedampfte  Schwin¬ 
gung 

wobei  %  und  ©  die  als  gerichtete  Grossen  auftretenden  Integrations- 
eonstanten  bedeuten.  Natiirlich  kann  man  bei  kleiner  Dampfuno- 
die  zu  imaginaren  Wertben  yon  a  und  0  fiibrt,  wieder  von  den 


* 


4 

0 


r 
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Oxponentiulfunetionen  zu  den  trigonoinetrisehen  Functional!  fiber- 
f(‘hen. 

Farm  r  erkennt  man  uus  der  allgemeinen  Doming 

«■  r.  I  r,. 

ass  die  Bahn  tier  krunttuliuigen  erzwungenen  Sehwingung  im  Alb 
enieinen  eine  Bum*  \ on  doppclter  Knhnmung  biltlef .  N ur  wenn 
t,  »,  f  zuftlllig  in  eine  Kbene  fallen,  ist  die  Balm  eine  ebene 
'urve.  Naeh  Krlusehen  der  Kigensehwingungen  geht  aber  die  er- 
wtntgene  Sehwingung  amdt  in  diesem  allgemeineren  Italic  in  eine 
rndlinige  liber. 


§  7.  Dio  Planetenbewegung. 

Von  Kepler  uaren  auf  Urund  tier  Beolmehtung  die  drei 
esetze  nufgeHtellt  worden;  1  )  I  Hi*  Pluneten  bewegen  nieh  in 
'dlipnen,  in  denut  einem  Brennpnnkte  die  Sonne  steht,  2 1  der 
on  der  Sonne  naeh  einem  Pluneten  gazogene  Radiunvekfor 
enehreibt  in  gleiehen  Zeiten  gleiehe  Flitehen,  Bj  die  Quadrate 
at*  lAnluttfnzeiteu  zueier  Planefen  verhtdfen  sieli  wie  tlie 
uben  tier  grosser*  A  xen  direr  Babnen.  Diese  Siitze  genfigien 
ir  Besehreilumg  der  Planetenbewegung;  sie  waren  alter  rein 
inenuittKeli  und  erst  Newton  bat  eine  meehanisehe  Krklitrung 
ir  diese  Bewegungen  gegeben,  indent  or  Hie  auf  die  Wirknng 
>n  AnzielttmgHkritften  zurfiekfOhrte.  Wir  w  alien  tuts  liter 
ieselbe  Aufgube  sielten,  wit*  nit*  Newton  vorlag. 

Zumiehst  kdnnen  wir  auf  Brand  des  FluehensntzeH  sehliessen, 
tsH  naeh  dent  zweiten  K  e p  1 e r'sehen  < i esetze  die  Bewegung  eineH 
Inneten  dureh  tune  <  bait  ru  Ik  raft  erkbirt  werden  kunn,  die  von 
*r  Sonne  auf  den  Planeten  uuHgelibt  wird.  Das  erste  K  eplef 
lit*  (Jesetz  muss  uns  tlann  dazu  dienen,  das  Uesetz  zu  ermifieln* 
teh  dent  diese  Kraft  von  tier  Ent farming  des  Pluneten  von 
>r  Sonne  abhilngt.  Das  dritte  KopIerVhe  Uesetz  entllitdt 
hrt  uns*  in  welrber  Beziebttng  die  Kriifto  zu  einnnder  Htehen, 
e  von  der  Somie  auf  versehiedene  Planeten  ilbertragen  werden. 

Jedenfalls  kdnnen  wir  einstweilen  tlie  Kraft  ^}t  die  an 
lent  Planeten  ungreift,  in  tier  Form 

f  rfi  r  i  (40; 
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darstcdlen,  in  dor  f\r\  dno  vorliiutiji  mth-kunut.-  ><>ii  d.-r 

Entfernimg;  r  ist,  dm-n  Knuiudmig  hh-piv  nii.-h-t •• 
hilclet.  Dd  (ilddituig  sprifht  dnstu mini  nur  an-,  da-s  f 
in  jodem  Augvnldidvu  tmdi  dnn  A»/.idiumr«vniruin  Inn  «.■ 
riclitet  ist. 

Wir  bniudion  zuniidist  dm*  aut'  den  Bivini|Huikt  }»«•/. .vt**a«* 

Gleidiung-  dor  Ellipso.  Ks  uird  bo^or  . . .  "onn  ndi  dioM* 

nicdit  ointaoli  ans  dor  annhtisohon  ( io.uuotrio  tiboruoluno,  Mitid»*r« 

,  sic  jiiif  * * mud  <  1**11  111* 


Ailh,  M 


f/u  r 


2tj  wobei  auch  (lit* 


kn 1 1 nl ** 1 1  <  huh! nirl mu 
dor  KlhpHi*  an «it*n  b»o 
i|t*n  i lr#*n it | »n ii k t ltnt 

1 1  liitViniifH  1*  mku* 

iibbote  In  A  l»l*.  s  ist  .S 
i in*  Ntiifir,  It  ili*r  aiitlfi'i* 
Bivmiftiifikt f  .1  »*ni  1  h* 
Pnuki  »li*r  HI 
r  dm1  U»m!ium 
S ,  J ,  1 )» * r  \  «♦!*  i*  *r  It  A 

\  if  in  aiii!«*n*i!  !  Ir*m  it 
jumktf  li.P’li  A  hd^t 
St!|N  I |t*I II  1  h'l*!»M*k«‘  J  JB> 
Kxemitnmtiit  f  ,  u  m*  itih  tier  A  It 


bi  Idling  m  ontnehmen,  iiIk  gerirhtete  Di-ohm*  etn^Hdliit  mt, 
Andererseits  hat  aber  A  It  die  hiinge  2a  r,  deitn  der  gun/e 
Faden  SAB  ist  gloieh  2a.  I’m  dies  uus/mdrikkeu,  *{uudnrr 
ich  den  Vektor  BA,  wodureh  ieh  m  einer  rtetif iifif^b^en 
Grosse  gelange,  die  nur  noch  dan  Quadrat  der  kiln*#1 

angiebt.  Ieh  seize  also 


r  e 


(r  2tr  ^  t  2< 

nnd  erhalte  naeh  Aunfilhrung  der  Quudrinutg.  Weghehen  v  mi 
r2  und  Division  mit  4 

-  cr  •{*  e*  tr  at , 

Wenn  man  A  am  Kudo  des  Henkrerhteti  HiilbmeHhen 
wiihlt,  erkennt  man  aber,  dans 
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a-  —  e'-  =  b- 

ist  und  die  vorige  Gleichung  kann  daher  einfacher 

cr  =  ar  —  b 2  (41) 

geschrieben  werden.  Das  ist  die  Ellipsengleichung,  die  ich 
ableiten  wollte.  Ebe  ich  weiter  gehe,  mochte  ich  indessen 
noch  darauf  hinweisen,  dass  cr  aueh  gleich  er  cos  <p  geschrieben 
werden  kann,  so  dass  man  durch  Auflosen  von  Gl.  (41)  auch 
die  gewohnliche  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarcoordinaten 

.  _  h~ 

a  —  e  cos  cp 

erhalt,  die  an  Stelle  der  Benutzung  der  Yektoren  aucli  sehr 
leicht  aus  dem  Cosinussatze  fur  das  Dreieck  SAB  abgeleitet 
werden  kann.  Fur  die  weitere  Rechnimg  ist  es  aber  be- 
quemer,  die  Gleichung  in  der  Form  (41)  zu  benutzen. 

Mein  nachstes  Ziel  ist  jetzt  die  Aufstellung  eines  Aus- 

druckes  fur  die  Beschleunigung  die  der  Planet  erfahrt. 

Dazu  differentiire  ich  Gl.  (41).  Die  einmalige  Differentiation 

liefert 

dx  dr 

C  dt  a  dl> 

denn  c  und  b  sind  constant.  Durch  nochmalige  Differentiation 
erhalte  ich 

dr  x  drr 

c  -r~  =  a  -“TTo 
dt -  dt~ 

oder  nach  Multi]  )likation  mit  m 

d2  X  d2r 

c  .  m  -ttt  =  am  -yrr  • 
dt -  dt~ 

Fur  das  Produkt  aus  Masse  und  Beschleunigung  kann 
man  auf  der  linken  Seite  die  Kraft  ^  setzen  und  wenn  man 
hierfur  den  in  Gl.  (40)  gegebenen  Ausdruck  einfiihrt,  geht  die 
Gleichung  uber  in 

—  txf(r)  =  am 

Damit  sind  wir  auf  der  linken  Seite  zu  dem  inneren 
Produkte  aus  c  und  r  zuriiekgelangt,  fur  das  man  nach  der 
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Ellipsengleickung  (41)  seinen  Wertk  einsetzen  kann.  Man 
erkalt  so 

f(r)(V  —  ar)  =  amZ£-  (42)  ! 

Hiermit  sind  wir  zu  einer  Grleickung  gelangt,  die  neben  | 

der  unbekannten  Function  f(r)  nock  den  gleichfalls  unbekannten  | 

Differentialquotienten  ~  entkalt.  Diese  Gleickung  allein  reiclit 

daher  zur  Ermittelung  von  f(r)  noch  nicht  aus.  Wir  miissen 
vielmekr  nock  eine  Betracktnng  zu  Hiilfe  nekmen  iiber  das 
Gresetz,  nach  dern  der  Planet  auf  seiner  Bakn  im  Yerlaufe  der  | 
Zeit  fortsckreitet.  j 

Zu  diesem  Zwecke  sei  der  Satz  von  der  lekendigen  Kraft  i 
beniitzt.  Die  lebendige  Kraft  des  Planeten  ist  zunackst 

L  =  wto2 

oder;  wenn  wir  uns  die  Gescbwindigkeit  ti  in  zwei  Compo-  : 

nenten  zerlegt  denken,  von  denen  eine  in  die  Richtung  des  j 
Radius  vektors  fallt  und  die  andere  dazu  senkrecht  steht.,  f 

2  W((S  +  (Mr)2))- 

Hierin  ist  u  die  Winkelgescliwindigkeit;  mit  der  sich  der 
Radiusyektor  drebt.  Fur  diese  kann  aber  auf  Grand  des 
zweiten  Kepler’scben  Gesetzes  ein  einfacher  Ausdruck  an-  i 

gegeben  werden.  Im  Zeitelemente  (It  wird  namlich  der  Sektor  v 

]-  r2udt  [ 

l  * 

uberstrichen  und  das  Produkt  ~  rhi  ist  demnacb  eine  Con-  j 

stante,  die  ich  mit  c  bezeicbnen  will;  sie  ist  nichts  anderes  J 

als  die  „Sektorengescbwindigkeit“  Ibr  Werth  folgt  iibrigens 
sofort  aus  der  Umlaufsdauer  T  des  Planeten  und  dem  Fliicben-  ? 
inbalte  der  Ellipse;  d.  k  aus  der  Gleicliung  1 

cT  =  %ab  zu  c  =  *y 

Emstweilen  sei  aber  dafiir  die  einfacbere  Bezeicbnung  c  bei- 
bebalten.  Man  bat  nun 
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und  wenn  man  dies  einsetzt,  geht  der  Ansdruck  fur  die 
lebendige  Kraft  iiber  in 


Die  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  ist  nun  gleicb  der  von 
der  Kraft  geleisteten  Arbeit.  Urn  dies  in  Form  einer  Glei- 
chung  auszusprecben,  diflferentiire  icli  L  nacb  t  und  erhalte 

dL /dr  d*r  4 c2  dr\ 

dt  m  \dt  dt 2  r8  dt) 

Die  von  im  Zeitelemente  dt  geleistete  Arbeit  ist  gleicb 
—  f/*(V)  *  dx  oder  gleicb  — rf(f)drf 
denn  dr  ist  die  Projektion  von  dt  auf  r.  Nacb  Division  mit 
dt  muss  dieser  Wertb  gleicb  dem  Differentialquotienten  von  L 
sein.  Hebt  man  bei  der  Gleicbung,  die  so  entstebt,  nocb  den 

gemeinsamen  Faktor  ~  auf  beiden  Seiten  weg;  so  bleibt 

m  (jF  ~  w)  =  ~  rf(r/  (43) 

Das  ist  nun  eine  zweite  Gleichung,  die  grade  wie  Glei- 
cbung  (42)  ausser  f(r)  nur  nocb  den  unbekannten  Wertb  von 

enth'alt.  Wir  konnen  daber  beide  Gleicbungen  nach  diesen 

Unbekannten  auflosen.  Es  geniigt,  wenn  icb  hier  nur  den 
Wertb  von  f(r)  anschreibe;  der  hierbei  erbalten  wird.  Multi- 
plicirt  man  Gl.  (43)  mit  a  und  addirt  sie  zu  Gl.  (42),  so 
entstebt 

f(r)  ( b 2  —  ar)  —  am  ^  =  —  arf(r) 

und  bieraus 

f{r)  =  am  • 

Scbliesslicb  setzen  wir  nocb  den  vorber  ermittelten  Wertb 
der  Sektorengescbwindigkeit  c  ein  und  finden 
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Hiennit  ist  unsere  Aufgabe  im  Wesentlichen  gelost. 
die  Kraft  wird  jetzt  durch  den  Ausdruek 


Denn 

(45) 


genau  naeh  Grosse  und  Richtung  augegeben.  Ich  habe  diesen 
Ausdruek  sofort  in  drei  Faktoren  zerlegt.  Nur  der  erste  Faktor 
ist  veranderlich.  Da  r  ebenfalls  die  Grosse  r  besitzt  und  nur 
daneben  noch  die  Ricbtung  zum  Ausdrucke  bringt,  erkennen 
wir;  dass  die  Grosse  von  $  dem  Quadrate  des  Abstandes  von 
der  Sonne  umgekehrt  proportional  ist.  Der  zweite  Faktor  ist 
die  Masse  m  des  Planeten.  Die  Bedeutung  des  dritten  Faktors 
bedarf  nock  einer  besonderen  Besprechung. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  nun  aueli  noch  das  dritte 
Kepler’sche  Gresetz  heran.  Nach  diesem  ist  fur  alle  Planeten 

das  Yerlialtniss  ^  constant.  Nach  Gl.  (45)  heisst  dies,  dass 

alle  Planeten,  wen n  sie  in  gleiche  Abstande  von  der  Sonne 
gebracht  wiirden,  gleiche  Anziehung  in  Bezug  auf  die  Massen- 
einheit  erfahren  mussten.  Hiernach  sind  alle  Planeten  aus 
Stoffen  zusammengesetzt,  die  in  Bezug  auf  die  Eigenschaft  der 
Gravitation  gleichwerthig  untereinander  sind.  Oder  mit  anderen 
Worten:  Gleichen  tragen  Massen  auf  den  verschiede- 
nen  Planeten  entsprechen  auch  gleiche  gravitirende 
Massen. 

An  dieser  Stelle  ist  niimlich  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Bezeichnung  Masse,  die  bei  alien  tibrigen  Anwendungen  der 
Mechanik  stets  in  dem  Sinne  gebraucht  wird,  den  ich  im 
I.  Bande  dieser  Yorlesungen  auseinandergesetzt  habe,  in  der 
Mechanik  der  Himmelskorper  noch  auf  einen  anderen  Begriff 
iibertragen  wird,  der  aber  von  jenem  scharf  auseinander  zu 
halten  ist.  Dies  ist  im  vorhergehenden  Satze  dadurch  ge- 
schehen,  dass  in  ihm  zwischen  tragen  und  zwischen  gravi- 
tirenden  Massen  unterschieden  ist.  Die  tragen  Massen  sind  jene, 
die  auf  Grand  der  Tragkeitserscheinungen  der  Materie  erkannt 
und  gemessen  werden  konnen,  also  jene,  mit  denen  wir  uns 
frliher  ausschliesslich  beschaftigten.  Der  Begriff  der  „gravi- 
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tirenden“  Massen  ist  dagegen  neu  eingefuhrt.  Es  sind  jene 
Massen,  die  nach  dem  Newt  on’s  chen  Gesetze  anziehend  auf- 
einander  wirken  und  deren  Grosse  auf  Grund  der  Gravitations- 
erscheinungen  abgeschatzt  wird.  An  und  fur  sick  ware  es 
durckaus  moglich,  dass  man  zu  ganz  yerschiedenen  Werthen 
fur  gegebene  Massen  gelangte,  jenackdem  man  sie  auf  die  eine 
oder  auf  die  andere  Art  abschatzte.  Erst  das  dritte  Kepler- 
scke  Gesetz  lekrt  uns,  dass  wenigstens  innerkalb  der  Planeten 
kein  soldier  Untersckied  besteht,  dass  vielmehr  die  nack  den 
Anziehungskraften,  die  sie  aufeinander  ausuben;  abgesckatzten 
Massen  ebenso  gross  (oder  im  gleicken  Yerhaltnisse  zu  ein- 
ander)  gefunden  werden,  als  wenn  man  diese  Massen  auf 
Grund  des  Traglieitsgesetzes  ermittelt.  Hiermit  erklart  es  sich^ 
dass  man  gewohnlick  keinen  Untersckied  zwischen  der  tragen 
und  der  gravitirenden  Masse  niackt. 

Zugleich  weise  ich  nock  darauf  kin,  dass  es  keineswegs 
im  Widersprucke  mit  den  allgemeinen  Grundsatzen  der  Me- 
ckanik  ware,  wenn  etwa  plotzlick  auf  unserer  Erde  irgend  ein 
Stuff  (vielleickt  ein  seltenes  Metall  o.  dgl.)  entdeckt  wurde; 
yon  dem  sick  lierausstellte,  dass  das  Verkaltniss  zwischen  gra- 
vitirender  Masse  und  trager  Masse  bei  ikm  anders  ware,  als 
bei  alien  tibrigen  uns  seitker  bekannten  Korpern.  Wir  wollen 
uns  zunackst  liberie  gen,  woran  man  ein  abweichendes  Yer- 
halten  dieser  Art  erkennen  konnte  und  urn  mich  dabei  be- 
stimmter  ausdriicken  zu  konnen,  will  ich  etwa  annehmen,  der 
Korper  keisse  X  und  seine  grayitirende  Masse  ware  im  Yer- 
haltnisse  zur  tragen  doppelt  so  gross,  als  bei  anderen  Stoffen. 
Ick  denke  mir  zunackst  auf  einer  Waage  1  kg  dieses  Stoffes 
abgewogen.  Hierbei  kommt  die  grayitirende  Masse  in  Frage, 
denn  das  Gewicht,  das  am  Waagebalken  mit  dem  Gewichte 
eines  1  kg-Stiicks  im  Gleichgewichte  steht,  kommt  yon  der 
Anziehung  her,  die  die  Erde  auf  den  Korper  X  ausiibt 
und  diese  erfolgt  nack  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Massen- 
anziehung. 

Nun  denke  man  sich  das  abgewogene  Stuck  des  Korper s 
X  gleichzeitig  mit  dem  gleich  schweren  eisemen  Gewichts- 
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stiicke,  das  znm  Abwagen  diente;  dem  freien  Falle  uberlassen. 
An  beiden  wirkt  die  gleiche  Kraft ;  aber  nach  der  Voraus- 
setzung,  die  wir  uber  die  Sonderstellung  des  Stoffes  X  ge- 
macbt  haben,  ist  die  trage  Masse  des  X-Stfickes  nur  halb  so 
gross  y  als  die  trage  Masse  des  gleicli  schweren  Eisenstiicks. 
Die  trage  Masse  ist  es  aber,  die  in  der  dynamischen  Grnnd- 
gleicbung  auftritt.  Wir  schliessen,  dass  die  Beschleunignng 
des  Stoffes  X  doppelt  so  gross  sein  mfisse,  als  die  des  Eisen- 
stucks  oder  als  die  aller  fibrigen  irdischen  Korper,  die  man 
bislier  darauf  bin  nntersuckt  bat.  In  der  That  ist  es  also  die 
durch  die  Beobachtung  festgestellte  Thatsacbe  der  gleicben 
Pallbescbleunigung  am  gleicben  Grte  fur  alle  Korper,  die  uns 
das  gleicbe  Yerbaltniss  zwiscben  trager  und  gravitirender  Masse 
fur  die  irdischen  Korper  yerburgt.  Das  dritte  Kepler’sche 
Gesetz  dehnt  diese  Erfahrung  auf  den  Ranm  des  Planeten- 
systems  aus. 

Kewton  war  sicb  iibrigens;  als  er  das  Grravitationsgesetz 
aufstellte;  offenbar  recbt  wohl  bewusst;  dass  trage  nnd  gravi- 
tirende  Massen  nicbt  ohne  Weiteres  mit  einander  yerwechselt 
werden  dilrfen;  dass  yielmehr  eine  besondere  Priifung  erforder- 
licb  sei,  inwieweit  beide  mit  einander  proportional  sind.  In 
der  That  bat  er  auch  eine  Eeihe  yon  Pallversnchen  mit  yer- 
scbiedenen  Korpern  ausgefilbrt;  um  sich  zu  llberzeugen;  ob  die 
Eallbeschleunignng  in  Wirklicbkeit  bei.  alien  genau  gleicb 
gross  sei.  Was  Newton  nothig  erscbien^  wird  beute  meist 
als  entbehrlich  angeseben.  Man  bat  in  dem  jetzt  zn  Ende 
gelangten  Jahrhundert  manehes  neue  Element  entdeckt  nnd 
sobald  ein  soldier  Fund  gelungen  war;  bat  man  sich  beeilt; 
alle  iibrigen  physikalischen  Constanten  des  nenen  Ankomm- 
lings  zn  erforscben.  Einen  Nacliweis ;  dass  anch  die  Fall- 
beschlennignng  des  nenen  Korpers  mit  dem  Werthe  g  liber- 
einstimme;  bat  man  aber  wohl  in  keinem  Falle  fiir  notbig 
gebalten.  Es  ist  freilich  anch  hochst  unwahrscheinlich  — 
wenn  anch  keineswegs  unmoglich  — ;  dass  man  einmal  eine 
Abweichung  yon  dem  Gesetze  der  Constanz  yon  g  fiir  alle 
Korper  entdecken  konnte. 
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Ob  das  Verhaltniss  zwischen  tragen  mid  gravitirenden 
Massen  auch  noch  ausserhalb  unseres  Sonnensy stems  den  glei- 
cben  Wertli  hat,  als  bei  uns,  vermag  Niemand  zu  sagen.  Man 
nimmt  dies  freilich  stillschweigend  gewohnlich  an,  aber  nur 
rein  hypothetisch,  denn  Niemand  vermag  eine  Beobachtung 
anzugeben,  die  zum  Beweise  dafiir  dienen  konnte.  Ich  habe 
sogar  friiher  einmal  darauf  hinweisen  konnen  (in  einer  Ab 
handlung,  die  in  den  Berichten  der  Bayer.  Akad.  d.  Wissensch., 
Bd.  27,  1897  erschien),  dass  dieses  Verhaltniss  zwischen  beiden 
Arten  von  Massen  ausserhalb  des  Sonnensystems  gelegentlich 
sogar  das  Vorzeichen  wechseln  konnte,  so  dass  sich  gewisse 
Massen  nicht  anzogen,  sondern  abstiessen,  ohne  dass  diese 
Voraussetzung  auf  einen  Widerspruch  mit  den  vorhandenen 
Beobachtungen  am  Fixsternhimmel  zu  stossen  brauchte,  wah- 
rend  sich  zugleich  gewisse  Wahrscheinlichkeitsgriinde  anfiihren 
lassen,  die  einer  solchen  Vermuthung  gunstig  sind. 

Innerhalb  unseres  Sonnensystems  kann  aber  die  Propor- 
tionalitat  zwischen  tragen  und  gravitirenden  Massen  im  All¬ 
gem  einen  als  sicher  festgestellt  betrachtet  werden.  Wenn  wir 
nach  dieser  Erkenntniss  zur  Deutung  von  Grl.  (45)  zuriick- 
kehren,  kann  kein  Zweifel  mehr  daruber  bestehen,  was  fiir  eine 
Rolle  der  fiir  das  ganze  Planetensystem  constante  letzte  Faktor 
in  dem  dort  gefundenen  Ausdrucke  fiir  die  Anziehungskraft 
spielt.  Offenbar  hangt  namlich  diese  Anziehung  nicht  nur  von 
dem  Planeten,  dessen  Masse  m  schon  als  Faktor  in  der  Formel 
auftritt,  .sondern  auch  von  den  Eigenschaften  der  Sonne  ab. 
Wenn  wir  annehmen,  dass  auch  die  Sonne  aus  Stoffen  besteht, 
die  in  dieser  Hinsicht  jenen  der  Planeten  gleichen,  miissen  wir 
schliessen,  dass  die  Kraft  ^  auch  der  Sonnenmasse  proportional 
sein  muss.  Der  letzte  Faktor,  dessen  Bedeutung  wir  noch 
suchten,  stellt  daher  entweder  die  Sonnenmasse  selbst  oder 
ein  Vielfaches  derselben  vor.  Wenn  wir  die  Sonnenmasse 
mit  M  bezeichnen,  lasst  sich  demnach  Gl.  (45)  auch  in 
der  Form 

=  —  1  .  K  ■  mM  (46) 

Foppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  5 
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ansdareiben  und  damit  haben  wir  das  Hewton’sche  Gravita- 
tionsgesetz.  Der  Faktor  K  ist  eine  Const  ante,  die  eine  be- 
sondere,  aus  Gl.  (46)  leicbt  festzustellende  physikalische  Dimen¬ 
sion  hat  und  deren  Zahlenwertb  daher  von  den  gewahlten 
Fundam entaleinheiten  abhangt.  In  astronomischen  Rechnungen 
pflegt  man,  unter  Uebergehung  der  in  der  irdisclien  Physik 
ublichen  Fundamentaleinheiten  die  Maasseinheiten  so  zu  wahlen, 
dass  die  Constante  K  in  Gl.  (46)  den  Zahlenwerth  1  annimmt. 
Man  schreibt  dann  Gl.  (46)  auch  in  der  Form 

=  —  Jr ' 

muss  aber  dabei  wohl  beachten,  dass  diese  Gleichung  nicht 
mehr  bomogen  in  den  Dimensionen  ist  und  nur  liir  das  spe- 
cielle  Maasssystem  giiltig  bleibt.  Legt  man  aber  dieses  zu 
Grunde,  so  folgt  nun  auch 

(47) 

womit  die  Sonnenmasse  berechnet  werden  kann.  Diese  Glei- 
chung  wird  auch  benutzt,  um  die  Masse  yon  Fixsternen  zu 
berechnen,  die  einen  Begleiter  haben,  dessen  Bahn  sich  be- 
obachten  lasst.  Nach  dem;  was  ich  yorher  hieriiber  bemerkte, 
findet  man  aber  hierbei  nur  die  gravitirende  Masse  und  es 
bleibt  zweifelhaft,  ob  die  trage  Masse  jenes  fernen  Central- 
korpers  dazu  in  dem  uns  gewohnten  Verhaltnisse  steht. 

Im  Wesentlichen  bin  ich  jetzt  mit  der  Untersuchung,  die 
ich  iiber  die  Planetenbewegung  mitzutheilen  gedachte,  zu  Ende 
gelangt.  Es  bleibt  inir  nur  noch  tibrig,  ein  paar  kurze  er- 
ganzende  Bemerkungen  nachzutragen. 

Zunachst  erwahne  ich,  dass  man  die  Aufgabe  natiirlich 
auch  umkehren,  also  die  Giiltigkeit  des  Newton’schen  Gravi- 
tationsgesetzes  voraussetzen  und  danach  die  Planetenbahnen 
berechnen  kann.  Man  findet  dann  als  bemerkenswerthe  Er- 
ganzung,  dass  ein  in  den  Anziehungsbereich  der  Sonne  gekom- 
mener  Korper  auch  eine  Hyperbel  oder  Parabel  als  Bahn 
beschreiben  kann.  In  dieser  Form  macht  die  Losung  der  Auf¬ 
gabe  etwas  mehr  Schwierigkeiten;  weil  es  sich  dabei  um  eine 
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Integration  handelt,  wahrend  wir  nur  mit  Differentationen  zu 
thun  hatten.  In  der  That  riihrt  anch  die  Losung  dieser  um- 
gekehrten  Aufgabe  gar  nicht  yon  Newton  selbst  her,  son- 
dem  diese  Erganzung  der  Newton’schen  Theorie  gelang  erst 
Bernoulli. 

Ebenfalls  erst  nach  Newton  (zuerst  yon  Euler)  wurde 
darauf  hingewiesen,  dass  eine  Verbesserung  der  Theorie  imter 
Beriieksichtigung  des  Gesetzes  der  Aktion  und  Reaktion  er- 
forderlich  sei.  Wenn  namlich  die  Sonne  eine  Kraft  auf  den 
Planeten  austibt,  so  muss  umgekehrt  auch  der  Planet  die  Sonne 
mit  einer  ebenso  grossen  Kraft  anziehen.  Daher  kann  auch 
die  Sonne  nicht  in  Ruhe  bleiben.  In  Ruhe  bleibt  yielmehr 
der  Schwerpunkt  beider  Korper  und  beide  bewegen  sich  in 
Ellipsen  um  den  Schwerpunkt.  Wegen  der  yiel  grosseren 
Masse  der  Sonne  ist  indessen  die  yon  der  anziehenden  Kraft 
an  ihr  hervorgebrachte  Beschleunigung  weit  geringer  als  beim 
Planeten  und  es  geniigt  daher  in  erster  Annaherung,  die  Sonne 
als  feststehend  zu  betrachten. 

Auch  diese  erweiterten  Untersuchungen  machen  heute  gar 
keine  Schwierigkeiten  mehr.  Dagegen  ist  es  bisher  noch  nicht 
gelungen,  das  beriihmte  Problem  der  drei  Korper  zu  losen. 
Es  handelt  sich  dabei  um  die  Aufgabe,  die  Bewegungen  von 
drei  materiellen  Punkten  anzugeben,  die  nach  demNewton’schen 
Gesetze  auf  einander  wirken,  wenn  die  Anfangslagen  und  die 
Anfangsgeschwindigkeiten  beliebig  gegeben  sind.  Die  Schwierig- 
keit  der  Losung  ist  indessen  nicht  in  Mangeln  der  Mechanik 
begriindet,  sondern  von  rein  mathematischer  Art.  Die  dyna- 
mische  Grundgleichung  liefert  namlich  sofort  die  Differential- 
gleichungen  der  Bewegung;  aber  die  Integration  der  Gleichungen 
ist  bisher  nicht  gegliickt;  trotz  aller  Anstrengungen;  die  seit 
langer  Zeit  von  den  hervorragendsten  Mathematikern  auf  die 
Losung  dieses  Problems  verwendet  wurden.  Bei  der  Theorie 
der  Mondbewegung  und  der  Storungstheorie;  wo  es  sich  um 
die  Beriieksichtigung  der  von  mehr  als  einem  beweglichen 
Anziehungscentrum  ausgehenden  Krafte  handelt;  muss  man  sich 
daher  mit  Annahermigen  begniigen^  die  besonders  dadurch 
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ermbglickt  werden,  dass  eine  Kraft  gegeniiber  den  anderen 
weit  iiberwiegt. 


Anmerkung.  Sckliesslich  soil  nock  eine  zweite  Ableitung 
des  Gravitationsgesetzes  aus  den  KeplePscken  Gesetzen  gegeber 
werden,  die  vor  der  vorigen  den  Yorzug  bat,  dass  sie  allgemeiner, 
namlick  auck  auf  andere  Arten  der  Centralbewegung  anwendbar 
ist  und  dass  sie  zugleick  erkennen  lasst,  wie  die  umgekekrte  Auf- 
gabe  gelost  werden  kann,  die  Bakn  des  bewegten  Punktes  zu  be- 
stimmen,  wenn  das  Anziehungsgesetz  gegeben  ist.  —  Zuerst  sckliesst 
man  wieder  nack  dem  Elackensatze  auf  Grund  des  zweiten  Kepler- 
scken  Gesetzes,  dass  die  beobacktete  Bewegung  durek  eine  Central- 

(Pt 

kraffc  zu  erklaren  ist.  Die  Besckleunigung  jp  des  bewegten  Punktes 


fallt  daker  jedenfalls  in  die  Ricktungslinie  des  vom  Anziekungs- 
centrum  nack  ikm  gezogenen  Radiusvektors.  In  dieser  Ricktung 
sei  ferner  nock  ein  Einkeitsvektor  rx  gezogen,  so  dass 

r  =  rt1 

gesetzt  werden  kann.  Daraus  erkalt  man  durch  Differentationen 
nack  der  Zeit 

dx  _  dxx  ,  dr 

dt  1  dt  dt 


dH  _  a  d%  |  9  dpr  dx^  ,  dry 

dP  9  dt 2  '  dt  dt  '  3  dt- 


Da  der  letzte  Wertk  in  die  Ricktung  von  Xt  fallt,  erkalten 
wir  seinen  absoluten  Betrag,  wenn  wir  ihn  auf  XL  projiciren,  d.  h. 
wenn  wir  den  Ausdruck  auf  der  reckten  Seite  gliedweise  mit  rx 
auf  innere  Art  multipliciren.  Wir  finden 


dr  r 


d% 


^  dP 


dP 


_[_  2  Xx 


dr  dxy  -  d~r 


dt  dt  '  dtr 


+ 


Das  zweite  Glied  auf  der  reckten  Seite  versckwindet,  da  xt 
der  Grosse  nack  constant  und  nur  der  Ricktung  nack  veranderlick 
ist,  daker 


rx_L 


dt 


stekt  und  das  innere  Produkt  aus  beiden  gleick  Kull  ist.  Pur  das 
erste  Glied  erkalt  man  durck  einfacke  Umformung 

T  d%  =  d.  (r  (Lh\  ___  dr  dt, 
dt 2  di  \  dt)  dt  dt 

oder,  da  das  erste  Glied  der  reckten  Seite  nack  der  vorkergekenden 
Bemerkung  versckwindet, 

d%  _  _  _ d}\  (  c^i  I  M  _  /^rx\ 2 

Vlf-  ~~  dt  dt  ~~  dt  V  r  \dt)  ‘ 
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Setzt  man  dies  ein,  so  findet  man 

r  d!L  —  _  ,  (*$\* J_ 

T1  dt2  ~  '  \ (It )  *  dt* 


Der  Differentialquotient  giebt  seiner  G-rosse  nacli  die  Winkel- 


gescbwindigkeit  u  an,  mit  der  sich  der  Badiusvektor  t  oder  tx 
drelit  und  da  es  bei  dem  Quadrate  nur  auf  die  absolute  Grosse 
ankommt,  erhalten  wir  daher  schliesslicb  fur  die  Beschleunigung 
des  bewegten  Punktes  den  einfacben  Ausdruck 


dH_  _  (drr_ 
dt*  ^  \dt2 


(47a) 


Diese  Gleicbung  gilt  fur  jede  Centralbewegung,  also  fur  jede 
Bewegung,  von  der  wir  entweder  aus  der  Beobacbtung  wissen,  dass 
die  Sektorengescbwindigkeit  constant  ist  oder  bei  der  von  vorn- 
lierein  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  durcli  eine  Centralkraffc  bervor- 
gebracbt  wird. 

Urn  auf  die  Planetenbewegung  zu  kommen,  nebme  man  die 
scbon  vorber  erwabnte  Gleichung  der  Ellipse  in  Polar-Coordinaten 

b 2 


a— e  cos  9 

liinzu,  aus  der  durcb  Differentation  nacb  der  Zeit  zunacbst 


dr 

dt 


b2 _ 

(a—e  cos  cpy 


r 2 

e  sm  cp  •  u  —  —  -p  ue  sm  cp 


folgt.  Hierbei  ist  aber  noch  zu  beacbten,  dass  r2n  nacb  deni 
Placbensatze  constant  ist  und  gleicli  dem  Doppelten  2  c  der  Sektoren¬ 
gescbwindigkeit  c  gesetzt  werden  kann.  Man  bat  daber  aucb 
dr  2  ce  . 

dt=- 


und  daraus  durcb  nocbmalige  Differentation 
<Pr  2  ce 

di*  =  “  r-  cos  v  ' M 


oder,  indem  man  fur  cos  9  seinen  Wertb  aus  der  Ellipsengleicbung 
einsetzt  und  n  in  r  ausdriickt, 

dsr  2  c  ar — b 2  2  c 

dt 2  7) 2  r  r2 

Setzt  man  diesen  Wertb  in  Gl.  (47a)  ein  und  druckt  aucb 
dort  n  in  c  aus,  so  erhalt  man 

d2X  _  /  4  c2  ar — b 2  4c2\  _  4  era _  4 7t2a5 

W  ~~  \  "P  7s  ~7r)~~x'-‘  fev  ~  —  *i '  W 


wenn  zuletzt  nocb  fur  c  der  frtiber  scbon  dafur  aufgestellte  Wertb 
eingesetzt  wird.  Multiplicirt  man  nocb  mit  der  Masse  m  des  Pla- 
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neten,  so  erhalt  man  wieder  die  friiher  schon  auf  anderem  Wege 
abgeleitete  Formel  (45)  for  das  Gravitationsgesetz. 

Um  ferner  die  nmgekelirte  Aufgabe  zu  losen,  die  zu 
einem  angegebenen  Anziehungsgesetze  geliorige  Bahn  des 
bewegten  Pnnktes  zu  finden,  geht  man  ebenfalls  von  Gl.  (47a) 
aus,  indem  man  sie  mit  dem  fur  das  Anziehungsgesetz  gegebenen 
Ansatze  verbindet.  Fur  das  Hewtontsche  Gravitationsgesetz  z.  B.  ist 

d~x  k 

dt 2  r27 

wenn  k  eine  von  den  Massen  (und  den  gewahlten  Einheiten)  ab- 
hangige  Constante  bedeutet.  In  Yerbindung  mit  Gl.  (47a)  folgt 
daraus 

k  _  d-r  2 _ (Pr_  4  c- 

r-  dt 2  °  U  dt?  r:i 


Hiermit  hat  man  schon  eine  Differentialgleichung,  die  r  als 
Funktion  der  Zeit  darstellt.  Um  daraus  die  Differ entialgleichung 
der  Bahn  zu  finden,  betrachte  man  den  Winkel  op  als  die  un- 
abhangige  Yeranderliche,  von  der  t  und  r  unbekannte  Funktionen 
sind.  Aus 

d  cp _ 2  c 


folgt  dann  zunachst 

dt  r2 


dcp  2c 


oder  auch 


2  c 


dt_ 

dcp 


und  wenn  man  dies  in  Gl.  (47  b)  einsetzt, 

^ 0  ^  dt  dh‘  4 c~ 

dcp  dt 2  r 

wofur  auch 


2  c 

Q 

d  fd 
^  [d 

oder  auch 

o  d 

"  e  dtp 

fdr 

\dcp 

•'tH  1 

II 

+ 

fi$ 

und  schliesslich  auch 

fdr 

\dcp 

.  + *  =  if! 

r-j  1  r 

(47c) 

geschrieben  werden  kann.  Hiermit  ist  die  Zeit  eliminirt  und  man 
hat  die  Differentialgleichung  der  Bahn,  durch"  die  r  als  Funktion 
von  9  dargestellt  wird,  vor  sich.  Die  Integration  kann  leicht 
ausgefiihrt  werden.  Man  fiihre  dazu  eine  neue  Yariable  z  ein7 
indem  man 
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setzt,  wobei  z  ebenso  wie  r  als  Funktion  von  <p  zu  betracbten  ist. 
Dann  folgt 

(U  1  clr 

clcp  r2  dcp 


und  Gl.  (£7 c)  vereinfacht  sick  Hermit  zu 

i  <•>  d-Z  I  7  1  Q 

“  4('  +  *  “  4 

deren  allgemeines  Integral 

£  =  Zc*  "f"  A  s^n  9  H“  B  cos  9 £> 


(47d) 


(47  e) 


lautet,  worm  A  und  JB  die  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  er- 
mittelnden  Integrations- Oonstanten  bedeuten.  Die  Grleickung  der 
Baku  lautet  daker 


4  c 


sin  op  -f-  B  cos  cp 


(47f) 


und  dies  ist  allgemein  die  Gleickung  eines  Kegelscknitts.  Die 
weitere  Diskussion  der  Gleickung  katte  an  dieser  Stelle  keinen  Zweck. 


§  8.  Naherungstheorie  fiir  das  einfache  Pendel. 

An  einem  Faden?  der  als  gewicktslos  und  unausdehnbar 
betrachtet  werden  kann;  hange  ein  kleiner  sckwerer  Korper 
herab,  den  man  als  materiellen  Punkt  ansehen  kann.  Man 
soil  die  Bewegung  angeben,  die  dieser  Punkt  unter  dem  Ein- 
flusse  der  Schwere,  aber  okne  Beriicksichtigung  des  Luftwider- 
standes  und  anderer  Nebenumstande  ausfuhrt,  wenn  er  aus 
seiner  Gleickgewichtslage  gebracht  und  nack  Ertheilung  einer 
mit  den  Bedingungen  der  Aufhangung  yertraglichen,  sonst 
aber  beliebigen  Geschwindigkeit  sich  selbst  uberlassen  wird. 

Audi  das  durch  die  erwaknten  Yoraussetzungen  yerein- 
faekte  Problem  der  Pendelbewegung  mackt  nock  erkeblicke 
Schwierigkeiten.  Diese  yerringern  sick  aber  bedeutend,  wenn 
man  sich  ferner  nock  auf  die  Untersuckung  unendlich  kleiner 
Pendelsckwingungen  beschrankt.  Wirklick  unendlick  kleine 
Schwingungen  konnen  nun  freilick  keinen  Gegenstand  der 
Beobacktung  bilden  und  iiberhaupt  keinen  Anspruch  auf  phy- 
sikalische  Bedeutung  macken.  Sekr  haufig  sind  aber  die 
Scliwingungsbaknen  wenigstens  ziemlich  klein  gegentiber  der 
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Lange  des  Aufhangefadens  und  man  gelangt  dann  zu  einer 
angenaherten  Losung  der  Aufgabe,  die  urn  so  besser  zu- 
trifft,  je  kleiner  jenes  Verhaltniss  in  Wirklichkeit  ist.  Dess- 
lialb  sollen  die  Schwingungen  bier  unter  der  Voraussetzung 
nntersucht  werden,  dass  sie  als  nnendlich  klein  angesehen  werden 
konmten. 

Scbliesslich  soil  zunaehst  ausserdem  noeh  angenommen 
werden,  dass  die  Pendelschwingungen  in  einer  durch  den  Auf- 
hangepunkt  gelegten  lotbrechten  Ebene  erfolgen.  Dass  eine 
solche  Bewegung  iiberhaupt  moglich  ist,  sieht  man  sofort  ein; 
sie  muss  immer  dann  zu  Stande  kommen;  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  in  der  durch  den 
Faden  gelegten  lothrechten  Ebene  enthalten  ist. 

Die  Balm  des  Punktes  ist  ein  nnendlich  kleiner  Kreis- 
bogen;  der  durch  die  tiefste  Lage  geht,  die  der  Punkt  tiber- 
haupt  einnehmen  kann  und  sie  wird  unter  dem  Einflusse  von 
zwei  Kraften  ?  namlich  dem  Grewichte  des  Punktes  und  der 
Fadenspannung  beschrieben.  Der  Punkt  erfahrt  beim  Durch- 
laufen  der  Bahn  neben  Horizontalverschiebungen  auch  Hebungen 
und  Senkungen;  die  aber  von  hoherer  Ordnung  nnendlich  klein 
sind.  Man  kann  daher  von  der  Vertikalbewegung  des  Punktes 
absehen,  falls  man  sich  fiber  all  nur  mit  der  Untersuchung  der 
von  der  ersten  Ordnung  unendlich  kleinen  Grossen  begniigt. 
Freilich  darf  man  dann  z.  B.  den  Satz  von  der  lebendigen 
Kraft  nicht  heranziehen7  denn  da  auch  die  Geschwindigkeit  in 
jedem  Augenblicke  unendlich  klein  bleibt;  ist  die  lebendige 
Kraft,  die  von  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  abhangt, 
ebenfalls  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung. 

Zunachst  schliessen  wir;  dass  die  Resultirende  aus  Gewicht 
und  Fadenspannung  keine  Yertikalcomponente  von  endlicher 
Grosse  haben  kann.  Die  Horizontalcomponente  ist  gleieh 
F  sin  cp  (Abb.  9)  und  daher  mit  cp  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung.  Die  Fadenspannung  F  kann  hiernach  von 
dem  Gewichte  Q  nur  unendlich  wenig  verschieden  sein,  so  dass 
wir  an  Stelle  von  F  sin  cp  auch  Q  sin  99  schreiben  konnen,  oder 
mit  Rucksicht  auf  die  Bedeutung  von  cp  auch 
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wenn  l  die  Fadenlange  bedeutet.  Die  Horizontalbewegung  des 
Punktes  erfolgt  unter  dem  Einflusse  dieser  Hoiizontalcompo- 
nenten  der  Resultirenden  aus  F  und  Q.  Wir  sehen,  dass  die 
Kraft  proportional  mit  dem  Ansschlage  x  und 
nach  der  Gileichgewichtslage  hin  gerichtet  ist. 

Aus  §  4  wissen  wir  aber,  dass  eine  Kraft,  die 
dieses  Gresetz  befolgt,  zu  einer  einfachen  harmo- 
nischen  Schwingung  fiihrt.  Wir  konnen  dalier 
die  Lehren  jenes  Paragraphen  ohne  Weiteres  auf 
den  uns  jetzt  beschaftigenden  Pall  iibertragen. 

Dabei  ist  nur  an  Stelle  der  dort  mit  c  bezeich- 
neten  Constanten  hier  F 


zu  setzen  und  die  Masse  m  irn  Grewiehte  Q  aus- 
zudriicken.  Fiir  die  Dauer  einer  yollen  Schwingung  $ 
erhalt  man  daher  nach  Grl.  (20) 


T 


2  7T 


Abl>.  9. 


Freilich  wird  grade  bei  Pendelschwingungen  sehr  haufig 
nach  einfachen  Schwingungen  oder  ;;Pendelschlagen“  gerechnet. 
So  versteht  man  unter  einem  Sekundenpendel  ein  Pendel;  das 
die  ganze  Schwingungsbahn  einmal  in  einer  Sekunde  zuriick- 
legt7  ohne  die  zuin  Durchlaufen  der  Schwingungsbahn  auf  dem 
Ruckweg  erforderliche  Zeit  mitzurechnen.  Unter  der  Dauer 
eines  Pendelschlages  ist  daher  die  Halfte  des  in  Gil.  (48)  an- 
gegebenen  Werthes  zu  verstehen. 

o  o 


Die  Pendelschwingungen  sind  hiernach,  solange  sie  tiber- 
haupt  nur  als  unendlich  klein  angesehen  werden  konnen, 
isochron,  also  unabhiingig  yon  dem  besonderen  Werthe  des 
xxnendlich  kleinen  Ausschlags.  Auch  die  fruheren  Beti-achtungen 
liber  gedampfte  und  erzwungene  Schwingungen  lassen  sich  sofort 
auf  die  unendlich  kleinen  Pendelschwingungen  iibertragen. 

Ferner  konnen  wir  jetzt  auch  die  Yoraussetzung  fallen 
lassen,  dass  die  Pendelbewegung  eine  ebene  sei.  Sofem  nur 
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die  Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage  stets  unendlich  klein 
bleibt,  ist  die  Resultirende  aus  F  und  Q  nach  der  Gleicli- 
gewichtslage  bin  gerichtet  und  der  Entfernung  yon  ihi  pio~ 
portional.  Die  Horizontalprojektion  der  Balm  des  beWeglichen. 
Punktes  beschreibt  demnach,  wie  wir  aus  §  4  wissen,  eine 
Ellipse ;  deren  Mittelpunkt  mit  der  Gleichgewichtslage  zu- 
sammenfallt  und  die  Schwingungsdauer  ist  ebenso  gross  wie 
im  Falle  der  ebenen  Schwingungen. 


§  9.  Genauere  Theorie  der  ebenen  Pendelschwingungen. 

Die  yorigen  Betrachtungen  reichen  zwar  gewohnlich  fur 
die  Anwendungen  aus.  Bei  grossen  Ausschliigen  werden  sie 
aber  unzuverlassig  und  es  ist  daher  eine  Erganzung  nothig, 
die  jedoch  nur  fur  den  einfacheren  und  praktisch  besonders 
wielitigen  Fall  der  ebenen  Schwingungen  gegeben  werden  soli. 

Wir  miissen  hier  yor  Allem  auf  die  Wege  achten,  die 
der  materielle  Punkt  in  lotbrecbter  Richtung  zuriicklegt.  In 
Abb.  10  sei  a  der  Ausscblag  des  Pendels,  (p  gebe  die  augen- 
bliekliehe  Stellung  an.  Der  Hohenunterschied  beider  Lagen 
a  ist  in  der  Abbildung  mit  g  bezeiclmet.  Er 

/h  ist  gleieli  dem  Unterscbiede  zwischen  den 

Arj  Yertikalprojektionen  der  Fadenlange  1  in  Dei- 
/  Pp\  den  Lagen  und  daher 

i/  /  !  £  —  1  (cos  q)  —  cos  a). 

f  /  'j  Wir  wenden  jetzt  den  Satz  yon  der  leben- 
/  /  j  digen  Kraft  an.  Die  Fadenspannung  F  leistet 

/  /  i  keine  Arbeit ,  da  sie  in  jedem  Augenblicke 

"tv]  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  steht  und 

_  die  Arbeit  yon  Q  ist  fiir  eine  Bewegung  aus 

0  |  der  Lage  cc  in  die  Lage  cp  (oder  umgekehrt) 

t  i  gleich  Qg  (oder  —  Qg).  In  der  Lage  cc  ist 

Abb  l°-  die  Geschwindigkeit  und  mit  ihr  die  leben- 
dige  Kraft  gleich  Null.  Wenn  also  yon  Be- 
wegungswiderstanden  abgesehen  wird,  muss  die  lebendige  Kraft 
in  der  Lage  cp  gleich  Qg  sein.  Wir  haben  also 
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und  berechnen  daraus  die  Geschwindigkeit  v  in  der  Lage  cp  zu 
v  =  ]/2gz  =  Y'2gl  (cos  cp  —  cos  a).  (49) 

Der  Weg  ixn  Zeitelemente  dt  ist  vdt.  Wir  konnen  dafdr 
auch  Idcp  schreiben,  so  dass  also  dcp  die  zur  Zeit  dt  ge- 
Lorige  Richtungsanderung  des  Fadens  bedeutet.  Hiermit  er- 
lialten  wir 

Idcp  =  dt]/2gl  (cos  cp  —  cos  a). 

Diese  Grleichung  losen  wir  nacli  dt  auf;  da  es  nns  vor 
Allem  darauf  ankommen  muss;  die  Zeit  zu  berechnen,  die 
wahrend  der  Bewegung  aus  einer  Lage  in  die  andere  ver- 
streicht.  Wir  finden 


dcp 

y COS  cp  —  cos  a 


’(50) 


Die  ganze  Zeit,  die  der  Punkt  braucht,  um  etwa  aus  der 
Lage  cp  in  die  Lage  a  zu  gelangen,  folgt  hieraus  durch  eine 
Integration  zwischen  den  Grenzen  cp  und  a.  Man  wird  sick 
besonders  fur  die  Zeit  interessiren,  die  zum  Durchlaufen  des 
halben  Schwingungsbogens  yon  cp  ==  0  bis  cp  —  a  erforderlicb 
ist.  Wir  bezeichnen  diese  Zeit  mit  t’  sie  ist  der  yierte  Theil 
der  Dauer  einer  yollen  Schwingung.  Denn  es  ist  klar,  dass 
bei  der  Bewegung  in  umgekehrter  Richtung  (yon  cp  —  a  bis 
cp  =  0)  ebensoyiel  Zeit  yergeht  als  auf  dem  Hinwege,  da  die 
Geschwindigkeit  in  jeder  Stellung  nur  yon  z  abhangt  und 
daher  in  beiden  Fallen  gleich  gross  ist.  *  Das  Gleiche  gilt  aucb 
fur  die  Bewegung  auf  der  anderen  Seite  der  Gleichgewichts- 
lage.  Fur  t  haben  wir  also 


t  =  |/Z  /  . d,f _ 

y  v  cos  cp  —  cos  a 

o  r 


(51) 


Die  einzige  Schwierigkeit  der  genaueren  Theorie  der 
Pendelbewegung  bestebt  nun  darin,  dass  dieses  Integral  nicht 
auf  die  gewohnlichen  einfachen  Functionen  zuruckgefuhrt  werden 
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kann,  sondern  ein  elliptisches  ist.  Da  jedoch  Tafeln  der  ellip- 
tischen  Integrate  berechnet  und  in  yielen  Formelbucbern  ab- 
gedmckt  sind,  ist  darauf  nielit  viel  Gewiclit  zu  legen.  Es 
wird  sich  nur  darum  handeln,  das  Integral  so  umzuformen, 
dass  sein  Zahlenwerth  in  einem  gegebenen  Dalle  ohne  Weiteres 
in  den  Tabellen  aufgeschlagen  werden  kann.  Ein  Techniker, 
der  far  theoretiscbe  Untersucbungen  dieser  Art  gut  yeranlagt 
ist,  thut  auch  wegen  mancher  anderen  Anwendungen  der  ellip- 
tischen  Integrate  gut  daran,  sich  an  iliren  Gebraucb  etwa  ebenso 
zu  gewolinen,  wie  an  den  der  trigonometrischen  Punctionen 
oder  der  Logaritbmen. 

Zum  Zwecke  der  yorzunelnnenden  Umfbrmung  macbe  ich 
zunachst  yon  der  goniometrischen  Formel 

cos  (p  =  1  —  2  sin2  ~ 

Gebrauch.  Mit  ihrer  Hiilfe  geht  Gl.  (51)  liber  in 


a 


An  Stelle  der  Veranderlichen  y  wird  jetzt  eine  neue  Ver- 
anderliche  ip  eingefuhrt  mit  Hiilfe  der  Substitution 

sm  —  =  sin  —  sin  i\  (o  3) 

Hiermit  wird  <p  zn  cc,  wenn  ip  ein  rechter  Winkel  ist.  Um 
dcp  in  dip  ausdr&cken  zu  konnen,  differentiiren  wir  die  Gleichung 
und  erbalten 

.2  =  di>  sin  ~  cos  ip 

und  hieraus,  wenn  wir  cos  |  in  sin  ausdriicken  und  Gl.  (53) 
b  erii  cks  ic  li t  i  gen; 
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Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  Grl.  (52)  geht  diese  iiber  in 

TC 


JLi/jL  ( 

,v,j  i 


2  sin  -x-  cos  ^ 


sin2 1/3)  sin2  *«-  (1  —  sin2^) 


Hier  hebt  sich  aber  cos  im  Zahler  gegen  den  gleichwerthigen 
Faktor  im  Nenner  weg  u.  s.  £  und  man  behalt 


.  a 

sm-  -g-  sin- 


(54) 


Damit  ist  die  verlangte  Umformnng  Yollzogen,  derm  das 
hier  noch  vorkommende  Integral  kann  bei  gegebenem  a  ohne 
Weiteres  in  den  Tafeln  aufgeschlagen  werden.  Es  wird  nach 
Legendre,  von  dem  anch  die  erste  Bereclnmng  der  Tafeln 
herriihrt,  die  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster 
Grattung  genannt  und  mit  dem  Buchstaben  F  bezeichnet,  wobei 

man  den  Werth  Yon  sin~-  und  die  obere  Grrenze  ^  ,  die  an- 

deutet,  dass  das  Integral  ein  Yollstandiges  ist,  in  Klammern 
beifiigt.  An  Stelle  Yon  Grl.  (54)  kann  daher  auch 


J)  (66> 

geschrieben  werden,  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  in 
manchen  Tafeln  an  Stelle  Yon  sin—  kiirzer  ein  einziger  Buch- 


stabe,  gewohnlich  e  geschrieben  ist.  Es  wird  gut  sein,  wenn 
ich  hier  auszugsweise  wenigstens  eiu  paar  Werthe  der  Func- 
*  .  tion  F  anfiihre.  Man  hat  fiir 


0 

0 

II 

3  j(M 

2,5° 

5° 

10° 

P(sin|,f)  =  1,5708 

1,5715 

1,5788 

1,5828 

=  30° 

45° 

60° 

75° 

=  1,6858 

1,8541 

2,1565 

2,7681 

20° 

1,6200 

90°. 


00 
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Man  erkennt  hieraus,  (lass  die  Pendelbewegung  bei  grosserer 
Aussehlagen  nicbt  mehr  isochron  ist.  Wenn  der  Ansschlag  a 

nnr  5°  betragt  (also  y  ==  2;5°j ,  ist  zwar  F  nur  etwa  nm 

des  Werthes,  den  es  far  a  =  0°  annimmt,  yergrossert;  nachhei 
wachst  aber  F  yiel  rascher  und  mit  ihm  die  Schwingungsdauer 
Die  Dauer  einer  yollen  Schwingung  ist  iibrigens,  wie  schor 
yorher  beraerkt  wurde;  das  Vierfache  yon  t1  also 

T =  4  Yj F  (sin  (56; 

Fur  unendlich  kleine  Schwingungen  stinimt  dies  mit  Gl.  (48^ 
des  yorigen  Paragraphen  zusammen;  denn  F  geht  in  diesem 
Falle;  wie  auch  aus  der  kleinen  Tabelle  entnommen  werder 
kann;  in  ~  iiber. 

Fur  solche  Falle  schliesslich7  bei  denen  a  zwar  noch  ziem- 
lich  klein  ist  (yielleicht  zwischen  5°  und  30°);  bei  denen  mar 
sich  aber  mit  der  Genauigkeit  der  Annaherungsformel  (48^ 
nicht  begntigen  kann,  benutzt  man  haufig  eine  andere  Formel 
die  eine  yiel  grossere  Annaherung  gewahrt  und  die  Benutzun^ 
einer  Tabelle  iiber  die  Function  F  entbehrlich  macht.  Diest 
soli  jetzt  auch  noch  abgeleitet  werden.  Hierzu  kniipfe  ich  ar 
Gl.  (54)  an  und  maehe  darauf  aufmerksam,  dass  der  unte] 

dem  Wurzelzeichen  im  Nenner  stehende  Ausdruck  sin2y  sin2^ 
stets  ein  ziemlich  kleiner  echter  Bruch  bleibt.  Hoehstens  kam 
namlich  dieser  Bruch  den  Werth  sin2  ^  annehmen  und  wem 
z.  B.  der  Ausschlag  cc  selbst  30°  betragt,  so  ist  doch  sin2™ 

nur  etwa  0;067;  also  jedenfalls  gering  gegenuber  dem  anderi 
Gliede  1  unter  dem  Wurzelzeichen.  In  solchen  Fallen  kam 
man  mit  geringem  Fehler  die  Wurzel  durch  einen  einfacherei 
Werth  ersetzen.  Ist  namlich  m  eine  Grosse,  die  klein  ist  yoi 
der  ersten  Ordnung,  so  ist  bis  auf  Grossen  yon  der  zweitei 
Ordnung  genau 

Oder  -  -  A==  =  1  +  ™  , 

-  yi  —  m  1 
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wovon  man  sich  am  einfachsten  durch  Ausqnadriren  iiberzeugt. 
Sonst  kann  man  aber  ancb  sagen,  dass  es  sich  hierbei  nur  nm 
eine  Reihenentwickelung  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  fiir 
gebrochene  und  negative  Exponenten  handelt,  die  wegen  des 
an  und  fiir  sich  schon  kleinen  Werthes  von  m  sehr  schnell 
convergiert,  so  dass  man  schon  mit  dem  zweiten  Grliede  ab- 
brechen  kann.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  auch,  dass  sich 
die  Reihe  ohne  Weiteres  fortsetzen  liesse,  wenn  etwa  noch 
eine  hohere  Grenauigkeit,  als  wir  sie  jetzt  anstreben,  verlangt 
werden  sollte. 

Machen  wir  von  dieser  Naherungsformel  Grebrauch,  so  er- 
halten  wir  an  Stelle  von  Grl.  (54) 

71 

1  =  Vy  J  i1  +  l sin2  a sin2^) ch ^ 

o 

Diese  Integration  kann  aber  sofort  ausgefiihrt  werden;  dabei. 
ist  zu  beachten,  dass 

it 

2 

t  J  si n2^(hlj  =  J- 

o 

ist,  eine  Form  el ,  die  auch  sonst  so  haufig  (namentlich  in  der 
Elektrotechnik,  bei  der  Lehre  von  den  Wechselstromen)  ge- 
braucht  wird;  dass  man  gut  thut;  sie  sich  besonders  zu  merken. 
Sie  sagt  aus,  dass  der  durchschnittliche  Werth  von  Sinus- 
quadrat  fiir  alle  Winkel  von  Null  bis  zu  einem  rechten  gleich 

ist,  und  dass  dies  so  sein  muss,  erkennt  man  sofort,  wenn 

man  beachtet,  dass  der  Cosinus  in  diesem  Intervalle,  wenn 
auch  in  umgekehrter  Reihenfolge,  doch  dieselbe  Werthreihe 
durchlauft,  wie  der  Sinus  und  dass  daher  der  durchschnittliche 
Werth  von  Cosinusquadrat  ebenso  gross  sein  muss  als  der 
von  Sinusquadrat.  Da  nun  die  Summe  aus  Cosinusquadrat 
und  Sinusquadrat  stets  1  liefert,  folgt,  dass  jeder  von  beiden 

Mittelwerthen  gleich  *  sein  muss.  Um  das  obenstehende 
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Integral  zu  erhalten,  braucht  .man  nun  bios  den  Mittelwertk 
^  mit  dem  ganzen  Bogen  ,  nach  dem  integrirt  wird,  zu 
multipliciren,  um  das  Resulted;  zu  linden.  Mit  dieser  Be- 

grundung,  die  ohne  Rechnung  angestellt  werden  kann,  merkt 
man  sick  die  Formel  am  besten,  denn  wenn  man  auch  ver- 
gessen  haben  sollte;  wie  viel  das  Integral  ausmacht,  kann  man 
dies  nach  kurzem  Besinnen  auf  Grand  der  yorausgehenden 
TTeberlegung  sofort  wieder  angeben. 

Fiihren  wir  nun  die  Integration  aus,  so  erhalten  wir 


Wenn  a  nicht  zu  gross ;  —  hiermit  erst  recht  nicht  gross  ist, 

kann  man  an  Stelle  des  Sinus,  wenn  man  will;  auch  den  Bogen 
setzen.  Nimmt  man  ausserdem  noch  das  Vierfache,  so  erhalt 
man  fur  die  Dauer  einer  vollen  Schwingung 


Das  letzte  Glied  in  der  Klammer  bildet  das  Correctionsglied 
der  mehr  angenaherten  Formel  gegeniiber  der  gewohnlich  ge- 
brauchten  einfachen  Formel  (48). 


§  10.  Schwingungen  auf  der  Cycloide. 

Beim  Pendel  ist  der  bewegliche  Punkt  genothigt,  auf  einem  ' 
Kreise  zu  bleiben.  Man  gelangt  zu  Bewegungen,  die  den  Pendel- 
schwingungen  ganz  nahe  verwandt  sind,  wenn  man  den  Kreis- 
bogen  durch  irgend  eine  andere  Curve  ersetzt.  Yon  besonderem 
Interesse  ist  hier  namentlick  die  Bewegung  auf  der  Cycloide. 

Man  untersucht  diese  genau  nach  derselben  Methode  wie 
die  Pendelbewegung.  Zunachst  sei  eine  Gleichung  der  Cycloide 
abgeleitet,  wobei  von  der  bekannten  Erzeugungsweise  der 
Cycloide  durch  Rollen  eines  Kreises  auf  einer  Geraden  aus- 
gegangen  werden  soil.  Der  Winkel  tp,  den  die  Tangente  mit 
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der  X-Axe  bildet  (siehe  Abb.  11);  ist  gleich  dem  Winkel,  den. 
die  Sehne  vom  Beruhrungspunkte  des  Erzeugungskreises  nach 


dem  Cycloidenpunkte  mit  der 
Y-  Axe  bildet,  denn  dieseSehne 
geht  durch  den  augenblick- 
lichen  Drehpunkt  des  Erzeu- 
gnngskreises  und  steht  daher 
senkrecht  anf  dem  Wege  des 
erzeugenden  Punktes ;  also 
senkrecht  anf  der  Tangente. 
Hierans  folgt 

dy  .  u 

=  tg  cp  ===  r - - , 

dx  ^  ^  2r  —  y? 


T 


Abb.  11. 


wobei  die  dem  Winkel  (p  gegeniiberliegende  Kathete  einstweilen 
mit  u  bezeichnet  ist.  Fur  u  selbst  findet  man  nach  dem  Satze 
hber  die  Proportionen  der  Abschnitte  yon  Kreissehnen,  die  sich 
schneiden 

M  =Vy(2r  —  y ) 


und.  hiermit  erhalt  man  als  Differentialgleichung  der  Cycloide 


$y  1  / y____ 

dx  Y  2r  —  yJ 


(58) 


mit  deren  Integration  wir  nns  hier  nicht  aufznhalten  branchen. 

Ich  nehme  jetzt  an,  dass  ein  materieller  Punkt  (selbstver- 
standlich  ohne  Reibung!)  yon  einem  Punkte  in  der  Hohe  h 
herabrolle  oder  anch  —  was  fur  die  Vorstellung  gewohnlich 
bequemer  ist,  weil  dann  die  Coordinaten  mit  derZeit  wachsen — , 
dass  der  Punkt  auf  der  Cycloide  hinaufrolle  und  [dass  h  die 
grosste  Hohe  sei,  die  er  hierbei  erreicht.  Dann  kann  nach 
dem  Satze  yon  der  lebendigen'  Kraft  die  Geschwindigkeit  v  in 
der  Hohe  y  genau  wie  beim  Pendel 


v=Y2g(hr—  y) 

gesetzt  werden  und  die  Zeit  dt7  die  beim  Durchlaufen  eines 
Bogens  d$  yerstreicht,  ist 

]F(5ppl,  Dynamik.  2.  Aufl. 


0 
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dt  = 


ds -I  J  dx?  -f-  dy2 

~v  V  igQi—y ) 


%g(h —  ?/) 


oder  wenn  man  den  reciprcjken  Werth  Ton  ^  aus  Gl.  (08) 


einsetzt  _ 


Die  Zeit7  die  der  Punkt  braucht,  um  die  halbe  Sehwingungs- 
bahn  you  y  =  0  bis  y  =  h  einmal  zuriickzulegen7  sei  wieder 
mit  t  bezeichnet.  I)  aim.  ist 


dy 


1 /yQi  —  y) 


(59) 


Hier  ist  aber  das  Integral  viel  leicbter  auszufiikren7  als 
bei  den  Pendelsehwingungen.  Allgemein  ist  namlich 


h 


.  2 
are  sin  — 


h 

2 


y 


? 


wovon  man  sick  durch  Ausfiihrung  der  Differentiation  leicbt 
iiberzeugt.  Nimmt  man  nun  das  Integral  zwischen  den  Grenzen 
0  und  h,  so  erhalt  man 

—  arc  sin  ( —  1)  +  arc  sin  (+  1)  —  v  +  $  ~  ^ 


und  biermit  geht  GL  (59)  liber  in 

Die  Dauer  einer  vollen  Schwingung  auf  dem  Cycloidenbogen 
ist  das  Vierfache  hierYon,  woflir  man  sckreiben  kann 

2,=  23r]/y-  (60) 

Zunachst  erkennt  man  hieraus,  dass  die  Schwingungsdauer  aucb 
fur  Ausschlage  you  beliebiger  endlicher  Grosse  streng  isochron 
ist7  walirend  dies  bei  den  Pendelsehwingungen  nur  fur  kleine 
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Schwingungen  annahernd  zutraf.  Ferner'  lehrt  der  Yergleich 
mit  Grl.  (48),  dass  die  Pendellange,  die  bei  kleinen  Schwingungen 
zu  dem  gleicben  Wertbe  der  Schwingungsdauer  ftihrt,  wie  die 
Schwingung  auf  der  Cycloide,  l  =  4r  gewahlt  werden  muss. 
Es  ist  aber  eine  bier  als  bekannt  vorauszusetzende  Eigenschaft 
der  Cycloide,  dass  der  Krummungshalbmesser  im  Scheitel  gleich 
dem  Yierfachen  vom  Radius  des  Erzeugungskreises  ist.  Dies 
zeigt  uns;  dass  wir  nur  so  lange  auf  einen  Isochronismus  der 
Pendelschwingungen  rechneu  konnen,  als  wir  uns  den  Kreis- 
bogen  durch  einen  kleinen  Cycloidenbogen  vom  gleicben  Kriim- 
mungsradius  ersetzt  denken  konnen.  Je  grosser  der  Ausscblag 
des  Pendels  wird,  um  so  mebr  weicben  die  Cycloide  und  ihr 
Krummungskreis  von  einander  ab,  und  um  so  ungenauer  wird 
es,  wenn  wir  die  eigentlich  nur  fur  die  Cycloide  gtiitige  Formel 
far  die  Schwingungsdauer  auch  bei  der  Pendelbewegung  als 
giiltig  betracbten. 

Es  sei  noch  erwahnt,  dass  man  einen  schweren  Punkt 
leicbt  zwingen  kann,  auf  einer  Cycloide  zu  schwingen;  wenn 
man  ibn  an  einem  Faden  aufhangt,  der  sich  beirn  Scbwingen 
an  zwei  b  eiders eits  Yom  Aufhangepunkte  angebrachte  Backen 
anlegt,  die  nach  der  E volute  der  Curve  begrenzt  sind.  Yer- 
sucbe  mit  solchen  Cycloide npende In  werden  haufig  in  Yor- 
lesungen  fiber  Experimentalphysik  vorgefiihrt,  um  durck  den 
Versucb  nachzuweisen,  dass  die  Schwingungsdauer  unabhangig 
von  der  Grrosse  des  Ausschlags  ist. 

Wegen  der  seither  besprocbenen  Eigenschaft  pflegt  man  die 
Cycloide  auch  als  die  Tautocbrone  zu  bezeicbnen.  Sie  bat 
aber  zugleicb  noch  eine  andere  Eigenschaft,  zu  deren  Be- 
sprechung  ich  jetzt  xibergeben  will  und  der  sie  den  Namen 
Brachistochrone  verdankt.  Sie  ist  namlich  jene  Curve,  auf 
der  ein  Punkt  in  kiirzerer  Zeit  als  auf  jeder  anderen  von  einer 
gegebenen  Stelle  zu  einer  anderen  gegebenen  S telle,  die  tiefer 
liegt  als  die  erste,  hinabrollt. 

Um  die  Aufgabe  in  moglichst  anschaulicher  Form  vorzu- 
bringen*  erinnere  ich  an  den  Riicklauf,  den  man  bei  Kegel- 
bahnen  anwendet,  um  die  Kugeln  den  Spielern  wieder  zu- 

G* 
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zufiihren.  Man  konnte  diesen  Rticklauf  zunaehst  gradlinig 
anordnen;  dabei  wiirde  es  aber  ziemlich  lange  dauern,  bis  die 
Kngel  den  Weg  zuriickgelegt  hatte.  Desshalb  pflegt  man  den 
Rticklauf  im  Anfange  viel  steiler  anzulegen  und  ihn  nacbber 
flacber  verlaufen  zu  lassen.  Der  Gewrnn,  den  man  bierdnrcb 
erzielt,  liegt  obne  jede  Recbnung  auf  der  Hand.  Wenn  die 
Kngel  namlich  sehon  zu  Anfang  ihrer  Bahn  uni  ein  grosses 
Stuck  der  yerfugbaren  Hobe  herabsinkt,  so  erlangt  sie  sebr 
bald  eine  verhaltnissmassig  grosse  Geschwindigkeit,  mit  der 
sie  da, nn  die  gauze  weitere  Babn  durcheilt,  wahrend  sie  bei 
gradlinigepi  Rucklaufe  eine  so  grosse  Geschwindigkeit  erst  gegen 
Ende  ibrer  Bahn  erlangen  konnte. 

Soweit  es  sicb  nur  um  die  Kegelbahn  handelt;  ist  damit 
die  Sacbe  im  Wesentlicben  scbon  erledigt.  Man  wird  gut  thun, 
dem  flacheren  Theile  der  Babn  ein  solcbes  Gref  all  zu  geben;  dass 
die  Bewegungswiderstande  dadurch  ungefabr  aufgehoben  werden 
und  den  hiernacb  yerfugbaren  Rest  des  Gefalles  am  Anfange 
des  Riicklaufes  in  einer  steilen  Curve,  auf  deren  besondere 
Form  praktisch  nicbt  yiel  ankommt,  zusammenzuclrangen.  So 
wird  es  aucb  in  der  Regel  ungefabr  gemacht. 

Man  wird  sicb  aber  auf  Grrund  dieser  Ueberlegungen  sofort 
die  weitere  Frage  steilen,  welche  Gestalt  man  der  Curve  des 
Rucklaufs  geben  miisste,  um  ^bei  Vernacblassigung  von  Be- 
wegungswiderstanden  u.  dgl.  die  allerkurzeste  Zeit  fur  die  Ruck- 
laufbewegung  zu  erbalten.  Dabei  bemerke  icb  noch,  dass 
bierbei  aucb  yon  der  Rotation,  die  die  Kugel  in  Wirklicbkeit 
erlangt,  abgeseben  werden  soil,  damit  wir  sie  mit  Recbt  als 
materiellen  Punkt  anseben  konnen.  Wenn  die  Kugel  niemals 
auf  der  Unterlage  gleiten  konnte,  wiirde  die  gunstigste  Form 
der  Curve  hiervon  freilicb  nicbt  beeinflusst,  da  das  Verhaltniss 
zwiscben  Rotations-  und  Translationsenergie  immer  denselben 
Werth  batte  und  die  Zeitdauer  der  Rucklauf  bewegung  in  jedem 
Falle  nur  im  Ganzen  in  einern  entsprecbenden  constanten  Ver- 
baltnisse  vergrossert  wiirde.  Das  ist  aber,  wie  schon  aus 
Bd.  I,  Aufg.  29,  S.  277  der  2.  Aufl.  bervorgebt,  im  Allgemeinen 
keineswegs  zu  erwarten.  Desshalb  scbon  musseii  sich  zwiscben 
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der  „tbeoretischen“  Losung  des  unter  den  einfacbsten  Be- 
dingungen  behandelten  Problems  und  den  anf  die  Neben- 
umstande  wenigstens  scbatzungsweise  Riicksicbt  nebmenden 
„praktiscben“  Erwagungen  Unterscbiede  einstellen,  die  den 
Werth  der  theoretiscben  Untersucbung  stark  einscbranken. 
Desshalb  pflege  ich  aucb  in  den  Vorlesungen  selbst  diese  Be- 
trachtung  nicbt  mit  vorzubringen;  icb  denke  aber;  dass  es  gut 
sein  wird7  wenn  icb  wenigstens  in  dem  gedruckten  Bucbe  die 
Aufgabe  lose,  da  sicb  docb  wobl  der 
Eine  oder  der  Andere  dafiir  inter- 
essiren  diirfte. 

In  Abb.  12  sei  also  A  die  Stelle7 
in  der  der  materielle  Punkt  seinen 
Lauf  obne  Anfangsgeschwindigkeit 
beginnt  und  B  sei  der  Punkt 7  nacb 
dem  er  in  moglicbst  kurzer  Zeit  langs 
der  Curve  A  B  hinabgleiten  soil.  Die 
Geschwindigkeit  im  Punkte  xy  ist7  wie  wir  scbon  wissen7 

V  =  1 fTgy, 

die  Zeit7  die  zum  Durcblaufen  eines  Babnelementes  els  gebrauebt 
wird7 


und  die  ganze  Zeit  fur  das  Durchlaufen  der  Curve  AB  wird 


a 


wenn  a  die  Abscisse  des  Punktes  B  ist.  Dieser  Ausdruck  soli 
nun  durcb  eine  geeignete  Wabl  der  Curvenform  zu  einem 
Minimum  gemacht  werden.  Die  notbwendige  Bedingung  dafiir 
bestebt  darin7  dass  die  Variation  des  Wertbes  von  die  zu 
einer  willkiirlichen  unendlich  kleinen  Aenderung  der  Curven- 
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form  ffeliort ,  zu  Null  wircl.  Wenn  wir  uns  die  Curve  All 
durch  irgend  eiue  benacbbarte  ersetzt  denken,  wird  sicb  jede 
Ordinate  y  um  ein  kleines  Stuck  Sy  andern  und  wir  baben 
zunacbst  einen  Ausdruck  fur  die  Aenderung  aufzustellen;  die 
dadurcb  in  dem  Werthe  von  t  berbeigefiihrt  vrird.  Zunacbst 
ist  klar,  dass  die  Gresamtanderung  des  Integrals  gleich  der 
Summe  der  Aenderungen  aller  seiner  einzelnen  Elemente  ist. 
Wir  bilden  also  zunacbst  die  Variation 


8 


Der  Ausdruck,  der  sicb  verlindert;  ist  aber  eine  bekannte 
Function  von  y  und  ~  und  wir  konnen  daber  die  Aenderung 
des  ganzen  Ausdrucks  nacb  den  Regeln  der  Differentialrecbnung 
in  den  Variationen  von  y  und  ~  ausdriicken.  Allffemein 
gesagt  ist 


und  wenn  wir  dies  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden,  er- 
halten  wir 


ifun  ist  aber  nach  dem  Begriffe  der  Veranderung,  um  die  es 
sicb  bier  handelt, 

^  dy d (;y  -{-  d'y)  dy d d y 

dx  dx  dx  dx 
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Wir  haben  daher  jetzt  fur  die  Variation,  von  t  Yorlaufig  den 
Ausdruck 


8t  = 


I ft 9 


1  .  l/i  •  (W 

V)  ']/  y?>  V  '  \clxj 


Vv 


dy 


dy 

dx 


V^(‘'+69T) 


ddy 

dx 


dx.  (62) 


Um  ihn  weiter  umzugestalten,  nehmen  wir  am  zweiten 
Gliede  in  der  Klammer  eine  partielle  Integration  yoi*.  Dies 
kommt  darauf  hinaus,  dass  wir  nach  dem  Satze  liber  die 
Differentiation  ernes  Produkts  setzen 


A 

dx 


dy 

dx 


yy + i)') 


d&y 

dx 


tly 


dx 


yd+m 


dy 


8y- 


d 

dx 


dy 

dx 


und  nun  auf  beiden  Seiten  zwischen  den  Grenzen  0  und  a 
integriren.  Wir  erhalten  dann 


Beim  ersten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  liess  sich  namlicli 
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die  Integration  sofort  ansfiiliren  nnd  das  bestimmte  Integral 
ist  gleich  der  Differenz  der  Klammerwerthe  fiir  x  =  0  und 
x—  a.  Non  sind  aber  die  Punkte  A  nnd  JB  der  Curve  fest 
gegeben;  wie  wir  also  aucb  die  Gestalt  der  Curve  sonst  andern 
ruogen;  an  diesen  beiden  Stellen  ist  jedenfalls  dy  —  0. 

Da  nun  dy  in  dem  Klammerwerthe  als  Faktor  vorkommt; 
erkennen  wir;  dass  dieser  Wertb  an  der  oberen  Grenze  x  =  a 
jedenfalls  verscbwindet.  An  der  unteren  Grenze  ist  dieser 
Scbluss  freilich  nicbt  ohne  Weiteres  znlassig,  weil  hier  auch  y 
im  Nenner  zu  Null  wird.  Fur  den  unbestimmten  Ausdruck 

von  der  Form  setzen  wir  daher  nacb  bekannten  Regeln 


Nun  ist  aber 


Das  Y erbaltniss  b eider  Werthe  wird  daher 


und  dies  liefert  wegen  des  Faktors  y  jedenfalls  Null.  In  der 
That  fallt  also  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von 
Gl.  (63)  vollstandig  fort  und  das  auf  der  linken  Seite  stehende 
Integral  kann  ohne  Weiteres  durch  das  Integral  im  zweiten 
Gliede  der  rechten  Seite  ersetzt  werden.  Mit  Riicksicht  hier- 
auf  erhalten  wir  daher  jetzt  an  Stelle  von  Gl.  (62) 
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Dieser  Ausdruck  soil  mm  fur  die  Curve,  die  wir  sucben,  zu 
Null  werden.  Dabei  ist  dy  sonst  ganz  beliebig  wahlbar  und 
nur  an  die  Bedingung  gebunden,  dass  es  an  beiden  Grenzen 
verschwindet.  Das  Integral  kann  daber  nur  dann  fur  jede 
Wabl  von  dy  zu  Null  werden,  wenn  der  Ausdruck  in  der 
eckigen  Klammer  selbst  Null  ist.  Denn  ware  dies  nicbt  an 
jeder  Stelle  der  Curve  der  Fall,  so  konnte  man  dy  tiberall  so 
wahlen,  dass  es  gleiches  Vorzeichen  mit  dem  Ausdrucke  in  der 
eckigen  Klammer  batte  und  dann  wiirde  das  Integral  als  eine 
Summe  von  lauter  positiven  Gliedern  jedenfalls  nicbt  zu  Null. 
Fur  die  durcb  diese  Verschiebungen  dy  neugewonnene  Nacbbar- 
curve  ware  dann  dt  jedenfalls  negativ,  d.  b.  die  zuerst  ge- 
gebene  Curve  beansprucbte  eine  langere  Fallzeit  t  als  die  neu- 
gefundene.  Als  notliwendige  Bedingung  fur  die  Bracbistocbrone 
baben  wir  daher 


Durcb  Ausfubrung  der  Differentiation  im  zweiten  Gliede  und 
nach  einer  Reihe  elementarer  algebraiscber  Umformungen  des 
zxmacbst  ziemlich  weitlaufig  herauskommenden  Ausdrucks  auf 
der  linken  Seite  geht  die  Gleicbung  uber  in 


cPy 

dx* 


—  0. 


Da  sie  fiir  alle  Wertbe  von  x  gultig  sein  soil,  kann  dies  nur 
dadurcb  gescbeben,  dass  der  Zabler  uberall  zu  Null  wird.  — 
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Wir  haben  also  fur  die  gesuchte  Curve  die  Differentialgleichung 


(65) 


Um  sie  zn  integriren,  multiplieiren  wir  zunachst  mit 


dy 
d  x 


und  erhalten 


2«  **  ^ 

J  dx  dx2 


^  =  0. 

d  x 


Die  beiden  ersten  Glieder  der  linken  Seite  lassen  sich  nun  zu 
einem  einzigen  Differentialquotienten  nacli  x  zusammenfassen, 
so  dass  die  Gleichung  in  der  Form 


d_ 

dx 


dy 

dx 


=  0 


geschrieben  werden  kann.  Die  Integration  liefert 

»69’+»-c, 


also  bei  Auflosung  nach  dem  Differentialquotienten 

dJL  =  +  y~c-y.  am 

dx  —  r  y  s 

Der  Vergleich  mit  GL  (58),  die  wir  fruher  als  Differential- 
gleichung  der  Cycloide  ermittelt  hatten;  zeigt  schon,  dass  die 
gesucbte  Curve  eine  Cycloide  ist.  Man  muss  dabei  nur  auf 
die  jetzt  etwas  anders  gewahlte  Bezeicbnung  achten.  Schreibt 
man  an  Stelle  von  G  —  y  klirzer  z7  so  geht  Gl.  (60)  liber  in 


dz 

dx 


und  diese  Gleichung  fur  die  von  unten  her  gezahlte  Ordinate  -z 
stimmt  nun  ganz  mit  Gl.  (58)  tiberein;  wenn  man  G  —  2  r 
setzt.  Die  Integrationsconstante  C  giebt  hiemach  den  Durch- 
messer  des  Rollkreises  an,  durch  den  man  sich  die  Cycloide 
erzeugt  denken  kann. 

Auch  die  endliche  Gleichung  der  Cycloide  kann  aus 
Gl.  (66)  sofort  durch  eine  einfache  Quadratur  gefunden  werden. 
Man  schreibt  die  Gleichung  in  der  Form 


dx=dyy  (x_y 
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und  erhalt  hieraus  durch  Integration 

x  —  K —  YCy  — y 2 —  —  arc  sin  (  £— *-•  (67) 

Die  neu  auftretende  Integrations  constante  K  folgt  aus  der 
Bedingung,  dass  die  Curve  durch  den  Punkt  A  gehen  soli. 
Eur  x  —  0  muss  daher  auch  y  =  0  sein,  also 

0  —  K  —  i}  arc  sin  (T) 

und  hieraus 

k  =  a 

4 

Durch  zwei  Punkte  A  und  B  kann  man  unendlich  viele  Cy- 
cloidenbogen  mit  senkrechter  Axe  legen.  Unter  diesen  besitzt 
aber  nur  ein  einziger  die  von  uns  verlangte  Mininmmseigen- 
schaffc,  denn  auch  die  andere  Integrations  constante  G  wird 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  Curve  durch  den 
Punkt  JB  gehen  soli.  Anstatt  aber  die  Coordinaten  von  B  in 
die  Cycloidengleichung  einzusetzen  und  die  sich  hieraus  er- 
gebende  transcendente  Grleichung  nach  C  aufzulosen,  bedenkt 

man  einfacher,  dass  nach  Grl.  (66)  fur  y  =  0  jedenfalls  |  =  oo 

werden  muss,  d.  h.  dass  die  Tangente  der  Curve  dort  in  loth- 
rechter  Richtung  geht.  Der  materielle  Punkt  beginnt  daher 
seine  Fallbewegung  auf  der  Curve  zuerst  lothrecht  nach  ab- 
warts.  Oder  mit  anderen  Worten:  die  Horizontale  durch  A 
ist  die  Gerade,  auf  der  der  Erzeugungskreis  vom  Durchmesser 
G  rollen  muss,  um  die  Cycloide  zu  beschreiben.  Denkt  man 
sich  nun  alle  Cycloiden,  die  dieser  Bedingung  geniigen,  vom 
Punkte  A  aus  gezogen,  so  sind  alle  ahnliche  und  ahnlich 
liegende  Curven  und  nur  eine  von  ihnen  geht  durch  den 
Punkt  B.  Man  findet  aber  diese  sofort  heraus,  wenn  man 
zuerst  nur  irgend  eine  Cycloide  construirt  und  dann  die  Yer- 
bindungsgerade  AB  zieht  (vgl.  Abb.  13  a.  f.  S.),  deren  Schnitt- 
punkt  mit  der  Cycloide  B'  heissen  moge.  Wenn  etwa  AB" 
kleiner  ist  als  AB,  muss  man  hierauf  die  Cycloide  im  Verhalt- 
nisse  AB  :  AB'  vergrossern  (vom  Aehnlichkeitscentrum  A  aus), 
worauf  die  gesuchte  Brachistochrone  gefunden  wird. 
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Wenn  die  horizontale  Entfernung  beider  Punkte  erheblich 
grosser  ist  als  die  yertikale  (wie  bei  der  Kegelbahn)  erlangt 
die  Brachistochrone  die  in  Abb.  13  angegebene  Gestalt.  Die 

A  Kugel  sinkt  zuerst  yiel 
tiefer,  erlangt  dadurch 
eine  erheblich  grossere 
Geschwindigkeit  nnd 
kann  daher  den  etwas 
grosseren  Weg  doch  in 
kiirzerer  Zeit  zuriick- 


legen,  als  bei  einer  flaeheren  Form  des  ftiicklaufs.  Die  Zeit 

die  nun  mindestens  nothig  ist,  uni  den  Punkt  auf  der  gunstigsten 

Curve  bios  durch  den  Einfluss  der  eigenen  Schwere  von  A 

nach  B  gelangen  zu  lassen,  folgt  leicht  aus  Gl.  (59).  Fur  die 

in  Abb.  13  angep'ebenen  Verhaltnisse  wird  diese  Zeit 

”1  /  ;•  (  3  7t  .  .  r  —  h'  \ 

t==  VJ  |T  +  arcsm  -r  ), 

wobei  lh  direct  o'e^eben  und  r  aus  der  vorher  beschriebenen 

o  o 

Construction  zu  entnehmen  ist. 

Ein  Zahlenbeispiel  moge  dies  noch  naher  erlautern.  Die 
horizontale  Entfernung  der  Punkte  A.  und  B  sei  10  in,  der 
Hohenunterschied  1  m.  Dann  ist  die  zum  Durchlaufen  einer 
gradlinigen  Bahn  zwischen  A  und  B  erforderliche  Zeit,  wenn 
auf  Bewegungswiderstande  und  auf  die  durch  das  Rollen  der 
'Kugel  herbeigefuhrte  langsamere  Bewegung  wie  seither  schon 
keine  Rucksicht  genommen  wird,  gleich  4,52  sec.  Yerbindet 
man  dagegen  A  und  B  durch  eine  Kreisbahn,  die  in  B  eine 
horizontale  Tangente  hat,  so  wird  die  Zeit  gleich  3,57  sec. 
Fur  die  Brachistochrone  endlich  berechnet  sich  die  Zeit  auf 
2,06  sec. 

Will  man  die  rollende  Bewegung  berlicksichtigen,  ninimtr 
aber  dafiir  an,  dass  in  keinem  Falle  ein  Gleiten  der  Kugel 
vorkame,  so  beachte  man,  dass  zur  Geschwindigkeit  v  des 
Kugelmittelpunktes  eine  Winkelgeschwindigkeit  gehort,  wenn 

q  den  Kugelradius  bedeutet.  Die  ganze  lebendige  Kraft  L  der 
Kugel  ist  daher 


§  10.  Schwingungen  auf  der  Cycloide. 
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oder,  wenn  man  fur  das  Tragheitsmoment  0  der  Engel  seinen 
Werth 


einsetzt  (vgl.  Bd.  I,  S,  278,  2.  Auflage),  so  folgt 

L  =  Q,7  $-v\ 

Die  lebendige  Kraft  ist  gleicli  der  von  der  Schwere  geleisteten 
Arbeit,  also  ebenso  gross  als  die  lebendige  Kraft  des  mate- 
riellen  Punktes  sein  wiirde,  wenn  er  nur  gleitete  und  nicht 
rollte.  Daher  wird  v  jetzt  iiberall  gegenuber  dem  fruher  vor- 

ausgesetzten  Falle  im  Verhaltnisse  ~j/-^  verkleinert  und  die 
Zeit  zum  Dnrchlaufen  der  Balm  in  alien  yorher  betrachteten 
Fallen  im  Yerhaltnisse  |//y  =  1,183  vergrossert. 

Schliesslich  sei  nocli  darauf  hingewiesen,  dass  die  Cycloide 
ihre  Eigenschaft  als  Bracbistoclirone  auch  zwischen  irgend  zwei 
beliebig*  auf  ihr  ausgewahlten  Punkten  behalt,  wie  schon  daraus 
hervorgeht,  dass  es  sonst  moglich  sein  miisste,  aucb  bei  der 
ganzen  vorber  betracbteten  Bahn  durch  eine  Abanderung  der 
Curve  zwiscben  diesen  beiden  Punkten  eine  klirzere  Fallzeit 
herbeizufiihren.  Man  muss  nur  beachten,  dass  in  diesem  Falle 
der  materielle  Punkt,  wenn  er  in  den  Anfangspunkt  des  be¬ 
tracbteten  Curvenstiicks  gelangt,  schon  eine  gewisse  Gescbwindig- 
keit  besass,  wahrend  seitber  immer  yorausgesetzt  wurde,  dass 
die  Bewegung  yom  oberen  Punkt  A  aus  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit  Null  beginnen  sollte. 

Wird  also  die  Aufgabe  gestellt,  eine  Brachistochrone 
zwiscben  zwei  Punkten  A  und  JB  anzugeben,  unter  der  Vor- 
aussetzung,  dass  der  bewegliche  Punkt  mit  einer  gegebenen 
Anfangsgescbwindigkeit  v0  in  A  auf  die  Babn  gebracht  wird, 
so  berecbne  man  zunachst 
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Diese  Grosse  h"  giebt  an;  um  wie  viel  die  Abscissenaxe  oder 
mit  anderen  Worten  die  Gerade,  auf  der  der  Erzeugungskreis 
der  Cycloide  rollt;  uber  dem  Punkte  A  liegt.  Dann  bat  man 
eine  hierzu  geborige  Cycloide  durch  die  Punkte  A  und  B  zu 
legen;  diese  ist  die  verlangte  Brachistochrone.  Die  Aufgabe 
ist  durcb  die  genannten  Angaben  eindeutig  bestimmt  und 
kaun  auf  constructiyem  Wege  mit  Beriicksicbtigung  des  Um-' 
standes,  dass  alle  Cycloiden  einander  ahnlich  sind,  leicht  gelost 
werden. 


Aufgaben. 

1.  Aufgabe .  Was  folgt  aus  dem  Fldchensatze ,  wenn  man  ihn 
auf  den  schicfen  Wurf  eines  Steines  im  luftleeren  Raume  anwendet ? 

L 6 sung.  Als  iiussere  Kraft  wirkt  an  dem  Steine  nur  die 
Schwere.  Wir  konnen  uns  diese  vom  ,,Mittelpunkteu  der  Erde 
ausgehend  denken  und  sie  sonacb  als  eine  Centralkraft  aulfassen. 
Dann  muss  fur  diesen  Punkt  als  Momentenpunkt  das  statische 
Moment  der  Bewegungsgrosse  constant  sein.  Um  dieses  Moment 
fur  irgend  eine  Stelle  der  Wurfbabn  zu  bereclmen,  denken  wir  uns 
den  Hebelarm  dahin  gezogen  und  die  dazu  senkrechte  Componente 
der  Geschwindigkeit  mit  ilim  multiplicirt.  Gegeniiber  dem  Erd- 
lialbmesser  sind  aber  die  Erbebungen  der  Wurfbabn  nur  sebr  klein 
und  wir  konnen  daber  die  Hebelarme  fur  alle  Stellen  der  Wurf¬ 
babn  als  gleicb  gross  anseben.  Daber  muss  auch  der  andere  Faktor 
des  statiscben  Moments  constant  sein,  d.  b.  die  Horizontalcompo- 
nente  der  Gescbwindigkeit  wird  wabrend  des  Wurfes  nicbt  geiindert. 

Hiermit  sind  wir  freilicb  nur  zu  einem  Resultate  gelangt,  das 
yorher  scbon  aus  einfacberen  Betracbtungen  bekannt  war.  Wie 
scbon  friiber  bemerkt  wurde,  zeigt  sicb  aber  der  Nutzen  des  Placben- 
satzes  erst  bei  Aufgaben  uber  Punkthaufen  oder  iiber  starre  Korper 
im  rechten  Lichte.  Bei  der  Dynamik  des  einzelnen  materiellen 
Punktes  kann  er  gewobnlicb  leicbt  entbebrt  werden. 

Wenn  die  Wurfbabn  als  sebr  bocb  im  Vergleicbe  zum  Erd- 
lialbmesser  vorausgesetzt  wird,  ist  es  freilicb  nicbt  mebr  zuliissig, 
den  Hebelarm  uberall  als  gleicb  gross  anzuseben.  In  der  That 
wird  aber  aucb  dann  die  ganze  Bewegung  ge&ndert.  Der  Stein 
(z.  B.  ein  Meteorstein,  der  in  die  ISTabe  der  Erdoberflacbe  gelangt) 
bewegt  sicb  dann  im  Allgemeinen  nicbt  mehr  in  einer  Parabel, 
sondera  langs  eines  elliptiscben  Bogens,  wie  es  bei  der  Planeten-. 
bewegung  besprocben  wurde  (oder  aucb  langs  einer  Hyperbel). 
Die  Wurfbahn  darf  daber  immer  nur  so  lange  als  Parabel  auf- 
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gefasst  werden,  als  ihre  Abmessungen  wirklicli  als  klein  gegeniiber 
dem  Erdhalbmesser  vernachlassigt  werden  konnen. 

2.  Aufgal)  e.  Von  einem  Amiehungscentrum  geht  eine  Kraft 
aus,  die  im  Abstande  a  die  G-rosse  Pa  hat  und  dem  Quadrate  der 
Entfernung  umgehehrt  proportional  ist  Wie  gross  ist  das  Potential 
des  Kraftfeldes  im  Alstande  %,  wenn  die  willMrliche  Constante,  die 
darin  vorhommt,  so  gewahlt  wird ,  dass  das  Potential  in  unendlicher 
Feme  m  Nidi  wird? 

L  6  sung.  Wir  wahlen  als  Integrations weg  eine  vom  An- 
zielinngs centrum  ausgebende  Gerade  und  als  Anfangspunkt  0  den 
unendlich  fernen  Punkt  dieser  Geraden.  Dann  ist  in  Gl.  (10) 

VA  =  V( 

o 

die  Constante  Vq  gleich  ISTull  zu  setzen.  Wir  haben  daher 


Hier  sind  und  d%  entgegengesetzt  gerichtet.  Im  Abstande  z  ist 


und,  wenn  wir  fur  d8  jetzt  dz  scbreiben,  erhalten  wir 
00 

*  v==-Jjp <Sdz 

X 

Fur  den  Fall  der  Abstossung  anstatt  der  Anzieliung,  wie  er 
bei  elektrostatischen  Untersucbungen  yorliegt,  wird  dagegen  V 
positiv.  Es  giebt  dann  sofort  die  potentielle  Energie  an,  die  da- 
durcli  bedingt  wird,  dass  sich  der  bewegliclie  Punkt  im  Abstande  x 
von  dem  Abstossungscentrum  befindet.  In  diesem  Falle  wird  nam- 
licb  die  potentielle  Energie  bei  unendlicher  Entfernung  des  beweg- 
lichen  Punktes  zu  Null  und  dadurch  wird  die  Wahl,  die  fur  die 
willkurliche  Constante  getroffen  wurde,  gerechtfertigt.  Fur  den  Fall 
der  Anziehung  dagegen  wird  die  potentielle  Energie  um  so  grosser, 
je  mehr  der  Abstand  wachst  und  das  mit  derselben  Wahl  der  Con- 
stanten  berechnete  V  kann  daher  nicht  mehr  als  Ausdruck  fiir  die 
potentielle  Energie  angesehen  werden.  Immerhin  ist  es  auch  in 
diesem  Falle  gebrauchlich,  das  Potential  derart  zu  bestimmen,  dass 
es  in  unendlicher  Entfernung  verschwindet. 
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3 .  Aufgabe.  Man  soil  fur  beliebig  vertheilte  gegebene  Massen, 
die  nach  dem  Gravitationsgesetze  auf  einen  anderen  MassenpwM 
einwirken,  das  Potential  des  von  ihnen  erzeugten  Gravitationsfcldes 
berechnen. 

Losung.  Ein  Yolumenelement  der  Massenvertbeilung  sei  mit 
dr  bezeiclinet  (Abb.  14),  die  Dicbte  der  Massenvertbeilung  an 
j 3A  dieser  Stelle  mit  ,u  und  ibr  Abstand 
s von  ^em  Punbte  A ,  fur  den  man  daa 
f  /A  Potential  V  berecbnen  soli,  mit  r.  Dann 

\  ist  nacb  der  Losung  der  vorigen  Auf- 

/  ^ z  gabe  das  von  der  Masse  j a  dr  fur  sicb 

j  berriihrende  Potential  bekannt  und  man 

\  j  braucbt  nur  die  Summe  aller  dieser 

\  /  Wertbe  fur  die  einzelnen  Massenelemente 

V  zu  nebmen,  um  V  zu  erbalten.  —  Recbnet 

14  inan  ferner  mit  astronomiscben  Massen- 

einbeiten,  so  wird  fur  die  Masse  1  im 
Abstande  a  =  1  das  von  ibr  berriibrende  Pa  zu  1  und  man  kann  in 
der  Losung  der  vorigen  Aufgabe  die  Paktoren  Paa 3  streicben,  wo- 
gegen  die  Masse  die  an  Stelle  der  Masse  1  tritt,  als  neuer 

Faktor  beizufiigen  ist.  Man  erbalt  daber 


r r iidr 

--j--, 


wobei  sicb  die  durcb  das  Integralzeicben  angedeutete  Summirung 
iiber  den  ganzen  von  Massen  erfullten  Raum  zu  erstrecken  bat.  — 
Bei  elektrostatiseben  Aufgaben  kebrt  sicb  aucb  bier  das  "V orzeicben 
des  Potentials  um,  da  sicb  elektriscbe  Massen  gleicben  Yorzeicbens 
abstossen. 

4.  Aufgabe .  Drei  feste  PunMe  A,B,C,  die  mit  den  Massen 
mx,  m%,  mz  behaftet  sind,  uben  auf  einen  in  derselben  Phene  liegen- 
m,z  den  beweglichen  Prnht  Centrallcrdfte  aus , 
J*  die  den  Massen  proportional ,  von  den  Pnt- 
*2/  fernungen  dber  imabhdngig  sind.  Man  soil 
das  Potential  dieser  Krdfte  berechnen  wnd 
ferner  ermitteln,  an  tvelcher  Stelle  es  zu 
jr*  einem  Minimum  wird . 

+  Losung.  Wir  berecbnen  zunacbst 

Abb.  is.  das  Potential,  das  von  einer  einzigen 

Masse  m1  bermbrt.  Den  Anfangspunkt  0 
des  Integrationswegs  lassen  wir  mit  m1  zusammenfallen  und  inte- 
griren  von  da  aus  langs  einer  graden  Linie  weiter  bis  zmn  Ab¬ 
stande  rv  In  der  Formel 


Aufgaben. 
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ist  jetzt  $P  constant  unci  die  Summe  alter  d%  liefert  rv  Hierbei 
ist  nnr  zu  beacbten,  dass  und  d$  entgegengesetzt  gericbtet  sind, 
das  Produkt  claher  negativ  ist.  Ferner  ist  tp  proportional 

mit  mv  Hierbei  wiirde  nock  ein  Prop ortionalitatsfaktor  auftreten, 
den  wir  uns  aber  durcb  eine  passende  Wahl  der  Masseneinheit  der 
Einfachheit  halber  vermieden  denken  wollen.  Die  Anziehung,  die 
von  jedexn  m  ausgeht,  soli  also  unmittelbar  durch  den  Werth  von 
m  selbst  angegeben  werden.  Dann  wird 

Vx  =  Vo  +  m1rv 

Das  Potential  des  von  alien  drei  Massen  herruhrenden  Kraffcfeldes 
ist  gleicli  der  Summe  von  drei  nach  diesem  Muster  gebildeten 
Gliedern.  Die  Summe  der  drei  willkurlichen  Constanten  Vo  konnen 
wir  uns  hierbei  zu  einer  einzigen  willkurlichen  Constanten  0  zu- 
sammengefasst  denken.  Wir  erhalten  demnach 

1  =  "j"  ^  ' 

wobei  wir  der  willkurlichen  Constanten  C  schliesslich  auch  zur 
}  weiteren  Yereinf  achung  den  Werth  Null  beilegen  konnen. 

Um  schliesslich  zu  ermitteln,  wo  V  zu  einem  Minimum  wird, 
beachten  wir,  dass  an  dieser  Stelle  fur  jede  Yerschiebung  in  irgend 
einer  Richtung  d  V  =  0  sein  muss.  Zugleich  giebt  aber  d  V  die 
Summe  der  von  alien  Kraften  herruhrenden  Arbeitsleistungen  an, 
die  zu  diese#  Yerschiebung  gehoren.  Nach  dem  Princip  der  vir- 
tuellen  Geschwindigkeiten  schliessen  wir  daher,  dass  die  von  den 
drei  Massen  ausgehenden  Kraffce  sich  an  dem  beweglichen  Punkte 
,  in  der  gesuchten  Stelle  im  Gleichgewichte  halten  mussen.  Auf 
Grund  dieser  Betrachtung  lasst  sich  der  Ort  des  Potentialminimums 
leicht  ermitteln.  Die  Grosse  der  Krafte  ist  namlich  gegeben  und 
damit  auch  die  Gestalt  des  Kraftedreiecks ,  zu  dem  sie  sich  zu- 
sammensetzen  lassen  mussen.  Nur  die  Richtungen  der  Seiten  sind 
einstweilen  unbekannt.  Wir  construiren  aber  einstweilen  das  Dreieck 
in  irgend  einer  Lage.  Dadurch  erfahren  wir,  welche  Winkel  die 
Kraftrichtungen  am  Orte  des  Potentialminimums  mit  einander  bilden 
mussen.  Die  Winkel  der  Yerbindungslinien  des  gesuchten 

Punktes  mit  den  Massenpunkten  m1m2ni2)  sind  die  Supplements  der 
Dreiecks winkel.  Man  braucht  also  nur  uber  den  Yerbindungslinien 
von  je  zwei  Massenpunkten  einen  Kreisbogen  zu  schlagen,  der  den 
,  seiner  Grosse  nach  bekannten  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst. 

POppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  7 
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Dann  sebneiden  sicb  alle  drei  Kreisbogen  im  Orte  des  Potential- 
minimums. 

In  Abb.  16  ist  diese  Construction  unter  der  Voraussetzung 
ausgefiibrt,  dass  sick  m1 :  w2  :  m3  wie  2:3:4  verbalten.  0  ist  der 
Ort  des  Potentialminimums. 

Aus  der  Construction  erkennt  man  zugleich,  dass  das  Potential 
im  vorliegenden  Falle  nur  an  einer  Stelle  zu  eineni  Minimum  werden 


kann.  Perner  kann  0  auf  dem  angegebenen  Wege  nur  dann  ge- 
funden  werden,  wen n  jede  Masse  kleiner  ist,  als  die  Summe  der 
beiden  anderen.  Im  entgegengesetzten  Falle  nimmt  das  Potential 
seinen  kleinsten  Absolutwertb  dort  an,  wo  sicb  die  grosste  Masse 
befindet. 

Anmerhung .  Centralkraffce,  die  unabbangig  von  der  Ent- 
fernung  sind,  kommen  in  den  zur  Mechanik  geborigen  Anwendungen 
der  Potentialtbeorie  kaum  in  Wirklicbkeit  vor.  Man  kann  aber 
ein  sebr  treffendes  Beispiel  anfubren,  das  sicb  den  vorausgehenden 
Betracbtungen  eng  anscbliesst  und  das  scbon  desbalb  von  Nutzen 
ist,  weil  es  den  wicbtigen  BegrifF  des  Potentials  von  einer  neuen 
Seite  ber  zeigt,  die  geeignet  ist,  ibn  dem  Anfanger  vertrauter  und 
verstandlicber  zu  macben.  In  diesem  Sinne  sind  die  nachfolgenden 
Betracbtungen  aufzufassen. 

Enter  den  Massen  m  stelle  man  sicb  jetzt  die  Einwobner- 
zablen  von  drei  Bor  fern  vor,  die  die  durcb  Abbildung  15  Oder  16 
gegebene  Lage  zu  einander  baben.  Das  Gelande  sei  vollstandig 
eben  und  an  Stelle  des  beweglicben  Punktes  stelle  man  sicb  das 
Projekt  fur  irgend  ein  Grebaude  vor,  das  den  Bedtirfnissen  aller 
drei  Ortscbaften  dienen  soli,  also  etwa  den  Babnbof  einer  neu  zu 
erbauenden  Babn,  der  mit  gleicber  Leicbtigkeit  an  jeder  Stelle  des 
in  Frage  kommenden  Gelandes  erricbtet  werden  konnte  und  um 
dessen  genauere  Lage  sicb  die  Einwobner  der  drei.Borfer  streiten 
sollen.  Jedes  Dorf  will  den  Babnbof  so  nabe  als  moglicb  baben 
und  die  Einwohnerscbaft  sucbt  auf  die  Beborde,  von  der  die  end- 


gtiltige  Entsclieidung  liber  den  Bauplatz  abbangt,  im  Sinne  der 
Interessen  ibres  Dorfes  durcb  die  in  solcben  Fallen  gebraucblicben 
Mittel  einzuwirken.  Die  Beborde  wird  sich  benriiben,  einen  billigen 
Ausgleicb  zwiscben  den  sieb  widerstreitenden  Interessen  der  ver- 
scbiedenen  Dorter  zu  linden.  —  Man  kann  bier  in  der  That  in 
einem  iibertragenen  Sinne  von  den  Kraften  sprecben,  mit  denen 
die  Dorfer  das  Streitobjekt  an  sicb  beranzuzieben  sucben.  In  Er- 
mangelung  anderer  Unterlagen  wird  man  aucb  die  Kraft,  die  bierbei 
von  jedem  Dorfe  ausgebt,  proportioal  der  Einwobnerzabl  setzen 
diirfeiv,  es  wtirde  ja  andernfalls  aucb  frei  steben,  besonders  ein- 
tiussreicbe  Einwobner  durcb  eine  entsprecbend  erbobte  Einscbatzung 
der  Einwobnerzabl  in  Recbnung  zu  stellen.  Ferner  ist  aucb, 
worauf  es  im  Zusammenbange  mit  der  vorausgebenden  Aufgabe 
besonders  ankommt,  anzunebmen,  dass  die  Kraft  unabbangig  von 
der  Entfemung  ist.  Jeder  will  den  Babnbof  so  nabe  als  moglicb 
baben  und  jeder  Kilometer  Weg,  der  dabei  erspart  werden  kann, 
ist  gleicb  willkommen  und  wird  ebenso  lebbaft  angestrebt,  ob  nun 
dadurcb  die  Entfemung  von  5  auf  4  oder  von  3  auf  2  Kilometer 
berabgesetzt  wird. 

Fur  einen  gerechten  Ausgleicb  wtirde  man  in  einem  solcben 
Falle  wobl  den  Punkt  0  in  Abb.  16  empfeblen  konnen,  da  sicb 
die  von  den  verscbiedenen  Dorfern  auf  ibn  ausgeubten  Krafte  in 
ibm  im  Gleicbgewicbte  balten.  Ware  freilicb  das  eine  Dorf  grosser 
als  die  Summe  der  beiden  anderen,  so  mtisste  man  wobl  den 
Babnbof  bei  ibm  erricbten;  die  anderen  Interessenten  wiirden  gegen. 
diese  Wabl  scbwerlicb  aufkommen  konnen. 

Seben  wir  nun  zu,  welcbe  Rolle  im  vorliegenden  Falle  dem 
Potentialbegriffe  zugewiesen  ist.  Wir  fanden,  dass  der  Ausdruck 
fur  das  Potential 

y  =  +  vz  +  »v3 

gesetzt  werden  kann  und  hierfur  lasst  sicb  sofort  eine  anschau- 
licbe  Deutung  angeben.  V  ist  n&mlicb  gleicb  der  Summe  der 
Wege,  die  von  den  Bewobnern  aller  drei  Dorfer  gemacbt  werden 
miissen,  wenn  sie  sicb  von  ibren  Wobnorten  aus  unter  Eiohaltung 
des  nacbst  moglicben  —  also  gradlinigen  —  Weges  alle  an  dem 
Punkte  versammeln  wollen,  der  fur  die  Erbauung  des  Babnbofes 
in  Aussicbt  genommen  ist.  V  giebt  also  eine  gewisse  Anzabl 
von  Personenkilometera  an,  d.  b.  es  bat  eine  Dimension,  die  sicb 
zwar  nicbt  auf  die  Fundamentaleinbeiten  der  Mecbanik  zuruckr 
fubren  lasst,  die  aber  dem  tecbniscben  Eisenbabnbeamten  scbon 
durcb  andere  Betracbtungen  sebr  vertraut  ist. 

Wenn  .der  Bahnhof  flort  errichtet  wird,  wo  sicb  die  von  den 


100  Erster  Absebnitt.  Dynamik  des  materiellen  Punktes. 

Dorfern  geltend  gemacbten  Anziebungskrafte  ini  Gleicbgewicbte 
balten ,  wird  das  Potential  zu  einem  Minimum,  d.  b.  bei  dieser 
„giinstigstenu  oder  „gerecbtesteiiu  Wabl  des  Platzes  ist  der  durcb- 
scbnittlicbe  Weg  jeder  Person  zum  Babnbofe  moglicbst  klein;  man 
kann  ihn  daher  zugleick  als  den  volkswirtbscbaf'tlicb  besten  Platz 
betrachten,  weil  die  Beforderungskosten  oder  die  ibnen  gleicb  zu 
acbtenden  Zeitverluste  u.  s.  f.,  die  fur  die  Erreiehung  des  Babn- 
bofs  aufgewendet  werden  mussen,  mogliebst  klein  sind. 

Es  stebt  ferner  aueb  frei,  Linien  gleicben  Potentials  zu  con- 
struiren,  also  bier  solcbe  Linien,  fur  deren  Punkte  die  Anzabl 
der  Personenkilometer,  die  zu  ibrer  Erreicbung  aufgewendet  werden 
mussen,  gleicb  gross  sind  und  die  daber  volkswirtliscbaftlicb  als 
gleicbwertbig  angeseben  werden  konnen.  —  Wegen  der  besonderen 
Anwendung,  die  bier  davon  gemacbt  wird,  kann  man  nacb  einem 
Yorscblage,  den  ieb  bei  einer  fruberen  Gelegenheit  selbst  einmal 
gemacbt  babe,  das  Wort  Potential  durch  die  bier  treffendere  Be- 
zeicbnung-  „Yial“  ersetzen.  Der  Ort  des  Potentialminimums  beisst 
dann  kurzer  das  Yialcentrum.  Man  siebt  leicbt  ein,  dass  diese 
Begriffe  ganz  zweckmassig  zu  mancben  Betracbtungen  benutzt 
werden  konnen.  So  spricbt  man  z.  B.  offers  vom  Centrum  oder 
vom  Yerkebrsmittelpunkte  einer  Stadt.  Damit'  ist  nun  zwar  jener 
Ort  gemeint,  der  tbatsacblicb  den  grossten  Strassenverkebr  auf- 
weist.  Offenbar  bangt  aber  dessen  Lage  ganz  wesentlicb  von  der 
Gestaltung  der  Stadt,  also  von  der  Yertbeilung  der  Einwobner- 
scbaft  liber  die  Elachen  des  Stadtbezirks  ab  und  es  liisst  sicb 
z.  B.  Yorausseben,  dass  die  einseitige  Erweiterung  der  Stadt  nacb 
einer  bestimmten  Ricbtung  bin  eine  Verscbiebung  des  Yerkebrs- 
mittelpunktes  zur  Eolge  baben  muss.  Am  wabrscbeinlichsten  wird 
sicb  aucb  bier  unter  sonst  gleicben  Umstanden  der  starkste  Yer- 
kebr  an  jenem  Platze  einstellen,  der  von  alien  Einwobnern  am 
leicbtesten  erreicbt  werden  kann.  Das  ware  also  wiederum  das 
Yialcentrum,  wobei  jetzt  aucb  die  wirklicben  Yregelangen  mit 
Bucksicbt  auf  die  YOrbandenen  Strassenztige  bei  der  Berechnung 
der  Personenkilometer  Yerwendet  werden  konnen  (anstatt  der 
gradlinigen  Wege  bei  der  Losung  der  Aufgabe).  Das  Yial  ini 
Yialcentrum  getbeilt  durcb  die  Einwobnerzabl  giebt  einen  mittleren 
Stadtradius  ab,  der  fur  jede  Stadt  cbarakteristiscb  und  beim  Yer- 
gleicb  verscbiedener  Stadte  von  Wertb  ware.  —  Leider  sind  die 
bier  angedeuteten  Berecbnungen  recbt  mubsam;  sonst  batte  man 
wobl  scbon  langst  mebr  Gebraucb  von  ibnen  gemacbt. 

5.  Aufgabe.  JEln  materieller  Punkt,  clem  ein  G-cwicht  con 
981  kg  migeschrieben  wircl ,  fuJirt  eine  gedcmpfte  harmonischc 
Schicimjung  aus.  Die  dastisehv  Kraft ,  die  ilm  in  die  An  fang  stage 
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znriickzufiihren  sudd,  betrdgt  fur  1  cm  Aussclilag  10  kg,  der 
dampfende  Wlderstand  ist  bei  einer  GcscJiwindigkeit  von  1  mfsec 
gleicli  20  kg.  Ist  die  Bewegang  periodisch  oder  aperiodisch?  Wie 
gross  ist  das  logarithmisclie  Decrement?  Wie  gross  miisste  der 
dampfende  Wider  stand  sein,  wenn  die  Bewegung  an  der  Grenze 
zivischen  der  periodischen  und  der  aperiodischen  stehen  sollte? 

Ib sung.  Die  in  .§  5  mit  c  bezeichnete  Constante  ist  bier 


10  kg 
1  cm 


1000 


k* 


Ebenso  wird,  mit  Beinicksichtigung  der  Dimensionen, 

g  =  20  _  20  sec 

^  m  m 

sec 

und  die  Masse  m  ist 


__  9lL.k?  =  ioo  kg  sec^ . 

m  m 

9,81 - s 

sec2 


Hiermit  lasst  sich  die  friiher  mit  y  bezeicbnete  Wnrzel  berechnen; 
sie  ist 


c  ~i/  400 

m  V  40  000 


1 

sec2 


1000  1 
100  sec2 


Wir  seben,  dass  y  imaginar  nnd  daber  die  Bewegnng  periodisch 
ist.  Zngleicb  haben  wir  uns  uberzeugt,  dass  die  beiden  Glieder 
unter  dem  Wurzelzeichen  homogen  in  den  Dimensionen  sind.  Fur 
y  erbalten  wir 


1 

100 


—  =  3,16  •  sec-1  • 

SPA  1 


Bei  der  Berechnung  des  logaritbmiscben  Decrements  wollen 
wir  annehmen,  dass  die  Schwingungsausschliige  nacb  beiden  Seiten 
hin  beobacbtet  und  mit  einander  verglichen  werden  sollen.  Dann 
erh&lt  man  nach  Gl.  (30) 


! [8a„+i  = 


Ttk 


%  •  20 


kg  sec 
m 


•  1000  —  400) 


kg2  sec2 
m2 


0,0994. 


Vergleicbt  man  dagegen  nur  die  nacb  derselben  Seite  erfolgenden 
Sehwingungsa’usschlage  oder  ancb  die  ganzen  Scbwingungsbahnen 
mit  einander,  so  bat  das  logarithmische  Decrement  den  doppelten 
Werth. 
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Bei  den  Yersuchen  ist  es  oft  bequemer  (wenn  namlich  grade 
keine  Tafel  der  natlirlicben  Logaritbmen  zur  Yerfiigung  stebt)  die 
Brigg’scben  Logaritbmen  der  Ausseblage  zu  nebmen.  ■  Urn  die 
vorige  Zabl  auf  Brigg’scbe  Logaritbmen  umzurechnen,  dividire 
man  sie  durcb  den  natlirlicben  Logaritbmus  von  10,  also  durch 
2,3026. 

Die  Bewegung  stebt  an  der  Grenze  zwiscben  periodiscker  und 
aperiodiscber,  wenn  y  und  y  zu  Null  werden.  Die  Bedingung 
dafiir  ist 

A-  —  —  oder  k  —  T/4  m  c. 

4rmz  in  r 

Nach  Einsetzen  der  Zablenwertbe  gebt  dies  liber  in 

7,-  =  T/4. 100  ^--1000^  =  632,4  k«  ™ 

V  m  m  ’  m 

Die  D&mpfung  mlisste  mebr  als  dreissig  mal  so  stark  sein, 
als  sie  angegeben  war,  urn  eine  aperiodiscbe  Bewegung  herbei- 
zufiibren. 

6‘.  Aufgabe.  Man  soil  fur  den  in  der  vorigen  Aufgabe  be- 
handelten  Fall  die  Sehwingungsdauer  berechnen. 

Lb  sung.  Nacb  Gl.  (26)  ist 

rp  = 

1/4  me  —  A’- 5 

woraus  nacb  Einsetzen  der  Zablenwertbe  T  —  1,99  see  folgt.  Die 
Scbwingungen  stimmen  biemaeb  nabezu  mit  denen  eines  Sekunden- 
pendels  uberein. 

7.  Auf  gale.  Der  in  Aufg .  5  leJiandelte  mater  idle  Pnnkt 
erfdhrt  von  einer  fremden  Schwingmg  periodiscJte  Anslbsse  vom 
Grosstwerthe  0,5  kg.  Wie  gross  werden  die  Aussehlage  der  er- 
zwungenen  Schwingungen  (giach  so  langer  Zeit  vom  Beginne  der 
Erregung  an,  dass  die  verwicJcelteren  JBewegungen  des  An  fangs- 
zustandes  als  dbgeklmgen  letrachtet  werden  konnen ),  wenn  die 
Sch wingmgsd auer  der  erregenden  Schwingung  a)  3  sec,  b)  2,2  see 
letrdgt,  e)  elenso  gross  ist  als  die  der  Eigenschwingungen? 

Lb  sung.  Die  in  §  6  mit  P  bezeiebnete  Grosse  ist  bier 
P  =  0,5  kg. 

Eerner  folgt  die  mit  tj  bezeiebnete  Grosse  far  den  Pall  a),  der 
zuerst  untersucht  werden  soli,  aus 

V  •  3  sec  =  2 %  zu  1/  =  2,0941  sec*-*. 

Den  Pbasenverscbiebungswinkel  cp  der  erzwungenen  geo-en  die 
erregenden  Scbwingungen  findet  man  aus  Gl.  (33) 
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t  g<r- 


krj 

mif — c 


20  ^  —  •  2,0944  sec'  1 
m 


100  •  4,3865  sec-2  —  1000 

m  m 


T-  =  —  0,0746. 
kg  5 


Der  Winkel  cp  ist  hier  negativ,  d.  h.  die  erzwungenen  Schwingungen 
bleiben  ein  wenig  hinter  den  erregenden  in  der  Phase  zimick,  so 
dass  sie  erst  den  grossten  Werth  annehmen,  wenn  die  erregende 
Ursache  den  Maximalwerth  bereits  wieder  uberschritten  hat.  Lurch 
Aufschlagen  in  einer  trigonometrischen  Tafel  iindet  man  cp  =  —  4°  16'; 
femer  sin  (p  =  —  0,0744  und  cos  cp  —  -|-  0,9972.  Alle  diese 
Werthe  sind  in  Gl.  .(34)  einzutragen.  Man  erh&lt  dann 

q  _  _  _  _ _ 0,5 _kg _ _ 

Tjcf  Ijo1  S6C 

0,9972  (1000  —  438,65)  -5  -f  0,0744  *20  & -  2,0944  sec™1 


=  0,00089  m  =  0,89  mm. 


Hiermit  ist  die  Schwingungsamplitude  gefunden.  Die  Wieder- 
holung  der  Rechnung  fur  2,2  sec  Schwingungsdauer  liefert 

rj  =  2,856  sec""1 ,  t gq>  =  —  0,3098,  q>  =  —  17°  12' 50", 
sin  cp  =  —  0,2959,  cos  cp  =  -f*  0,9552,  C  —  2,59  mm. 


Fur  den  Pall  der  Resonanz  endlich  hat  man  cp  =  +  90°  und 
nach  Gl.  (85)  wird  die  Schwingungsamplitude 


0,5  kg  -i  /lOO 

20  kg  sec  V  lddd 

m 


see2  =  0,0079  m  =  7,9  mm. 


Die  Schwingungsschlage  sind  also  im  letzten  Falle  in  der  That 
etwa  9mal  so  gross,  als  im  Falle  a),  obwohl  die  Intensitat  der 
erregenden  Schwingungen  dieselbe  geblieben  ist  und  nur  die 
Schwingungsdauer  sich  geandert  hat.  Wenn  die  Dampfung  kleiner 
ist,  als  hier  vorausgesetzt  wurde,  kann  das  Verhaltniss  noch  viel 
grosser  werden. 

8 .  Aufgabe .  Von  cinem  festen  Centrum  geht  cine  Anziehungs- 
kraft  aits,  die  von  der  Entfernung  unabhdngig  ist  Man  soil  die  Diffe- 
rentialgleichung  ztvischen  der  Entfernung  r  und  der  Zeit  t  fur  die 
Bewegung  eincs  dieser  Anziehungskraft  untenoorfenen  Panktes  auf 
demselben  Wege  ableiten,  der  zu  Gl.  (43),  S.  61  fiihrte. 

Lo sung.  Fiir  die  lebendige  Kraft  des  beweglichen  Punktes 
haben  wir,  wie  in  §  7 
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oder.  mit  Einfuhrung  der  constanten  Sektorengescliwindigkeit  r, 


und  hieraus  durch  Differentiation  nacli  t  und  Multiplikation  mit  dt 


<IL  =  m 


fd*r 

Jt? 


Bezeiclmen  wir  nun  die  constante  Anziehungskraft  mit  ikf? 
so  ist  deren  Arbeit  fur  die  Abstandsanderung  dr  gleich  —  Mdr 
und  durch  Gleichsetzen  mit  dL  finden  wir 


ttVr  4c2\ 
\dt*~  W) 


All. 


Zum  Zweeke  der  Integration  forme  man  die  Gleicli ung  um  in 

1  d_  /dry d  /2c2  ,  M  \  dr 

2  dt  \Tt)  ~  dr  \r2  ^  m  '/  df 

also  nach  Integration  und  Auflosen  nach  ^ 


dr 

d 


worin  die  willkurliche  Integrations  constante  ist,  die  aus  den 
Anfangsbedingungen  sofort  ermittelt  werden  kann.  Eine  nocb- 


malige  Integration  liefert 


f  =  G2  + 


r  dr 


2G  r 


■4  c2  — 2  M  r: 

m 


Das  Integral,  das  hier  noch  steht,  ist  ein  elliptisches.  Yon 
der  Reduktion  auf  die  Hormalform  kann  abgesehen  werden,  da  die 
Diskussion  der  Losung  ohne  weitergehendes  Interesse  ist. 

9.  Aitfgabe.  Fiir  irgend  tine  Lage  des  einfachen  .Pen-dels, 
das  Sdmingungen  von  beUebiger  endlicher  Grasse  ausfilhrt .  soil  man 
den  genaueren  Worth  der  Fadenspannung  bereclmen. 

Losung.  Die  Geschwindigkeit  in  der  durch  den  Winkel 
in  Abb.  10,  S.  74  bezeichneteu  Lage  ist,  wie  wir  friiher  fanden 
(Gl.  49), 

v  =  y2gl  (cos  cp  —  cos  a ). 

Die  A  oi malcomponente  der  Resultirenden  aus  der  Eadenspannung 
F  und  dem  Gewichte  Q  ist  die  Centrifugalkraft,  die  wir  nach  der 
\on  fiiihei  her  bekannten  Eormel  berechnen  konnen.  Wir  finden 
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C  =  ®  •  -j-  =  2  Q  (cos  cp  —  cos  a). 

Die  Projektion  der  Resultirenden  auf  die  augenblicldicbe  Faden- 
ricbtung  ist  gleicb  der  algebraischen  Summe  der  Projektionen  von 
F  und  Q]  also 

0  —  F  —  Q  cos  <p 

und  nacli  Einsetzen  des  Werthes  von  C  folgt  daraus 
F  —  Q  (3  cos  cp  —  2  cos  a). 

Um  die  sen  Werth  anschaulicher  zu  denten,  formen  wir  ibn  inn  in 
_  3  l  (cos  cp  —  cos  a)  +  Z  cos  cl  3  z  +  l  cos  a 

F=Q - ”  •—  =Q - /•  > 

wenn  wir  die  sclion  in  Abb.  10  mit  z  bezeicbnete  Strecke  wieder 
einfubren.  Die  Fadenspannung  wird  hiernach  gleicb  dem  Gewichte 
Q,  wenn  3  ,2’  die  V ertikalprojektion  des  Fadens  in  der  aussersten 
Lage  grade  znr  ganzen  Fadenlange  erganzt,  d.  li.  dann,  wenn  der 

beweglicbe  Punkt  seiner  ganzen  Fallbobe  zuriickgelegt  bat.  Bei 

grosserem  Ausscblage  des  Pendels  ist  F  kleiner,  bei  kleinerem  Ans- 
schlage  grosser  als  Q. 


Zweiter  Abschnitt. 

Dynamik  des  starren  Korpers  und  des  Pnnkthaufens. 

§  11.  Das  Princip  von  d’Alembert. 

Wie  schon  im  ersten  Bande  dieser  Yorlesungen  kniipfen 
wir  auch  bier  wieder  die  Dynamik  des  starren  Korpers  da- 
durcb  an  die  Dynamik  des  einzelnen  materiellen  Punktes  an; 
dass  wir  den  starren  Korper  als  einen  Haufen  von  materiellen 
Punkten  auffassen,  zwischen  denen  innere  Krafte  3  auftreten, 
die  den  Zusammenhang  aufrecht  erhalten.  Fur  jeden  einzelnen 
Pnnkt  des  Hanfens  gelten  dann  die  Lehren  des  vorigen  Ab- 
scbnittes;  sobald  man  nur  ausser  den  direkt  gegebenen  Kraften 
auch  die  an  ibm  angreifenden  inneren  Krafte  in  Beriicksichti- 
gung  ziebt. 

Das  Bild  des  Punkthaufens  ist  freilich,  wie  schon  ffuher 
bervorgeboben  wurde;  allgemeiner  als  das  des  starren  Korpers. 
Es  fallt  mit  diesem  erst  dann  zusammen,  wenn  wir  die  geo™ 
metrische  Gestalt  des  Punkthaufens  als  unveranderlicb  ansehen. 
Wir  wollen  uns  aber  in  diesem  Abschnitte  auch  nicht  aus- 
scbliesslicb  auf  die  Dynamik  des  starren  Korpers  beschranken; 
wenn  diese  auch  den  Hauptgegenstand  unserer  Untersucbungen 
bilden  wird.  Vielmehr  gelten  manche  der  bier  anzustellehden 
Betrachtungen  ganz  allgemein  auch  fur  veranderliche  Punkt™ 
liaufen,  also  fur  Korper  oder  Systeme  von  Korpern  von  ganz 
willkurliclier  Zusammensetzung.  Wie  weit  sich  die  Giiltigkeit 
der  Betrachtungen  im  einzelnen  Falle  erstreckt;  wird  jedesmal 
entweder  ausdriicklicb  angegeben  werden  oder  es  wird  wenig- 
stens  aus  dem  Zusammenhange  unzweideutig  hervorgehen. 
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Der  Punkthaufen  sei  in  beliebiger  Bewegung  begriffen; 
wir  fassen  dann  einen  einzelnen  Punkt  zur  naheren  Betrachtung 
heraus.  Die  an  ihm  etwa  unmittelbar  angreifende  aussere 
Kraft  sei  mit  ty,  die  Resultirende  aller  jnneren  Krafte  mit 

bezeicbnet.  Wenn  ferner  noch  die  Masse  dieses  Pnnktes 
mit  m  .und  der  yon  einem  festen  Anfangspunkte  nach  ihm 
gezogene  Radiusyektor  mit  r  bezeichnet  werden,  haben  wir 
nach  der  dynamischen  Grundgleichung 

*»  S  -  *  +  S3  (68) 

und  eine  Gleichung  yon  dieser  Form  gilt  fur  jeden  Punkt  des 
Haufens. 

Wir  wollen  uns  den  Punkthaufen  in  seiner  augenblick- 
lichen  Gestalt  und  Lage  und  unter  Aufrechterhaltung  aller 
ubrigen  Bedingungen  jetzt  noch  ein  zweites  Mai  gegeben 
denken;  nur  mit  dem  Untersehiede,  dass  an  jedem  Punkte 
noch  eine  fernere  Kraft  §  willkiirlich  zugefiigt  sein  soli,  deren 
Grosse  und  Richtung  nach  der  Gleichung 

*  -  -  »  £'  m 

cL~  r 

gewahlt  ist;  in  der  die  Beschleunigung  ^--3-  so  einzusetzen  ist7 

wie  sie  sich  aus  der  wirklichen  Bewegung  des  ersten  Punkt- 
haufens  ergeben  wiirde. 

Iin  zweiten  Falle  haben  wir  dann,  da  die  Krafte  ^  und 
3  unverandert  geblieben  sein  sollen,  aus  der  Yerbindung  der 
"beiden  yorigen  Gleichungen 

?  +  -S3+®“0,  (70) 

d.  h.  alle  Krafte  halten  sich  jetzt  an  dem  Punkte  im  Gleich- 
gewichte  und  da  dies  fur  alle  Punkte  des  Haufens  gilt,  halten 
sich  auch  die  Krafte  am  ganzen  Haufen  im  Gleichgewichte. 

Man  erkennt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  man  in  jedem 
Augenblicke  zu  einem  beliebig  bewegten  Punkthaufen  einen 
zweiten  ihm  sonst  yollig  gleichenden  angeben  kann,  der  sich 
im  Gleichgewichte  befindet.  Sofern  es  sich  dann  nur  um  die 
Untersuchung  der  Krafte  handelt,  konnen  wir  uns  diesen 
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zweiten  in  seiner  augenblicklichen  Lage  auch  in  Rube  denken; 
er  muss  dann  unter  dem  Einflusse  der  an  ihm  angebrachten 
Krafte  auch  ferner  in  Rube  bleiben.  Durch  den  Kunstgriff 
der  Einfuhrung  der  Krafte  vermag  man  daber  ein  dyna- 
miscbes  Problem  auf  ein  statiscbes  zuriickzufuhren. 

Die  Krafte  §  werden  gewohnlich  als  „Tragheitskrafte“ 
bezeichnet  und  icb  werde  mich  dieser  Bezeichnung  ihrer  Kiirze 
wegen  anscbliessen.  Man  hat  freilich  gegen  den  Gebrauch 
dieses  Wortes  ofters  eingewendet,  dass  es  zu  Missdeutungen 
oder  falschen  Yorstellungen  Yeranlassung  geben  konne,  da 
hiermit  eine  Grosse  als  Kraft  bezeichnet  wird,  die  als  solcbe 
physikalisch  gar  nicht  existirt  und  die  nur  zur  Yereinfacbung 
der  Betrachtungen  zu  den  wirklich  vorhandenen  Kraften  will- 
kiirlicb  zugefugt  wird.  Dass  die  Tragbeitskrafte  in  der  That 
nur  in  diesem  Sinne  als  Hiilfsgrossen  und  nicht  als  an  dem 
ersten  Punkthaufen,  den  wir  eigentlich  untersuchen  wollen, 
wirklich  angreifende  Krafte  aufzufassen  sind,  darf  man  freilich 
nicht  aus  den  Augen  verlieren.  Sofern  dies  gesehieht,  wird 
man  aber  jene  Bedenken  fallen  lassen  konnen  und  ich  habe 
auch,  gerade  um  nacli  dieser  Richtung  keinen  Zweifel  zu 
lassen ,  ausdriicklich  von  zwei  Punkthaufen  gesprochen,  von 
denen  der  eine  den  unmittelbaren  Gegenstand  unserer  IJnter- 
suchung  bildet  und  an  dem  die  Krafte  $  fehlen,  wiihrend  der 
zweite,  an  dem  die  Krafte  §  angreifen  so  lien ,  nur  zum  Ver- 
gleiche  mit  dem  ersten  gebraucht  wird.  Ich  trage  auch  um 
so  weniger  Bedenken  gegen  die  gewahlte  Bezeichnung,  als 
schon  die  „fingirte“  Centrifugalkraft,  von  der  im  ersten  Bande 
die  Rede  war,  unter  den  Begriff  der  Tragbeitskrafte  fallt  und 
man  schon  mit  Riicksicht  auf  den  in  diesem  Falle  fest  ein- 
gewurzelten  Sprachgebrauch  genothigt  ist,  zwisclien  den  fingirten 
oder  von  uns  willkurlich  zugefligten  Kraften  und  den  physi¬ 
kalisch  nachweisbaren  oder,  wie  wir  sagen,  wirklich  vorhan¬ 
denen  sorgfaltig  zu  unterscheiden. 

In  clem  Kunstgriffe,  das  dynamische  Problem  dnrch  Zu- 
fiigung  der  Tragheitskrafte  §  auf  ein  statisches  zuriickzufuhren, 
besteht  der  Kern  cles  cVAlembert’scben  Princips.  Freilich  wird 
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dieses,  wie  wir  alsbald  sehen  werden,  haufig  oder  gewohnlich 
in  einer  analytisehen  Form  ausgesprochen,  die  den  wirklichen 
Gehalt  des  Princips  nicht  so  deutlich  hervortreten  lasst.  — 
Man  siebt  ferner,  dass  das  d’Alembert’scbe  Princip  in  der 
allgemeinen  Form,  die  ibm  bis  jetzt  gegeben  wurde,  nicht  anf 
die  Dynamik  starrer  Korper  beschrankt,  sondern  dass  es  anf 
beliebige  Punkthanfen  anwendbar  ist.  In  der  That  bezieht 
sicb  anch  gerade  eine  der  haufigsten  Anwendungen  bei  Auf- 
gaben  der  Technik  nicbt  auf  starre,  sondern  anf  elastisclie 
Korper.  In  der  Festigkeitslehre  werden  namlicli  die  Span¬ 
nungen  nnd  Formanderangen  eines  elastisclien  Korpers  ge- 
wobnlicb  nnr  nnter  der  Yoraussetzung  nntersucht,  dass  alle 
daran  angreifenden  ausseren  Kriifte  im  Gleichgewichte  sind 
und  dass  der  Korper  ruht.  In  der  Technik  muss  man  aber 
offers  anch  Festigkeitsaufgaben  -fur  bewegte  Korper  losen. 
Hier  tritt  nnn  das  d’Al ember t’sche  Princip  als  stets  bereites 
Werkzeng  auf,  diese  Aufgaben  auf  solche  an  ruhenden  Korpem 
zuriickzufuhren. 

Bei  einem  bewegten  Kdrper  steben  namlicli  die  an  einem 
Volumenelemente  angreifenden  Spannungen  und  die  daran  wir- 
kenden  ausseren  Krafte  nicbt  im  Gleicbgewicbte  mit  einander, 
sondem  sie  ergeben  eine  Resultirende,  die  die  Bescbleunigung 
dieses  Volumenelementes  berbeifiihrt.  Sobald  man  sicb  aber 
die  Tragheitskraft  als  fernere  aussere  Kraft  an  dem  Volumen¬ 
elemente  angebracht  denkt,  baben  wir  wieder  liberall  Gleich- 
gewicbt  und  es  folgt  daher,  dass  die  inneren  Krafte  oder  die 
Spannungen  nun  ohne  Weiteres  am  ruhenden  Korper  unter- 
sucht  werden  konnen,  der  neben  den  Lasten  auch  die  Lasten 
#  tragt.  Diese  Bemerkung  ist  fiir  die  praktisclien  Anwen¬ 
dungen  der  Mechanik  yon  grosser  Wichtigkeit;  einige  Beispiele 
unter  den  Aufgaben  werden  den  Rechnungsgang,  der  in  einem 
gegebenen  Falle  einzubalten  ist,  noch  naher  erlautem. 

Wenn  man  Gl.  (70)  auf  jeden  Punkt  des  ganzen  Hau- 
fens  anwendet  und  alle  so  erbaltenen  Gleichungen  addirt, 
findet  man 


+  27#  =  0, 
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wobei  sicb  aber  nach  dem  Wechselwirkungsgesetze  die  Gre- 
sammtsumme  aller  inneren  Krafte  wegbebt;  so  dass 

zy  +  Z§  =  o 

ubrig  bleibt.  Dies  gebt  ubrigens  scbon  aus  den  Betrachtungen 
des  ersten  Bandes  iiber  die  Krafte  am  Punkthanfen  hervor  und 
ebenso  folgt  aucb  daraus,  obne  dass  es  jetzt  nocbmals  von 
Neuem  bewiesen  zu  werden  braucbte,  dass  die  Krafte  und  § 
alien  Gleicbgevdchtsbedingungen  fur  Krafte  am  starren  Korper 
geniigen. 

In  den  Lebrbucbem  der  analytiscben  Mecbanik  wird  das 
d’Alembert’scbe  Prineip  gewobnlicb  durcb  eine  Forme!  aus- 
gedriickt,  die  aus  den  vorausgebenden  Betracbtungen  folgt, 
wenn  man  sie  in  Verbindung  mit  dem  Prineip  der  virtuellen 
(xescbwindigkeiten  bringt.  Man  denke  sicb  irgend  eiue  unend- 
licb  kleine  virtuelle  Verscbiebung  mit  dem  Punkthaufen  vor- 
genommen,  bei  der  er  sicb  wie  ein  starrer  Korper,  also  obne 
Gestaltanderung  bewegt.  Der  Weg;  den  der  ins  Auge  gefasste 
materielle  Punkt  bierbei  zuriicklegt,  sei  dS;  dann  ist  fur  jedes 
willkurlicbe  d& 

($  +  2?3+#)*8  =  0, 

also  bei  Uebertragung  der  Betracbtung  auf  den  ganzen  Punkt- 
baufen 

£(¥  +  $)*»  =  0, 

da  sicb  die  Arbeiten  der  inneren  Krafte  im  vorliegenden  Falle 
gegen  einander  wegbeben.  Setzt  man  §  aus  Gl.  (70)  ein,  [so 
folgt 

o-  (71> 

Dm  auf  die  ublicbe  Darstellungsform  zu  kommen,  zerlege 
icb  die  geriebteten  Grossen  nocb  in  ibre  Componenten  nacb 
den  Ricbtungen  eines  recbtwinkligen  Coordinatensystems  und 
erbalte 


-m 


d*~z\ 
dt 2 


[)  d/|=0.  (72) 


Das  ist  die  Gleicbung,  die  icb.  ableiten  wollte.  Die  XYZ  sind 
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natiirlich  die  Coniponenten  von  und  die  dxdySz  die  Com- 
ponenten  von 

Ich  sagte  vorhin,  dass  die  virtuelle,  Verschiebung  des 
Punkthaufens  nur  in  einer  Bewegung  ohne  Gestaltanderung 
bestehen  solle.  Die  Formeln  gelten  aber  aucb  noch  in  einem 
allgemeineren  Falle,  namlich  immer  dann,  wenn.  zwar  eine 
Gestaltanderung  eintritt,  die  inneren  Krafte  aber  dabei  trotz- 
dem  keine  Arbeit  leisten.  Denn  in  der  That  bestand  ja  der 
einzige  Gebrauch,  den  wir  vorher  von  der  Voraussetzung  der 
unveranderlichen  Gestalt  gemacht  batten,  nnr  darin,  dass  wir 
27Z,3<5'§  =  0  setzten.  Diese  Gleichung  ist  immer  erfullt  bei 
Bewegnngen  sohne  Gestaltanderung;  sie  kann  aber  anch  noch 
in  anderen  Fallen  erfullt  sein.  Sobald  dies  aber  zutrifft,  bleibt 
auch  die  Giiltigkeit  der  Gleichungen  (71)  oder  (72)  bestehen. 

Man  denke  sich  z.  B.  zwei  starre  ■  Korper,  die  in  einem 
Gelenke  ohne  Reibung  drehbar  mit  einander  verbunden  sind. 
Das  System  beider  Korper  kann  als  ein  Punkthaufen  von  ver- 
anderlicher  Gestalt  aufgefasst  werden.  Betrachten  wir  nun 
eine  virtuelle  Verschiebung  des  Punkthaufens,  bei  der  zwar 
jeder  starre  Korper  unveranderlich  bleibt,  wahrend  sich  aber 
die  beiden  Korper  gegen  einander  drehen;  so  ist  die  Summe 
der  Arbeiten  aller  inneren  Krafte  immer  noch  Null,  wenigstens 
dann,  wenn  zwischen  beiden  Korpern  nur  im  Gelenke  eine  Kraft 
iibertragen  wird.  Triigen  beide  Korper  Magnete,  die  Fern- 
krafte  auf  einander  ausiibten,  so  ware  dies  freilich  nicht  mehr 
richtig  und  die  Gleichungen  (71)  oder  (72)  blieben  nicht  mehr 
anwendbar.  Man  konnte  sich  in  diesem  Falle  allenfalls  da- 
durch  lielfen,  dass  man  die  magnetischen  F ernkrafte  nicht  als 
innere  Krafte  des  Systems,  sondern-als  unmittelbar  gegebene 
aussere  Krafte  auffasste  und  sie  daher  in  die  mit  einrechnete, 
womit  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  gewahrt  bliebe. 

In  der  analvtischen  Mechanik  denkt  man  bei  der  Anwen- 
dung  von  Gl.  (72)  gewohnlich  an  solche  virtuelle  Verschie- 
bungen,  fur  die  die  inneren  Krafte  keine  Arbeit  leisten,  ob- 
schon  Gestaltanderungen  dabei  nicht  ausgeschlossen  sein  sollen. 
Man  kann  dies,  weil  man  sich  die  Korper,  die  das  System 
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oder  den  Punkthaufen  ausmachen,  nur  in  soldier  Weise  mit 
einander  in  Verbindung  gebracht  denkt;  dass  bei  den  hier- 
durcb  zugelassenen  Yersdiiebnngen  der  Tbeile  gegen  einander 
in  der  That  keine  inneren  Arbeiten  geleistet  werden.  Urn  dies 
zum  Ausdrticke  zu  biingen,  pflegt  man  zu  sagen,  dass  unter 
den  in  Grl.  (72)  auftretenden  Yerschiebungscomponenten  nur 
solche  zu  yerstehen  seien,  die  zwar  sonst  willkurlich,  aber 
dabei  mit  den  Systembedingungen  yertraglich  seien. 
Immer  worm  dieser  etwas  unbestimmte  Ausdruck  gebraucht 
wird,  thut  man  gut,  in  Gredanken  dafiir  zu  setzen,  dass  AZ’JjdA 
gleich  Null  sein  soli. 

Im  Allgemeinen  scheint  es  mir  freilich  uberhaupt  vor- 
theilhafter  zu  sein,  das  dAlembert’sche  Princip  nidit  you 
Yornherein  in  der  Form  der  Grl.  (72)  auszusprecken,  sondern 
nur  die  Aussage  darunter  zu  yerstehen,  dass  die  Krafte  ^ 
und  §  ein  Grleichgewichtssystem  mit  einander  bilden,  wobei  es 
daun  unbenommen  bleibt,  auf  dieses  Grleichgewichtssystem  nach- 
traglich  die  bekannten  Satze  der  Statik,  also  etwa  das  Princip 
der  virtuellen  Greschwindigkeit  oder  anstatt  dessen  auch  deu 
Satz  der  statischen  Momente  anzuwenden.  Man  wird  sick 
so  jedenfalls  yor  Fehlem  besser  schiitzen,  die  sonst  dadurch 
entstehen  konnten,  dass  man  die  Yoraussetzung  der  Vertrag- 
lichkeit  mit  den  Systembedingungen  auf  irrige  Weise  auslegt. 

§  12.  Anwendung  auf  das  physische  Pendel. 

Im  Yorigen  Abschnitte  wurde  die  Pendelbewegung  immer 
nur  unter  Yoraussetzung  eines  einfacken  Pendels  untersucht. 
Man  dachte  sich  die  ganze  schwingende  Masse  in  einem  ein- 
zigen  Punkte  vereinigt,  der  in  unveranderlicher  Entfernung 
Yom  Aufhangepunkte  gehalten  und  dadurch  zur  Ausfuhrung 
emer  kreisformigen  Bewegung  genothigt  sein  sollte.  Mit  diesem 
Bilde  reicht  man  aber  nur  in  seltenen  Fallen  aus.  Gewohnlich 
sind  die  Massen  yon  Korpern,  die  Pendelschwingungen  aus- 
fuhren,  raumlich  so  ausgedehnt  und  namentlich  in  so  vers  chi  e- 
denen  Abstanden  yon  der  festen  Drehaxe  vertheilt,  dass  es  von 
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vornherein  an  jedem  Anlialtspnnkte  dafiir  feblt;  wo  man  sich 
•etwa  die  ganze  Masse  yereinigt  denben  musste,  um  das  Pendel 
als  ein  einfacbes  bebandeln  zu  konnen.  Hier  hilft  nun 
obschon  aucli  andere  Wege  znm  Ziele  fiihren  —  am  besten 
das  d’Alembert’sche  Princip  zur  Losung  der  Aufgabe. 

In  Abb.  17  sei  0  der  Drebpunkt,  d.  b.  die  Projektion  der 
Drehaxe  auf  die  senbrecbt  dazu  gedachte  Zeicbenebene,  S  der 
Scliwerpunkt  des  Pendels  und  m  irgend  ein  Massentbeilclien 
ina  Abstande  x,  das  wir  als  einen  der 
materiellen  Punkte  des  ganzen  Haufens 
auffassen.  Wcnri.  alle  iibrigen  Massen 
gegeniiber  m  vernachlassigt  werden 
konnten,  batten  wir  ein  einfacbes  Pendel 
von  der  Lange  x  vor  uns  und  die 
Schwingungsdauer  konnte  aus  x  nacb 
den  Lebren  des  yorigen  Abscbnitts  be- 
reelmet  werden.  Jene  Massen  m}  die 
nabe  beim  Drehpunkte  0  liegen,  suchen, 
fur  sicb  genommen,  eine  kleine,  die 
weiter  abstebenden  eine  grossere  Schwin¬ 
gungsdauer  des  Pendels  herbeizufubren  und  die  wirklicbe 
Schwingungsdauer  wird  einen  gewissen  Mittelwertb  annebmen. 

Die  augenblickliche  Stellung  des  Pendels  sei  durcb  den 
Winkel  cp  beschrieben,  den  der  vom  Aufhangepunkte  nacb 
dem  Scbwerpunkte  gezogene  Radiusvebtor  8  mit  der  Lotbricb- 
fung  bildet.  In  der  Gleicbgewicbtslage  des  Pendels  ist  hier- 
nacb  cp  —  0.  Die  Winkelgescbwindigkeit  ist  und  die  Winkel- 

beschleunigung  ^  ^  .  Kehren  wir  nun  zum  Massentbeilchen  m 
zur  lick ;  so  kann  dessen  Gescbwindigkeit  gleicb  x  und  die 
Tangentialcomponente  de.r  Beschleunigung,  die  es  im  Augen- 
blicke  erfahrt,  nleicb  x  ^77?  gesetzt  werden.  Dazu  kommt  dann 

noch  eine  Normalcomponente  der  Bescbleunigung  wegen  der 
Ricbtungsanderung  der  Greschwindigkeit.  —  Wir  fiihren  jetzt 
die  Tragheitskraft 

r  iippl,  Dynamilc.  2.  Aufl.  S 
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ein,  die  wir  ebenso  wie  die  Beschleunigung  in  eine  Tangential- 
eomponente  §'  imd  eine  Normalcomponente  (£  spalten  konnen. 
Die  letzte  ist  nichts  anderes  als  die  Centrifugalkraft.  Die 
Tangentialcomponente  hat  den  Absolutwerth 

TJf  /  Cl  “  (p 

±1  =  MX  -j-T  • 
at- 

Sie  ist,  wie  in  Abb.  17  eingetragen,  nach  anssen  nnd  oben  hin 
gerichtet.  Schwingt  namlich  das  Pendel  nach  aussen,  so  ist 

positiv  und  der  Absolutbetrag  nimmt  ab;  schwingt  es  da- 
gegen  nach  der  (xleichgewichtslage  hin,  so  ist  ~  negatiy  nnd 

der  Absolutbetrag  nimmt  zn.  In  jedem  Falle  ist  daher 
negatiy  nnd  die  Tangentialbeschleunigung  nach  innen  und  ab~ 
warts  gerichtet.  Die  Tragheitskraft  hat  aber  die  entgegen- 
gesetzte  Richtung  wie  die  zu  ihr  gehorige  Beschleunigimg ;  sie 
ist  also  stets  nach  oben  und  aussen  gerichtet. 

Naclulem  die  Tragheitskrafte  Q  und  &  iiberall  zugefugt 
sind,  haben  wir  ein  System  yon  Kraften  yor  uns,  die  sich  an 
dem  Korper  im  Grleichgewichte  halten.  Zur  Untersuchung  des 
Gleichgewichts  betrachten  wir  den  Korper,  da  er  sich  um  eine 
feste  Axe  dreht,  als  einen  Hebei.  Wir  schreiben  daher  die 
Bedingung  an,  dass  die  Summe  der  statischen  Momente  fur 
den  Drehpunkt  gleich  Null  sein  muss.  In  dieser  Momenten- 
sumrne  kommen  die  N ormal component en  &  der  Tragheitskrafte 
nicht  yor,  da  sie  alle  durch  den  Momentenpunkt  gehen.  Die 
Tangentialcomponenten  §'  haben  alle  gleiches  Momentenyor- 
zeichen  und  die  Summe  ihrer  Momente  muss  daher  gleich  dem 
Momente  der  entgegengesetzt  drehenden  Kraft  Q  sein.  Wir 
erhalten  dam  it  die  Glei  chung 

—  Smx*  =  (Js  sin  <p.  •  (73) 

Das  Minuszeichen  auf  der  linken  Seite  ist  beigefiigt,  weil  wir 
erkannt  hatten,  dass  an  sich  negatiy  ist.  Der  Faktor 
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ist  alien  Grliedem  gemeinsam  nnd  kann  daher  auch  yor  das 
Snmmenzeichen  gestellt  werden.  Die  dann  noch  zuriickbleibende 
Summe  stellt  das  Tragheitsmoment  fur  die  Drehaxe  dar 

und  soll;  wie  friiher;  mit  &  bezeichnet  werden.  Hiermit  gebt 
die  yorige  Grleichung  iiber  in 

—  ®  iw  =  sin  v-  C74) 

Aus  dieser  Differentialgleichung  lasst  sich  <p  als  Function 
von  t  ermittebi;  womit  die  Pendelbewegung  bekannt  ist.  An- 
statt  dessen  verfalirt  man  aber  einfacher  und  umgebt  ausfiibr- 
licke  Rechnungen;  die  jetzt  yon  Neuem  anzustellen  waren;  wenn 
man  die  Tbeorie  des  physischen  Pendels  auf  jene  des  einfacben 
Pendels  zuruckfuhrt.  Man  giebt  namlich  ein  einfacbes  Pendel 
an,  das  mit  dem  gegebenen  genau  gleicb  scbwingt;  so  dass  es 
zur  Berechnung  der  Scbwingungsdauer  u.  s.  w.  an  die  S telle 
des  zusammengesetzten  Pendels  gesetzt  werden  kann.  Die  Lange 
des  gleicbwerthigen  einfacben  Pendels  wird  die  reducirte 
Pendellange  des  zusammengesetzten  Pendels  genannt.  Tragt 
man  die  reducirte  Pendellange  l  vom  Drehpunkte  0  aus  auf 
dem  durcb  den  Schwerpunkt  gebenden  Radiusvektor  s  ab;  so 
wird  der  Endpunkt  dieser  Strecke  der  Scbwingungsmittel- 
punkt  des  Pendels  genannt.  Denkt  man  sicb  namlich  alle 
nbrigen  Massen  des  Pendels  yerscbwindend  klein  gegenuber 
einer  in  diesem  Punkte  yereinigten  Masse  m,  so  gebt  das  Pendel 
in  ein  einfaches  uber;  das  gleiche  Schwingungen  wie  das  ge- 
gebene  ausfiibrt.  Man  kann  also  sagen;  dass  die  an  dieser 
Stelle  befindliche  Masse  yon  den  iibrigen  nicbt  beeinflusst  wird, 
sondern  dass  sie  gerade  so  scbwingt;  als  wenn  diese  nicbt  yor- 
banden  waren. 

Um  nun  das  gleichwertbige,  einfache  Pendel.  wirklich  zu 
finden;  wenden  wir  Grl.  (74)  auf  den  Fall  an;  dass  nur  eine 
Masse  m  auf  dem  Radiusyektor  $  im  Abstande  l  vom  Dreb- 
punkte  yorbanden  sei.  Auch  auf  den,  Fall  dieses  einfachen 
Pendels  lasst  sich  Grl.  (74)  anwenden;  da  sie  nach  ihrer  Ab~ 
leitung  fur  jede  beliebige  Massenvertheilung  giiltig  bleibt.  In 

8* 
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diesem  Falle  ist  &  =  mV  und  ,s-  =  l,  also  geht  Gl.  (74)  iiber  in 
—  ml-  =  m9l  sin  9 


oder  kiirzer 


7  clrcp 

C  tit* 


=  g  sin  cp. 


(75) 


Von  dieser  Gleicbung  kennen  wir  aber  die  Losung  bereits,  da 
/  sebon  in  §  9  als  Function  von  cp  dargestellt  wurde. 

Soil  nun  das  zusammengesetzte  Pendel  genau  gleicb.  mit 
dem  einfachen  schwingen,  d.  li.  so;  dass  zu  gleichen  Zeiten 
stets  aucb  gleicbe  Ausschlage  geboren,  so  geniigt  es;  dass  die 
A nfangsbedingungen  bei  beiden  gleich  waren  und  dass  ferner 
die  Gleicbungen  (74)  und  (75)  in  den  constanten  Coefflcienten 
mit  einander  ubereinstimmen.  Freilicli  ist  dazu  niclit  notliig, 
dass  die  Coefficienten  jeder  Seite  einzeln  gleich  sind;  es  ge- 
niigt  vielmebr  die  Gleicbheit  der  Verbaltnisse  zwiscben  den 
Coefficienten  auf  beiden  Seiten.  Man  uberblickt  dies  am  besten, 
wenn  man  beide  Gleicbungen  in  der  Form 


d“cp  Qs  .  , 

-  d¥  =  -q  sm9  und 


d*q> 
dt 2 


sin  cp 


anscbreibt. 
wenn  man 


Beide  Gleicbungen  werden  mit  einander  identisch, 

Ql  —  L 

0  l 


setzt  und  hieraus  folgt  fur  die  reducirte  Pendellange  / 

(™) 

Fflhrt  man  an  Stelle  des  Tragheitsmomentes  den  Tragheits- 
radius  t  ein,  so  geht  Gl.  (76)  iiber  in 

1  =  t>  (m 

wobei  man  sich  freilich  hiiten  muss,  unter  t  hier  eine  Zeit  zu 
versteben. 


^  ie  sebon  yorber  bemerkt  wurde;  kann  man  das  Problem 
des  pbjsiscben  Pendels  aucb  oline  Benutzung  des  d’Alem- 
bert’sehen  Princips  nach  mehreren  anderen  Methoden  losen. 
Namentlieh  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  fuhrt  in  alien 
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Fallen ;  bei  clenen  es  sich;  wie  liier,  um  Bewegungen  eines 
Korpers  oder  eines  Systems  yon  Korpern  handelt,  die  nur 
einen  Freiheitsgrad  besitzen  oder  die,  wie  man  sagt,  zwang- 
lanfig  erfolgen,  scbnell  zurn  Ziele.  Es  sei  daher  noch  gezeigt, 
wie  sich  die  Losung  anf  diesem  Wege  gestaltet.  Bezeichnet 
man  den  grossten  Ausscblag  mit  a,  so  liefert  die  Gleichsetzung 
der  von  dem  Gewichte  Q  geleisteten  Arbeit  mit  der  lebendigen 
Kraft;  gerade  so  wie  friiber  beim  einfachen  Pendel,  die  Gleichung 

l  ®  (^f)  =  (cos  V  —  cos  (78) 

die  bierauf  entweder  unmittelbar  weiter  integrirt  oder  so  wie 
Yorhin  mit  der  entsprecbenden  Gleichung  fiir  das  gleich- 
schwingende  einfache  Pendel  Yerglicben  werden  kann.  Grl.  (78) 
ist;  wie  man  sich  leicbt  iiberzeugt,  ein  erstes  Integral  yon 
Grl.  (74),  wobei  die  auftretende  Jntegrationsconstante  schon  der 
Grenzbedingung,  dass  der  grosste  Ausscblag  a  sein  soli,  an- 
gepasst  ist. 

Dieser  Weg  ist  zwar  kiirzer  und  einfacher,  als  der  vorber 
eingeschlagene.  Wenn  aber  z.  B.  zugleicb  yerlangt  wiirde,  die 
Biegungsbeanspruchung  zu  berechnen,  die  das  Pendel  erfahrt, 
miisste  man  doch  wieder  zur  Benutzung  des  d’Alembert ’schen 
Princips  zuriickgreifen  und  scbon  aus  diesem  Grunde  ist  es 
niitzlich,  die  Aufgabe  yon  yornberein  mit  dem  d’Alembert- 
schen  Princip  zu  behandeln;  ganz  abgesehen  davon,  dass  bier 
auch  an  einem  moglicbst  einfachen  Beispiele  der  Gebrauch 
dieses  Princips  erliiutert  werden  sollte. 

§13.  Scliwerpunkts-  und  Flacliensatze  fiir  den  Punktliaufen. 

Die  Schwerpunkts  satze  sind  schon  im  ersten  Bande  be- 
handelt;  des  Zusammenhangs  wegen  werde  ich  aber  bier  Einiges 
nocb  einmal  kurz  wiederholen,  was  daruber  friiber  ausgemacht 
wurde.  —  Zunachst  erinnere  icb  daran,  dass  die  Lage  des 
Schwerpunkts,  der  dabei  als  Massenmittelpunkt  aufzufassen  ist; 
durch  die  Gleichung 


Mi  —  Emr 


(79) 
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definirt  wird,  in  der  r  der  Radiusyektor  fur  irgend  einen  mate- 
riellen  Punkt  m  des  Haufens,  M  die  Gesammtsumme  des  Haufens 
und  £  den  Radiusyektor  des  Schwerpunkts  bedeuten.  Diese 
Gleicbung  gilt  fiir  beliebige  Punktbaufen  in  jedem  Augen- 
blicke,  aucb  dann,  wenn  sie  wabrend  der  Bewegung  ibre  Ge¬ 
stalt  yerandern.  Durcb  Differentiation  nacb  der  Zeit  folgt 


=  Em 

at 


(lx 

clt 


oder  mit  Einfubrung  der  Gescbwindigkeit  tt  und  der  Scbwer- 
punktsgescbwindigkeit  ti0 

=  (80) 

d.  b.  die  Bewegungsgrosse  des  ganzen  Haufens  ist  ebenso  gross 
als  wenn  die  ganze  Masse  im  Scbwerpunkte  yereinigt  ware 
und  sicb  mit  dessen  Geschwindigkeit  bewegte.  Eine  noch- 
maiige  Differentiation  nacb  der  Zeit  liefert 

Jf^  =  2Jm^  =  2;(Sp  +  2;3)  =  2;!p  (81) 


und  diese  Gleicbung  sagt  aus,  dass  sicb  der  Scbwerpunkt  stets 
so  bewegt,  als  wenn  die  ganze  Masse  in  ibm  yereinigt  und 
alle  ausseren  Krafte  parallel  nacb  ihm  verlegt  waren. 

Nacb  diesen  Vorbemerkungen  wende  icb  micb  zur  Ueber- 
tragung  des  im  yorigen  Abscbnitte  fur  einen  einzelnen  mate- 
riellen  Punkt  bewiesenen  Flacbensatzes  auf  einen  beliebigen 
Punktbaufen.  Pur  jeden  Punkt  des  Haufens  bestebt  nach 
Gl.  (2)  oder  (2  a),  §  2  die  Beziebung 

^  •  t  =  V($  +  -E3)r  =  V$r  +  V^3r. 


Gegenuber  der  friiberen  Formel  war  bier  nur  notbig,  alle 
Krafte,  die  an  dem  Punkte  angreifen,  in  aussere  und  in  innere 
Krafte  des  Haufens  einzutheilen,  jene  zu  und  diese  zu  E 3 
zusammenzufassen  und  daber  die  Resultirende  an  die 

Stelle  der  in  §  2  nur  summariscb  mit  bezeicbneten  Kraft, 
die  an  dem  materiellen  Punkte  angreift,  treten  zu  lassen.  Die 
yorstebende  Gleicbung  gilt  fur  jeden  beliebigen  Momenten- 
punkt  und  fiir  jeden  Punkt  des  Haufens.  Wir  wollen  sie  uns 
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fur  alle  Punkte  unter  Zugrundelegung  desselben  Momenten- 
punktes  angeschrieben  denken  und  alle  so  erhaltenen  Grlei- 
chungen  addiren.  Wir  finden  dann 

•  r  =  X'Vspr  + 

Naeh  dem  Wechselwirkungsgesetze  verschwindet  aber  das  letzte 
(xlied  auf  der  recbten  Seite  und  wir  behalten  daher 

~  sYm*  ■  r  =  (82) 

oder  aucli  in  kiirzerer  Schreibweise 

dB  =  v-yqjr  (82  a) 

Der  Ausdruck  •  r  oder  83  stellt  die  geometrische 

Summe  der  statischen  Momente  der  Bewegungsgrossen  aller 
Punkte  des  Haufens  dar;  wir  wollen  diese  Summe  als  das 
statische  Moment  der  Bewegungsgrosse  des  ganzen  Haufens 
oder  als  dessen  Drall  bezeicbnen.  Dabei  ist  indessen  wobl  zu 
beachten,  dass  man  sick,  um  dieses  statische  Moment  zu  bilden, 
nicht  etwa  zuvor  die  Bewegungsgrosse  nach  Gl.  (80)  im  Schwer- 
punkte  Yereinigt  denken  darf?  um  dann  von  ihr  das  Moment 
zu  nehmen.  Das  ist  desshalb  nicht  zulassig,  weil  der  Faktor  x 
nicht  fur  alle  Glieder  der  Summe  constant  ist;  sondern  fur 
jeden  materiellen  Punkt  einen  anderen  Werth  annimmt.  In 
der  „Theorie  des  Kreisels“  von  Klein  und  Sommerfeld,  in 
der  auf  die  Anwendung  des  Flachensatzes  ein  besonderes  Ge- 
wicht  gelegt  ist,  wird  die  Grosse  JSVmb  t  als  der  ;?Impuls- 
vektor“  bezeichnet.  Ich  glaube  aber  die  Bezeichnung  ;;Drall“ 
yorziehen  zu  sollen. 

Der  durch  Gl.  (82)  ausgedriickte  Flachensatz  lasst  sicli  in 
Worten  wie  folgt  aussprechen: 

Fur  jeden  beliebigen  Momentenpunkt  ist  die  zeit- 
liche  Aenderung  des  Dralls  irgend  eines  Punkthaufens 
gleich  der  geometrischen  Summe  der  statischen  Mo¬ 
mente  aller  ausseren  Krafte. 

In  dieser  allgemeinsten  Form  wird  indessen  seltener  von 
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dem  Flaehensatze  Gebrauch  gemacht,  als  von  den  einfaclieren 
Formen,  in  die  er  ubergelit,  wenn  besondere  Bedingungen  vor- 
liegen.  Namentlich  durcb  eine  geeignete  Wahl  des  Momenten- 
punktes  lasst  er  sich  hanfig  erheblich  vereinfaehen ,  obschon 
damit  freilicli  andererseits  die  allgemeine  Grultigkeit  eingeschrankt 
wird.  Ich  werde  die  haufigst  vorkommenden  Falle  dieser  Art 
bier  einzeln  dnrchsprechen. 

a)  Punkthaufen,  der  zu  Anfang  ruhte  und  auf  den 
keine  ausseren  Krafte  wirken. 

Dnrch  die  inneren  Krafte  konnen  in  diesem  Falle  Be- 
wegungen  hervorgerufen  werden,  die  zu  Gestaltanderungen  des. 
Haufens  fiihren.  Wir  schliessen  zunachst  nacli  dem  Schwer- 
punktssatze  Gl.  (81),  dass  der  Schwerpunkt  jedenfalls  stets  in 
Ruhe  bleibt.  Ferner  folgt  aus  dem  Flaehensatze,  dass  ©  con¬ 
stant  und  daher  stets  gleich  Null  bleiben  muss,  da  es  zu  Anfang 
Null  war.  Auch  die  Projektion  von  ©  auf  irgend  eine  Ebene 
oder  irgend  eine  Axe  muss  daher  zu  jeder  Zeit  gleich  Null 
sein.  —  Die  Projektion  eines  statischen  Moments  auf  eine 
Axe  kann  naek  den  Lehren  des  ersten  Bandes  stets  als  das 
statische  Moment  der  Projektion  auf  eine  zur  Axe  senkreeht 
stehende  Ebene  aufgefasst  werden.  Projicirt  man  also  alle 
Punkte  des  Haufens  auf  eine  beliebige  Ebene,  so  ist  auch  fur 
jeden  Punkt  dieser  Ebene  als  Anfangspunkt  die'  Summe  der 
mit  den  Massen  m  multiplicirten  Flachenraume  oder  Sektoren- 
geschwindigkeiten  stets  gleich  Null.  Man  kann  dies  einfach 
so  ausdriicken,  dass  ein  Theil  der  materiellen  Punkte  den  be- 
liebig  gewlihlten  Punkt  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  ein  anderer 
Theil  ihn  im  entgegengesetzten  Sinne  umkreisen  muss  und 
zwar  so,  dass  die  statischen  Momente  der  Bewegungsgrossen 
fiir  beide  Umkreisungsrichtungen  gleich  gross  sind. 

b)  Punkthaufen  mit  sonst  beliebiger  Anfangs- 
bewegung,  dessen  Schwerpunkt  aber  zu  Anfang  ruhte 
und  auf  den  keine  ausseren  Krafte  wirken. 

Der  Schwerpunkt  muss  hier  wie  im  vorigen  Falle  dauernd 
in  Ruhe  und  das  statische  Moment  der  Bewegungsgrosse  muss 
constant  bleiben.  Dieses  ist  aber  jetzt  nicht  gleich  Null,  sondern 
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gleich  deni  durcli  den  Anfangszustand  gegebenen  Wertbe.  Be- 
zeichnen  wir  diesen  mit  6,  so  ist 

2.'  V«(  0  t  =  6  oder  »  ='G. 

Yon  Wielitigkeit  ist  die  Bemerkung,  dass  im  vorliegenden 
Falle  die  Constante  ©  unabhangig  von  der  Wabl  des  Momenten- 
punktes  ist.  Uni  dies  zn  beweisen,  wahle  man  einen  zweiten 
Momentenpunkt,  von  dem  die  Hebelarme  x'  gerechnet  werden. 
Dann  ist  fiir  diesen 

A  V  w  to  •  xr  =  6'. 

Fur  x'  konnen  wir  aber  schreiben 

t'  =  t  +  a, 

wenn  mit  a  der  Radiusvektor  vom  zweiten  zum  ersten  Monienten- 
punkte  bezeicbnet  wird.  Darnit  erbalten  wir 

=  JEVwjto  •  (r  +  ft)  =  1  +  2?Vwto  •  a. 

In  der  lefczten  Suninie  ist  a  constant  und  man  bat  daber 
uVm\ i  •  a  =  V(Amto)  •  a  =  0 

nacb  Gl.  (80)  und  der  Voraussetzung,  dass  der  Scbwerpunkt 
ruhen  sollte.  In  der  That  wird  also 

©'  =  •  r  =  6. 

Der  Drall  eines  Punkthaufens,  dessen  Scbwerpunkt  ruht,  ist 
daher  eine  von  der  Wabl  des  Momentenpunktes  unabkangige 
und  tiberdies,  wenn  keine  ausseren  Krafte  wirken,  der  Zeit 
nach  constante  Grosse.  Die  Bedeutung  dieses  Satzes  moge 
nock  an  einer  seiner  bekanntesten  und  wichtigsten  An  wen- 
dung  en  naher  erlautert  werden. 

Wir  wablen  das  Sonnensystem,  also  die  Sonne  sanimt  ihren 
Planeten  und  deren  Trabanten  u.  dgl.  als  den  Punkthaufen,  auf 
den  wir  den  Satz  anwenden  wollen.  Zugleicb  setzen  wir  voraus7 
dass  der  Scbwerpunkt  dieses  Haufens  gegeniiber  einem  festen 
Raume,  fur  den  das  Tragheitsgesetz  gilt  (vgl.  Bd.  I,  S.  19)  zu 
Anfang  in  Rube  war  und  dass  die  ausseren  Krafte ;  die  von 
den  fernen  Weltkorpern  des  Fixsternbimmels  ausgehen,  so  gering 
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sind,  dass  sie  vernachlassigt  werden  diirfen.  —  Zugleich  sei 
ubrigens  bemerkt,  dass  man  diese  Voraussetzungen  zum  Theile 
auch  fallen  lassen  kann;  man  wilrde  dann  auf  Grand  der  nnter 
c)  nnd  e)  folgenden  Betraclitungen  zn  ganz  ahnlichen  Scbliissen 
gelangen.  Hier  beschranke  ich  mich  aber  auf  die  Besprechung 
des  einfaehsten  Falles. 

Die  Wahl  des  Momentenpunktes  ist,  wie  bewiesen,  gleich- 
gultig  nnd  wir  konnen  dazn  etwa  den  Sonnenmittelpnnkt 
nehmen.  Um  diesen  bewegen  sich  die  Planeten  alle  in  dem- 
selben  Sinne  nnd  anch  die  Sonne  besitzt  eine  Drehnng  in  der 
gleichen  Richtnng.  Jedenfalls  wird  also  der  Drall  des  Sonnen- 
systems  nieht  gleich  Null  sein.  Dagegen  mnss  er  nach  Grosse 
nnd  Richtnng  constant  sein.  Hierdurch  ist  eine,  trotz  aller 
Lagenandernngen;  die  yorkommen  mogen;  constante  Richtung 
gegeben.  Wenn  die  Planetenbahnen  alle  in  einer  Ebene  ent- 
halten  waxen  nnd  anch’  die  Drelibewegnngen  u.  s.  f.  alle  parallel 
zn  dieser  Ebene  erfolgten?  ware  der  Drall ;  als  ein  statisches 
Moment,  senkrecht  zn  dieser  Ebene  gerichtet.  Diese  V oraus- 
setzung  ist  zwar  nicht  erfiillt,  aber  die  meisten  Planetenbahnen 
n.  s.  f.  treten  dock  anch  nicht  sehr  erheblich  ans  einer  gewissen 
mittleren  Ebene  herans.  Hiernach  liegt  es  nahe,  nach  einer 
solchen  mittleren  Ebene  zu  snchen,  die  nnbeweglich  im  Ranine 
festliegt,  trotz  aller  Abweichnngen  nnd  Schwanknngen,  die  bei 
den  einzelnen  Bestandtheilen  der  Bewegnngsgrosse  des  Hanfens 
yorkommen  mogen.  Diese  Ebene  wird  durch  den  Flachensatz 
gegeben;  es  ist  jene,  die  senkrecht  zn  der  unyeranderlichen 
Richtnng  yon  6  steht.  Sie  heisst  nach  Laplace,  von  dem 
diese  Betrachtnng  herriihrt,  die  nnveranderliche  Ebene 
des  Sonnensys terns.  Natdrlich  kommt  es,  wenn  man  von 
ihr  redet,  nnr  anf  ihre  Stellnng,  nicht  anf  ihre  besondere  Lage 
an.  Am  einfachsten  ist  es  zwar,  sie  sich  durch  den  Schwer- 
pnnkt  des  gahzen  Hanfens  gezogen  zn  denken;  aber  anch  jede 
zu  dieser  parallele  Ebene  kann  als  nnveranderliche  Ebene  im 
Sinne  unseres  Satzes  angesehen  werden. 

c)  Punkthanfen  mit  beliebiger  Anfangsbewegung 
ohne  Wirknng  ausserer  Krafte. 
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Der  Scbwerpunkt  beschreibt  eine  gradlinige  Babn  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit.  Der  Drall  bleibt  fur  jeden  Momenten- 
punkt  der  Zeit  nach  constant,  fur  yerscbiedene  Momenten- 
punkte  ist  er  aber  verschieden.  Zwischen  6  und  ©'  bestelit 
die  Beziebung  (vgl.  die  Ableitung  unter  b)) 

'c  =  a  +  V»0  •  a. 

Das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  stets  senkrecbt  zur 
Scbwerpunktsgescbwindigkeit  t)0  ,  also  auch  senkrecbt  zur 
Scbwerpunktsbabn  gerichtet.  Daraus  folgt;  dass  alle  (£  gleicbe 
Projektionen  auf  die  Scbwerpunktsbabn  baben.  Ferner  ist  © 
far  alle  Momentenpunkte  gleicb,  die'  auf  einer  Parallelen  zur 
Scbwerpunktsbabn  liegen,  denn  fiir  zwei  solcbe  Momenten- 
punkte  ist  der  Abstand  a  parallel  zu  b0  und  das  aussere  Pro- 
dukt  aus  beiden  wird  daber  zu  Null. 

Zum  Begriffe  der  unveranderlicben  Ebene  gelangen  wir 
bier,  wenn  wir  yon  jedem  Punkte  des  Haufens  nur  die  Relativ- 
gescbwindigkeit  zum  Scbwerpunkte  betracbten,  also  den  Ausdruck 
ft  =  z  Vm  (H  —  to0)  *  r 

bilden.  Dieser  ist  fiir  alle  Momentenpunkte  gleicb;  denn  fiir 
einen  zweiten  Momentenpunkt  bat  man 

ft'  =  E  Ym  (to  —  to0)  (r  -f-  a) 

=  zVm(\ \  — U0)  r  •  a  — VjftJ0a  =  ft , 

da  sicb  die  beiden  letzten  Glieder  nacb  Gl.  (80)  gegen  einander 
fortbeben.  Die  unyeranderlicbe  Ebene  stebt  senkrecbt  zur 
Ricbtung  yon  ft. 

Wenn  ft  zu  Anfang  Null  war,  muss  es  aucb  Null  bleiben. 
Man  kann  dies  dabin  ausdriicken,  dass  ein  unyeranderlicber 
Korper,  der  zu  Anfang  keine  Rotation  ausfiibrte,  sicb  nicbt  yon 
selbst  (durch  innere  Krafte)  umdrehen  kann.  Ein  yerander- 
licber  Korper  kann  es  aber,  wenn  aucb  fiir  ibn  immer  nocb  ft 
gleicb  Null  bleiben  muss;  auf  diesen  interessanten  und  aucb  prak- 
tisch  sebr  wicbtigen  Fall  werde  icb  nacbher  ausfiihrlicber  eingeben. 

d)  Punktbaufen,  auf  den  aussere  Krafte  einwirken, 
die  alle  yon  einem  festen  Punkte  ausgeben. 
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In  diesem  Falle  beziebt  man  den  Flachensatz  gewohnlich 
nur  anf  den  festen  Punkt  als  Momentenpunkt.  Da  fur  ihn  das 
Moment  der  ausseren  Krafte  immer  noch  gleicli  Null  ist;  bleibt 
aucb  der  auf  ilm  bezogene  Drall  constant.  Als  unverander- 
liche  Ebene  wird  auch  hier  oft  jene  bezeichnet,  die  senk- 
recbt  zu  diesem  statischen  Momente  steht.  —  Hierher  gehort 
namentlicli  die  Bewegung  eines  starren  Korpers,  von  dem 
ein  Punkt  festgebalten  ist  (Kreisel),  so  lange  man  die  Wir- 
kung  der  Scbwere  yernachlassigen  kann.  Als  einzige  aussere 
Kraft  kommt  dann  der  Auflagerdruck  an  dem  festgehaltenen 
Punkte  in  Betracbt. 

e)  Punktbaufen,  auf  den  parallele  aussere  Krafte 
wirken. 

Zu  einer  einfacben  Aussage  gelangt  man  in  diesem  Falle 
dadurch,  dass  man  den  Punktbaufen  auf  eine  Ebene  projicirt, 
die  senkrecbt  zur  Richtung  der  ausseren  Krafte  steht  und  nun 
die  Bewegung  in  dieser  Projektionsebene  yerfolgt.  Die  Pro- 
jektion  yon  sei  if  und  x  sei  ein  yon  einem  beliebigen 
Momentenpunkte  in  der  Projektionsebene  nacb  der  Projektion 
yon  m  gezogener  Hebelarm.  Dann  ist  Vmto'-r'  zugleicb  das 
statiscbe  Moment  yon  wi)  in  Bezug  auf  eine  durch  den  ge- 
wahlten  Momentenpunkt  senkrecbt  zur  Projektionsebene  ge- 
zogene  Axe.  Ebenso  ist  V?Y  zugleicb  das  Moment  der 
Kraft  fur  diese  Axe.  Nun  gilt  fur  jeden  Momentenpunkt 
im  Raume  der  Flachensatz  in  der  Form 

zVmii  *  r  =  zV^r. 

Aus  jeder  Grleichung  zwiscben  gericbteten  Grrossen  lasst  sicb 
aber  sofort  eine  Gleicbung  zwiscben  den  Projektionen  auf  irgend 
eine  Axe  ableiten.  Projiciren  wir  also  auf  eine  Axe,  so  gilt  aucb 

?rtzVm  to'-r'  =  .rV$Y. 

Dies  gilt  zunachst  fur  jede  beliebig  gericbtete  Axe.  Fiir  die 
parallel  zu  den  Kraften  gewahlte  Axe  wird  dagegen  das 
statiscbe  Moment  der  Krafte  $  zu  Null,  da  die  Projektion 
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auf  die  zur  Axe  senkrecbt  stebende  Projektionsebene  ver- 
scbwindet.  Hiernacb  gebt  die  Grleicbung  uber  in 
Z’Vwb'  •  r'  —  ©. 

Wablt  man  einen  anderen  Momentenpunkt  in  der  Projektions¬ 
ebene;  setzt  also  an  Stelle  von  x  etwa  r'  -f-  a;  so  kommt  ein 
nenes  Grlied  in  den  Ausdruck  fur  ©  hinein,  das  gleicb 
iNm*'-  n  =Vf £«»»')  •  a  =  Vb;  a. 
gefunden  wird.  War  die  Scbwerpunktsgescbwindigkeit  von 
Yornberein  entweder  Null  oder  parallel  zur  Ricbtung  der 
a  Krafte  *J|};  so  bleibt  fc0'  stets  gleicb  Null  und  der  in  der  Pro¬ 
jektionsebene  genommene  Drall  ©  bat  fur  jeden  Momenten¬ 
punkt  denselben  Wertb.  Natiirlich  kommt  es  dabei  nicbt 
auf  die  Ricbtung  yon  ©  an;  die  selbstverstandlicb  ist  (namlich 
rechtwinklig  zur  Projektionsebene);  sondern  nur  auf  die  Grrosse 
yon  ©. 


§  14.  Einfacbe  Anwendungen  des  Plaehensatzes. 

Die  einfacbste  und  eine  der  wicbtigsten  Anwendungen  des 
Flacbensatzes  besteht  in  der  Entscbeidung  der  Frage;  ob  und 
unter  welclien  naberen  Umstanden  ein  sicb  selbst  tiberlassener 
Punkthaufen;  zwiscben  dessen  einzelnen  Tbeilen  beliebige  innere 
Krafte  auftreten;  sicb  selbst  im  Raume  umzudreben  yermag. 
Fast  immer  wird  hierbei  der  Flacbensatz  in  Verb  indung  mit 
dem  Scbwerpunktssatze  gebraucbt.  Nacb  diesem  yermag  sicb 
der  Punktbaufen  durcb  innere  Krafte  nicbt  selbst  fortzubewegen; 
da  trotz  aller  relatiyen  Bewegungen  zwiscben  den  einzelnen 
Punkten  des  Haufens  der  Scbwerpunkt  stets  in  Rube  bleiben 
muss.  Friiber  bat  man  ofters  in  Anlebnung  bieran  den  Flacben¬ 
satz  dabin  ausgesprocben;  dass  sicb  ein  Punktbaufen  obne  fremde 
Beihtilfe;  d.  h.  obne  Auftreten  ausserer  Krafte  an  ibm;  aucb 
nicbt  selbst  umzudreben  yermoge.  Dies  war  aber  nur  eine 
irrige  Deutung  des  Flacbensatzes,  die  freilicb  lange  Zeit  fast 
allgemein  yerbreitet  war  und  als  Irrtbum  erst  erkannt  wurde; 
nacbdem  ein  Widersprucb  zwiscben  ibr  und  den  Erfabrungs- 
tbatsacben  festgestellt  war.  An  der  Aussage  des  Satzes  selbst, 
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an  den  Forineln,  Ableitungen  und  Beweisen  dafur  brau elite 
iibrigens  nicbt  das  Geringste  geandert  zu  werden;  nur  bei  der 
Anwendung  auf  den  concreten  Fall  muss,  wie  sicb  hierbei 
herausstellte,  mit  grosserer  Vorsicbt  yerfahren  werden,  als 
friiher. 

Diese  Frage  wurde  erst  in  neuerer  Zeit  —  namlich  im 
Jabre  1894  in  der  Pariser  Akademie  der  Wissenscbaften  — 
angeregt  und  entschieden.  Es  bandelte  sicb  darum,  eine  mecha- 
niscbe  Erklarung  dafur  zu  fin  den,  wie  es  eine  Katze  fertig 
bringt,  beim  Fallen  aus  grosserer  Hohe  stets  mit  den  Ftissen 
voran  auf  den  Boden  zu  kommen.  Von  den  Vertretem  der 
Mecbanik  wurde  auf  Grand  der  ublicben  alteren  Deutung  des 
Flachensatzes  zunachst  die  Ansicbt  ausgesprochen,  dass  die 
Drebung  nur  die  Folge  eines  Abstosses  sei,  der  im  Augen- 
blicke  des  Herabfallens,  so  lange  also  die  Katze  nocb  mit 
anderen  Korpem  in  Beriihrung  war,  ertbeilt  wurde.  Man 
schloss  auf  Grand  des  Flacbensatzes  ungefabr  so:  Wenn  der 
Korper  wabrend  des  Herabfallens  zunacbst  keine  Drebbewegung 
batte,  so  konnte  etwa  die  Katze  den  Vorderkorper  nacb  einer 
ibr  genebmen  Richtung  umdrehen.  Hierbei  miisste  aber  dem 
Flacbensatze  zufolge  gleicbzeitig  aucb  eine  Drebung  des  Hinter- 
korpers  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  Stande  kommen. 
Wenn  nun  etwa  yorher  alle  yier  Beine  der  Katze  nacb  oben 
gestanden  batten,  so  miisste  sie,  urn  nacbber  alle  yier  nacb 
unten  zu  bringen,  Vorder-  und  Hinterkorper  nach  Art  eines 
Schraubenumlaufs  gegen  einander  yerdreht  baben. 

Diese  Betrachtung  war  an  sicb  nicht  unrichtig;  es  wurde 
dabei  nur  iibersehen,  dass  nocb  andere  Moglichkeiten  einer 
relatiyen  Drebbewegung  der  Korpertbeile  gegen  einander  be- 
steben,  als  die  bier  allein  in  Aussicbt  genommene  zwischen 
Vorder-  mid  Hinterkorper.  Dass  solcbe  noch  moglich  sein 
mussten,  ergab  sicb  alsbald  durcb  einwandfreie  Versucbe,  in- 
dem  man  Iiatzen  mit  den  Beinen  nacb  oben  an  Schniiren  auf- 
bing  und  diese  yorsichtig  durcbscbnitt,  so  dass  die  Katze  ausser 
Beriihrung  mit  anderen  Korpem  kam,  bey  or  sie  sich  nocb 
durcb  einen  Abstoss  eine  Rotationsgescbwindigkeit  zu  ertheilen 
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vermochte.  Sie  fiel  dann  in  einen  dunblen  Itaum  hinab,  dessen 
Fallhohe  sie  nicbt  yorherzusehen  vermochte  und  Va.m  trotzdem 
bei  sehr  verschiedenen  (nicbt  zu  kleinen)  Fallhohen  stets  mit 
den  Fussen  zuerst  auf  dem  Boden  an.  Ausserdem  hat  man 
anch  die  Korperbewegungen,  die  sie  wahrend  des  Fallens  ans- 
fiihrte;  noeh  durch  eine  Reihe  schnell  aufeinanderfolgender 
Momentphotographieen  ermittelt. 

Nachdem  erst  die  Thatsaehe  des  Umdrehens  einwandfrei 
festgestellt  war,  kam  man  auch  bald  auf  die  mecliaiiisclie  Er- 
klarung  dafur.  Es  hatte  natiirlich  keinen  Zweck,  wenn  ich 
diese  grade  an  dem  historischen  Beispiele  geben  wollte;  icb 
werde  vielmehr,  um  das  Wesen  der  Sacbe  zu  erklaren,  ein 
einfacheres  wahlen.  —  Der  Febler;  den  man  friiher  begangen 
hatte,  best  and  vor  allem  darin,  dass  man  nicht  beach  tet  hatte, 
Aass  sich  Theile  eines  Korpers  gegen  den  Rest  beliebig  oft  im 
gleichen  Sinne  zu  drehen  vermogen,  ohne  dass  sich  nach  jedem 
Umlaufe  die  Gestalt  des  Korpers  irgendwie  yerandert  hatte. 
Fasst  man  z.  B.  mit  der  rechten  Hand  eine  Stange;  einen 
Sabel  o.  dgl.,  streckt  hierauf  den  Arm  senkrecht  nach  oben 
aus  und  fiihrt  mit  der  Stange  in  horizontaler  Richtung  eine 
kreisformige  Bewegung  um  das  Handgelenk  herum  aus,  so 
vermag  man  diese  Bewegung  beliebig  oft  im  gleichen  Sinne 
zu  wiederholen.  Ein  Mensch,  der  alien  ausseren  Kraften  ent- 
zogen  frei  im  Raume  schwebte  und  vorher  in  Ruhe  ware,  miisste, 
wenn  er  die  beschriebene  Bewegung  ausfiihrte,  sich  selbst  im 
entgegengesetzten  Sinne  umdrehen,  als  die  Stange,  die  er  iiber 
seineni  Kopfe  rotiren  lasst.  Denkt  man  sich  ihn  etwa  auf  eine 
Ebene  projicirt,  die  senkrecht  zu  seiner  Langsaxe  oder  senk¬ 
recht  zur  R.otationsaxe  des  Stabes  steht,  so  bestimmt  sich  die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung,  die  er  selbst  ausfiihrt^ 
sehr  einfach  aus  der  Bedingung,  dass  fur  jeden  Momenten- 
punkt,  also  etwa  fur  die  Projektion  der  Langsaxe,  das  Produkt 
aus  den  Sektorengeschwindigkeiten  und  den  Massen  seines 
Korpers  ebenso  gross  ist,  als  das  gleiche  fur  die  Masse  des 
Stabes  gebildete  Produkt.  So  lange  der  Stab  weiter  herum- 
geschwungen  wird,  dreht  sich  auch  der  Mensch  im  entgegen- 
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gesetzten  Sinne;  sobald  aber  der  Stab  angebalten  wird,  liort 
auch  der  Mensch  auf,  sich  weiter  zu  dreben.  Er  kommt  dann 
•wieder  ganz  zur  Ruhe;  siebt  aber  jetzt  nacb  einer  ganz  anderen 
Richtung  als  zu  Anfang.  Durch  das  angegebene  Mittel  hatte 
er  es  also  in  der  Hand,  sicb  nacb  Wunscb  jede  beliebige 
Stellung  im  Raume  zu  geben. 

Setzt  man  etwa  an  die  Stelle  des  Stabes  im  vorigen  Bei- 
spiele  bei  der  berabfallenden  Katze  den  Scbwanz,  der  ebenfalls 
beliebig  oft  nm  die  Langsaxe  des  Korpers  berumgedrebt  werden 
kann,  so  bat  man  scbon  eine  Moglichkeit  far  die  Wendung 
des  Korpers  nacb  abwarts.  Es  ist  aber  nicbt  einmal  die 
einzige,  wie  aus  den  folgenden  Betrachtungen  leicbt  hervor- 
geben  wird. 

Man  nebme  jetzt  namlicb  an;  dass  ein  seiner  Gestalt  nach 
Yeranderlicber  Korper  auf  irgend  eine  Art  scbon  eine  gewisse 
Rotationsgeschwindigkeit  erlangt  bat.  Aeussere  Krafte  sollen 
entweder  ganz  feblen  oder  wie  bei  einem  berabfallenden  Korper 
parallel  und  den  Massen  proportional  sein.  Auf  die  Um- 
drebung  des  Korpers  konnen  sie  dann  keinen  Einfluss  haben 
und  wir  konnen  daber;  wenn  es  sich  nur  mil  die  Dreh- 
bewegungen  bandelt,  von  ibnen  absehen.  Wenn  keine  ausseren 
Krafte  wirken,  muss  das  Moment  der  Bewegungsgrossen  con¬ 
stant  bleiben.  Stellen  wir  uns  jetzt  vor;  dass  sicb  der  Korper 
zusammenziebt,  so  nehmen  die  etwa  von  der  Projektion  des 
Scbwerpunkts  gezogenen  Hebelarme  ab  und  da  das  Produkt 
aus  ibnen  und  den  Bewegungsgrossen  constant  bleibt,  muss 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  zunehmen.  Wir  konnen 
z.  B.  daraus*  sofort  schliessen,  dass  ein  Himmelskorper,  der  um 
seine  Axe  rotirt;  seine  Winkelgeschwindigkeit  Yergrbssert,  so¬ 
bald  er  sicb  zusammenzieht.  Wurde  sicb  etwa  unser  Erdball 
infolge  Yon  Abkublungen  zusammenziehen;  so  miisste  die  Dauer 
eines  Tages  dadurch  Yerkilrzt  werden.*) 

*)  Diese  Aussage  setzt  naturlich  voraus,  dass  eine  Zeiteinheit 
angegeben  werden  kann,  die  als  unveranderlich  betrachtet  werden 
darf.  Um  die  etwaige  Veranderlichkeit  der  Tagesdauer  wakrend  eines 
langeren  Zeitraumes  zu  priifen,  kann  man  sicb  etwa  die  Aufgabe  stellen, 
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Man  betracbte  ferner  einen  Gymnastiker,  der  sicb  bei 
einem  Sprunge  in  der  Lnft  iiberscblagt  (sog.  Salto  mortale). 
Der  Scbwerpunkt  bescbreibt  in  der  Luft  eine  Parabel.  Schon 
beim  Abspmnge  bat  der  Springer  seinem  Eorper  eine  gewisse 
Winkelgescbwindigkeit  um  eine  dnrcb  den  Scbwerpunkt  gebende 
borizontale  Rotationsaxe  gegeben.  Diese  wurde  aber  nicbt  aus- 
reicben,  den  Eorper  wabrend  des  Fluges  durcb  die  Luft  so 
weit  umzudreben,  dass  er  wieder  mit  den  Beinen  auf  den 
Boden  kame.  Der  Gymnastiker,  der  diese  Bewegung  freilicli 
nnr  auf  Grund  seiner  Erfabrung  und  obne  Eenntniss  des  Flacben- 
satzes  ausfiibrt;  bat  es  aber  in  der  Hand;  die  Winkelgescbwindig¬ 
keit  seiner  Drebbewegung  betracbtlicb  zu  steigern,  dadurch, 
dass  er  seinen  Eorper  wabrend  des  Sprunges  stark  zusammen- 
ziebt  (durcb  Anzieben  der  Arme  und  Beine  u.  s.  £).  Hierdurcb 
gelingt  es  ibm;  wahrend  der  fur  das  Durcblaufen  der  Wurf- 
parabel  gegebenen  Zeit  eine  binreicbende  Drebung  des  Eorpers 
.zu  yeranlassen,  die  ibn  wieder  mit  den  Beinen  den  Boden  er- 
reicben  lasst. 

Betracbtet  man  ferner  einen  yorber  rubenden  Eorper,  der 
aus  zwei  ungefabr  gleicben  Tbeilen  bestebt,  die  sicb  nicbt  yoll- 
standig;  sondern  nur  um  einen  gewissen  Winkel  gegen  einander 
zu  dreben  yermogen;  so  kann  eine  Umdrebung  des  ganzen 
Eorpers ;  an  deren  Scbluss  die  Anfangsgestalt  wieder  erreicbt 
wird,  aucb  auf  folgende  Art  bewirkt  werden. '  Man  drebe  zu- 
erst  den  Haupttbeil  I  in  deni  gewunscbten  Sinne,  wobei  frei- 
licb  der  Haupttbeil  II  eine  entgegengesetzte  Drebung  ausfiibrt. 
Wabrend  dieser  ersten  Periode  soli  aber  durcb  passende  An- 
ordnung  (bei  einem  lebenden  Wesen  etwa  durcb  Ausstrecken 
odor  Anzieben  der  Arm'e  und  Beine)  der  Haupttbeil  I  mog- 
licbst  zusamruengezogen;  der  Haupttbeil  II  moglicbst  aus- 

die  Anzabl  der  Lichtscbwingungen  fiir  Licht  von  einer  genau  definirten 
Farbe  oder  Wellenlange  abzazableii ,  die  in  die  Dauer  eines  Tages 
hineinfallen.  Hiermit  ist  zunacbst  wenigstens  theoretisch  die  Moglich- 
keit  gegeben,  Abweichungen  in  der  Tagesdauer  nacbzuweisen.  Ausser 
dem  angegebenen  giebt  es  indessen  aucb  nocb  eine  Reibe  anderer 
Mittel,  die  zu  dem  gleicben  Zwecke  benutzt  werden  kSnnten. 

3? 5p pi,  Dynamik.  2.  Aufl.  9 


130  Zweiter  Abschnitt.  Dynamik  des  starren  KCrpers  etc. 

einandergespreizt  sein.  Damn  wird  I  eine  viel  grossere  Winkel- 
geschwindigkeit  erlangt  haben7  als  II.  Nach  einiger  Zeit  wird. 
die  relative  Drehung  beider  Korpertheile  gegen  einander  ein- 
gestellt.  Sofort  hort  damit  die  weitere  Drehbewegung  auf. 
Der  Haupttheil  I  hat  aber  jetzt  schon  einen  grossen  Winkel 
in  dem  gewiinschten,  der  Haupttheil  II  nur  einen  kleinen  Winkel 
im  unerwiinschten  Sinne  dnrchlaufen.  Hierauf  werde  umgekehrt 
der  Haupttheil  I  moglichst  ausgespreizt  und  der  Haupttbeil  II 
moglichst  zusammengezogen.  Wenn  jetzt  eine  Drehung  beider 
Theile  gegen  einander  vorgenommen  wird,  die  Haupttheil  II  im 
erwunschten  Siune  dreht,  so  wird  dieser  eine  grosse  und  Haupt¬ 
theil  I  eine  kleine  Winkelgeschwindigkeit  im  entgegengesetzten 
Sinne  annehmen.  Wenn  diese  Drehung  so  weit  vorgeschritten 
ist,  dass  beide  Theile  wieder  in  ihrer  normalen  Lage  zu  ein¬ 
ander  sind,  wird  sich  der  ganze  Korper  bereits  um  die  Diffe- 
renz  des  im  erwunschten  Sinne  zuriickgelegten  grossen  und 
des  im  unerwiinschten  Sinne  zuriickgelegten  kleinen  Winkels 
gedreht  haben.  Man  sieht  nun  ein,  dass  durch  geniigend 
kaufige  Wiederholung  beider  aufeinanderfolgender  Relativ- 
bewegungen  jede  beliebige  Wendung  des  Korpers  herb  eigefuhr  t 
werden  kann 

Die  Zahl  der  Beispiele,  bei  denen  man  auf  ahnliche  Art, 
also  bios  auf  Grand  der  einfachsten  Ueberlegungen  ohne  jede 
Rechnung  wenigstens  zu  einem  qualitativen  Resultate  koimnt, 
ist  sehr  gross.  Einige  davon  sollen  noch  zur  weiteren  Er- 
lauterung  angefiihrt  werden. 

Man  nehme  an,  dass  die  Insassen  eines  Luftballons  den 
Wunsch  haben,  ihr  Fahrzeug  so  zu  drehen;  dass  etwa  eine 
andere  Seite  des  Ballons  oder  der  Gondel  die  Richtung  nacb 
der  Sonne  hin  emnehme.  Sie  konnen  dies  ausfiihren;  indem 
sie  etwa  selbst  im  entgegengesetzten  Sinne  im  Korbe  herum- 
laufen  oder  sich  auch  nur  um  ihre  Axe  drehen  oder,  wenn 
ihnen  dies  zu  unbequem  ist,  indem  sie  einen  Stab  iiber  dem 
Iiopfe  so  herumschwingen;  wie  dies  friiher  beschrieben  wurde. 
Wenn  dies  oft  genug  geschehen  ist,  wird  die  gewiinschte  Wen- 
dung  des  Fahrzeugs  ausgefuhrt  sein  und  sobald  mit  der  Dreb- 
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bewegung  aufgekort  wil'd,  yerliarrt  aucli  der  Ballon  in  seiner 
neuen  Stellnng  zur  Sonne. 

Ein  Sckiff,  das  rukig  auf  dem  Wasser  liegt;  kann  auf 
einfachere  Weise  gewendet  werden,  da  es  leicht  moglick  ist, 
mit  Hlilfe  yon  Rudern  oder  yon  Stangen,  die  bis  anf  den 
Grund  reichen,  aussere  Krafte  yon  hinreickendem  Betrage 
daranf  wirken  zu  lassen,  um  es  bald  in  die  gewiinschte  Rick- 
tung  zu  bringen.  Aber  aiicli  wenn  solche  Mittel  nicbt  yor- 
lianden  oder  nicht  zuganglick  waren,  liesse  sick  die  Wendung 
auf  dieselbe  Art  bewirken,  wie  beim  Luftballon.  Hatte  man 
etwa  ein  Rad;  das  auf  dem  Schiffe  um  eine  yertikale  Axe 
drekbar  angebrackt  ware,  so  brauckte  ein  Passagier  dieses  Rad 
nur  kinreickend  oft  in  einem  gewissen  Sinne  umzudrehen,  um 
eine  Wendung  des  Sckiffes  nack  der  entgegengesetzten  Ricli- 
tung  kerbeizufukren.  Wenn  das  Rad  etwa  in  der  Cajute  okne 
jede  Yerbindung  nach  aussen  hin  angebrackt  ware,  brauckte 
man  diesen  Raum  gar  nickt  zu  yerlassen,  um  die  gewiinsckte 
Ricktungsanderung  des  Sckiffes  zu  bewirken.  Man  konnte 
sogar,  um  einen  extremen  Fall  zu  nennen,  bekaupten,  dass  sckon 
die  geniigend  oft  im  gleicken  Sinne  wiederkolte  Drekung  eines 
Fingerrings  um  den  in  lotkreckter  Ricktung  gekaltenen  Finger 
mit  der  Zeit  eine  Wendung  des  Sckiffes  kerbeifiikren  mtisste, 
wenn  die  Wirkung  nickt  so  gering  ware,  dass  sie  neben  den 
menials  ganz  zu  yermeidenden  zufalligen  ausseren  Einfliissen 
verschwindet  und  daker  durck  die  Beobacktung  nickt  bestatigt 
werden  kann. 

Zu  den  als  „zufallig“  bezeichneten  ausseren  Einfliissen  ge- 
hort  iibrigens  bei  den  jetzt  erwaknten  Beispielen  einer,  der 
fiir  den  Erfolg  sekr  wesentlick  ist  und  auf  den,  da  er  stets 
zu  erwarten  ist,  kier  nock  besonders  aufmerksam  gemankt 
werden  soil.  Der  Luftballon  oder  das  Sckiff  werden  namlick, 
sobald  sie  sick  infolge  der  auf  iknen  ausgefukrten  Drek- 
bewegungen  selbst  in  umgekekrter  Ricktung  dreken,  kierbei 
auf  einen  Luft-  oder  Wasserwiderstand  stossen,  der  die  Be- 
wegung  zwar  zunackst  nickt  yerkindert,  ikre  Gesckwindigkeit 
aber  allmahlick  yerringert.  Man  kann  diesem  Uebelstande  auck 

9* 


132  Zweiter  Abscbnitt.  Dynamik  cles  starren  Korpers  etc. 

nickt  okne  Weiteres  dadurck  abkelfen,  dass  man  die  Dreh- 
bewegung  anf  dem  Fakrzeuge  selbst  einstellt  nnd  sie  spater 
von  Neuem  wieder  aufnimmt.  Hat  sick  namlick  nack  der  ersten 
Ausfiikrung  der  Drekb  ewegungen  die  Winkelgesckwindigkeit 
des  Fakrzengs  durck  den  Lnftwiderstand  u  s.  f.  vermindert 
und  man  stellt  kieranf  die  Drekbewegung  ein;  so  yerkarrt  das 
Fakrzeug  nun  nickt  mekr  in  seiner  augenblicklicken  Stellung, 
sondern  es  drekt  sick  sofort  entgegengesetzt  der  urspriinglicken 
Bewegungsricktung  mit  einer  Gesckwindigkeit,  die  gleick  dem 
durck  Reibung  o.  dgl.  yerursackten  Verluste  an  der  urspriing- 
licken  Winkelgesckwindigkeit  ist.  Wenn  man  yon  den  yorker- 
gekenden  Ausftikrungen  praktiscken  Gebrauck  macken  wollte, 
mtisste  man  dies  wokl  im  Auge  bekalten.  Durckfukrbar  ware 
aber,  wie  man  leickt  erkennt,  die  gewunsckte  Wendung  immer? 
wenn  andere  aussere  Einfliisse  ausser  einem  derartigen  Be- 
wegungswiderstande  nickt  yorkamen. 

Wenn  alle  Eisenbaknzuge  der  Erde  und  alle  Sckiffe,  die 
sick  anf  der  Fakrt  befinden,  die  Erde  stets  parallel  zum  Aeqnator, 
etwa  in  der  Ricktung  yon  Westen  nack  Osten;  also  im  gleicken 
Sinne  mit  der  Rotationsbewegung  der  Erde  umkreisten  und 
keine  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  miisste  dadurck  die  Winkel¬ 
gesckwindigkeit  der  Erde  etwas  kerabgesetzt  werden,  d.  k.  die 
Dauer  eines  Tages  mtisste  sick  yergrossern.  Sobald  die  Sckiffe 
und  die  Ztige  zur  Ruke  gebrackt  wtirden;  mtisste  auck  der 
Tag  seine  friikere  Lange  wieder  annekmen.  Der  Einfluss  ware 
freilick  gering;  er  konnte  aber  fur  genaue  astronomiscke 
Messungen  merklick  werden,  wenn  es  sick  um  die  bewegten 
Massen  yon  Meeresstromungen  oder  yon  Winden  kandelte,  die 
eine  stetige  Umkreisung  der  Erde  im  gleicken  Sinne  okne 
Compensation  durck  andere  damit  zusammenkamgende  Stro- 
mungen  in  der  entgegengesetzten  Ricktung  ausfukrten. 

Auck  wenn  ein  Enabe  eine  Sckaukel,  auf  der  er  yorker 
in  Ruke  sass,  okne  ausseren  Anstoss  in  Bewegung  setzen  will, 
beginnt  er  damit,  durck  Anfassen  der  Aufkangesckntire  mit 
den  Handen,  Ausstrecken  der  Beine  in  korizontaler  Ricktung 
und  Ueberneigen  des  Oberkorpers  nack  kinten  sick  selbst  eine 
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Drekbewegung  zu  ertkeilen.  Betracktet  man  den  Aufkange- 
punkt  der  Sckniire  als  Moment enpnnkt;  so  muss  far  ikn  das 
Moment  der  Bewegungsgrosse  vorlaufig  nock  Null  bleiben,  da 
die  S clmur sp annung  durck  den  Momentenpunkt  gebt  nnd  die 
einzige  andere  aussere  Kraft  an  der  Sckaukel,  das  Eigengewiebt; 
zunackst  ebenfalls  nocb.  Der  einen  Dreknng  muss  daker  eine 
entgegengesetzte  entsprecken  und  diese  bestekt  in  einer  Dreknng 
des  ganzen  Punktkaufens  iim  den  Aufkangepunkt,  womit  die 
gewunsckte  Pendelbewegnng  zunackst  einmal  eingeleitet  ist.  — 
Ick  begniige  mick  kier  mit  diesen  Andeutnngen;  mockte  aber 
die  Bewegungen,  die  zum  Ingangsetzen  der  Schankel  fukren, 
einem  genaneren  Nachdenken  empfeklen,  da  das  Beispiel  nack 
mancken  Richtungen  kin  lekrreick  ist.  Man  macke  sick 
namentlick  auck  dariiber  klar;  dass  die  Sckaukel  iiberkanpt 
nickt  okne  ausseren  Anstoss  in  regelmassige  Pendelbewegungen 
gebrackt  werden  konnte,  wenn  die  Aufkangescknure  nnendlick 
lang  waren.  Anstatt  dessen  kann  man;  um  bei  praktisck  zu 
verwirklickenden  Verbal tnissen  zu  bleiben,  auck  sagen;  dass  es 
nur  sekr  sckwer  und  nack  sekr  lange  fortgesetzten  zweck- 
massigen  Bewegungen  moglick  ware^  Pendelsckwingungen  von 
grosserem  Ausschlage  kerbeizufukren;  wenn  die  Sckniire  sekr 
lang  waren;  wie  etwa  die  Seile  in  einem  Grlockentkurme  bei 
festgekaltener  Glocke. 


§  15.  Massenausgleichung  bei  Schiffsmaschinen  nach  dem 
Verfahren  von  Schlick. 

In  einem  Kakne,  der  von  mekreren  Personen  besetzt  ist; 
kann  man  sekr  deutlick  wakrnekmen,  wie  jede  Bewegung  eines 
Insassen  zu  einer  Bewegung  des  Fakrzeuges  fukrt;  die  auf 
Grund  der  Sckwerpunkts-  und  Flackensatze  mit  Berucksick- 
tigung  der  besonderen  Bedingungen,  denen  der  kier  als  aussere 
Kraft  auftretende  Auftrieb  des  Wassers  unterworfen  ist;  leickt 
vorausgesehen  werden  kann.  Man  weiss  auck;  dass  selbst  un- 
merklicke  Bewegungen;  die  nur  in  gleicken  Zwisckenraumen 
wiederkolt  werden ;  mit  der  Zeit  zu  einem  starken  Schaukeln 
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des  Bootes  fiihren  konnen.  Das  Boot  fiihrt  daim  erzwungene 
Schwingungen  aus,  die  im  Falle  der  Resonanz  sehr  gross 
werden  konnen. 

Auf  einem  grossen  Dampfsckiffe  maclit  es  nichts  aus,  wenn 
einer  oder  mekrere  Fahrgaste  darin  auf  und  ab  gelien.  Einer- 
seits  sind  bier  die  bewegten  Massen  zu  klein  im  Vergleicke 
zur  Masse  des  ganzen  Schiffes  und  andererseits  dauert  es  aucb 
zu  lange,  bis  die  herumgeheffctep.  Personen  etwa  von  einer 
Scbiffsseite  zur  anderen  gelangen.  Sie  mitssten  scbon  sehr 
scbnell  laufen;  uni  im  gleicben  Takte  mit  den  Eigenschwin- 
gungen  des  Scbiffes  her uber  und  wieder  hiniiber  gelangen  zu 
konnen,  um  es  so  zu  kraftigeren  erzwungenen  Schwingungen 
anzuregen. 

Anders  ist  es  aber  mit  den  grossen  Dampfmaschinen,  die 
zur  Fortbewegung  des  Schiffes  dienen.  Die  bewegten  Theile 
sind  bier  einerseits  sehr  schwer,  so  dass  sie  selbst  gegeniiber 
den  Massen  des  ganzen  Schiffes  nicht  vernachlassigt  werden 
konnen  und  andererseits  bewegen  sie  sich  auch  mit  grossen 
Greschwindigkeiten.  Es  lasst  sich  daher  leicht  voraussehen, 
dass  die  Schiffe  durch  die  Massenyerschiebungen,  die  sich  in 
regelmassigem  Wecbsel  in  ihnen  wiederholen,  zu  Schwingungen 
yeranlasst  werden^  die  sich  oft  sehr  unangenehm  bemerkbar 
gemacht  haben.  Man  hat  daher  auf  Abkulfe  gesonnen  und 
diese  ist  in  praktisch  befriedigender  Weise  durch  das  yon 
S  cblick  angegebeneMassenausgleicksverfahren  gefunden  worden. 

Die  Forderungen,  die  erfiillt  sein  mfissen,  damit  die  be¬ 
wegten  Massen  ganz  okne  Einfluss  auf  die  Bewegungen  des 
Schifies  bleiben,  lassen  sich  auf  sehr  einfache  Weise  in  folgen- 
den  beiden  Satzen  aussprechen: 

1)  der  Schwerpunkt  der  beweglichen  Massen  muss 
•  stets  in  relatiyer  Ruhe  zum  Schiffe  bleiben, 

2)  der  Drall  der  beweglichen  Massen  muss  fur 
jeden  auf  dem  Schiffe  liegenden  Momentenpunkt  in 
jedem  Augenblicke  gleich  Null  sein. 

Denkt  man  sich  namlich  ein  Schiff  zuerst  in  Ruhe  auf 
ruhigem  Wasser  und  hierauf  die  Maschinen  im  Leerlaufe  (mit 
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abgekuppelten  Scbaufelradern  oder  Scbrauben)  in  Bewegung 
gesetzt7  so  muss  nacb  dem  Scbwerpunktssatze  der  Gesammt- 
scbwerpunkt  des  ganzen  Punktliaufens  nacb.  wie  vor  in  Rube 
bleiben.  Wenn  nun  dafiir  gesorgt  ist7  dass  sicb  aucb  der 
Scbwerpunkt  der  beweglicben  Tbeile  fiir  sicb  genommen  nicbt 
verscbiebt7  so  folgt7  dass  sicb  aucb  der  Scbwerpunkt  des  Scbiffs- 
korpers  nicbt  verscbieben  kann.  —  Ferner  muss  nacb  dem 
Flacbensatze  der  Drall  des  ganzen  Punktbaufens  fur  jeden 
Momentenpunkt  gleicb  Null  bleiben7  da  sicb  die  ausseren 
Krafte  (Grewicbt  .und  Auftrieb)  gegenseitig  aufbeben.  Wird 
diese  Bedingung  aber  scbon  von  den  beweglicben  Massen  fur 
sicb  genommen  erfullt;  so  muss  aucb  das  Moment  der  Be- 
wegungsgrosse  des  Scbiffskorpers  dauernd  gleicb  Null  bleiben. 
Das  ist  aber  fur  den  als  starren  Korper  aufzufassenden  Scbiffs- 
korper  nur  moglicb7  wenn  er  keine  Rotationsbewegung  um 
eine  durcb  den  Scbwerpunkt  gebende  Axe  annimmt. 

Hiermit  ist  bewiesen7  dass  der  Scbiffskorper7  der  vorber 
in  Rube  war;  aucb  dauernd  in  Rube  bleibt;  wenn  die  Mascbinen 
zu  laufen  beginnen.  Eine  Massenausgleicbung;  die  die  vorber 
aufgestellten  beiden  Forderungen  erfiillt;  ist  demnacli  eine  voll- 
kommene.  —  Es  moge  hier  die  Bemerkung  eingescbaltet  werden? 
dass  der  Flacbensatz  bisber  in  tecbniscben  Ereisen  nocb  l*angst 
nicbt  die  Beacbtung  gefunden  bat7  die  er  in  Wirklicbkeit  ver- 
dient.  Am  deutlicbsten  gebt  dies  wobl  aus  dem  Ernst ande 
bervor7  dass  in  den  zalilreicben  Arbeiten,  die  in  den  letzten 
..  Jabren  iiber  den  Massenausgleich  in  deutscben  und  auslandiscben 
Zeitscbriften  erscbienen  sind7  niemals  von  dem  Flacbensatze 
Gebraucb  gemacbt  wurde.  Man  kann  diesen  Satz  freilicb  aucb 
vermeiden;  er  ist  niemals  unentbebrlicb7  lasst  sicb  vielmebr 
stets7  wenn  es  verlangt  wird7  dnrcb  die  Anwendung  anderer 
Satze  ersetzen.  Yon  welcbem  Yortbeile  seine  Anwendung  aber 
filr  die  rascbe  und  ubersicbtlicbe  Durcbfubrung  der  Recbnungen 
und  fiir  die  anscbauliscbe  Fassung  der  Resultate  ist7  wird  wobl 
jeder  zugeben7  der  die  vorber  unter  2)  bingestellte  und  mit 
geringer  Miibe  sofort  als  ricbtig  nacbgewiesene  Forderung  mit 
den  Betracbtungen  vergleicbt7  die  in  den  bisberigen  Arbeiten 
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liber  den  Massenausgleicli  an  deren  Stelle  gesetzt  werden 
mnssten. 

Das  Scblick’sebe  Yerfahren  entspricbt  den  anfgestellten 
Fordernngen  nicht  streng7  sondern  nnr  annabernd.  Es  lasst 
sicli  ferner  (yon  gewissen  Ansnabmefallen  abgeseben)  nnr  an 
Mascliinen  zur  Anwendnng  bringen,  die  mindestens  vier  Cylinder 
baben.  Solcbe  koinmen  bei  den  grossen  Dampfern7  die  Maschinen 
mit  dreistufiger  Expansion  besitzen7  ohnebin  gewobnlicb  yor7 
da  an  Stelle  eines  einzigen  Niederdruckcylinders7  der  zn  gross 
ansfallen  wtirde7  besser  zwei  genommen  werden.  Mascliinen 
mit  raebr  als  yier  Cylindern  bat  man  ubrigens  bisber  nnr 
selten  ansgefnhrt;  es  ist  daber  in  der  That  nnr  notbig7  den 
Massenansgleicb  der  yiercylindrischen  Mascbine  zn  nntersneben. 

Abb.  18  giebt  eine  scbematiscbe  Darstellnng  der  Mascbine 
in  zwei  Ansicbten;  mit  den  Cylindern  I  bis  IV.  Geacbtet  wird 


nnr  auf  dieBewegnngs- 
componenten  der  Kol- 
ben  7  Kolbenstangen7 
.Pleuelstangen  undKnr- 
beln  in  der  Ricbtnng 
der  Cylinderaxen.  Die 
dazn  senkrecbten  Be- 
wegnngscomponenten 
fiibren  gegeniiber  den 
anderen  nnr  zn  kleinen 
Bewegungsgrossen;  die 


ebenso  wie  die  Be- 


Stenemngstbeile7  Pnmpen  n.  s.  w.  yemacblassigt  werden  sollen7  da 
es  sicb  nnr  nm  die  Grewinnnng  einer  angenaberten  Losnng  bandelt. 

Ferner  kann  bier  ancb  de^  Kolbenwega^  des  ersten  Kolbens, 
yon  dessen  Totpnnktlage  ans  gerecbnet7  wie  frnber  im  I.  Bande, 
S.  207  der  2.  Anflage 


xi  =  —  r±  cos 

gesetzt  werden7  wenn  r  nnd  cp  die  ans  der  Abbildnng  ersicbt- 
licbe  Bedentung  baben.  Bei  dieser  Formel  fiir  den  Kolbenweg 
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betracbtet  man  die  Kurbelstange  als  unendlich  lang  gegenuber 
deni  Kurbelbalbmesser.  Es  moge  indessen  bier  eingescbaltet 
werden,  dass  man  die  Recbnung  ancb  scbon  genauer,  mit  Be- 
riicksicbtigung  des  endlicben  Verbaltnisses  zwiscben  Kurbel¬ 
stange  und  Kurbelbalbmesser  durcbgefubrt  bat.  Darauf;  wie 
anf  eine  Reibe  anderer  Betracbtungen,  die  mit  dem  Massen- 
ansgleicbe  zusammenbangen,  kann  aber  bier  nicbt  eingegangen 
werden.  Eine  ausfubrlicbe  Darstellung  dayon  findet  man  in 
einer  Reibe  yon  Abbandlnngen  fiber  die  Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe  in  den  letzten  Jabrgangen  der  Z.  £  Matb.  u.  Physik 
yon  Prof.  H.  Lorenz  (kiirzlicb  ancb  separat  erscbienen.) 

Aus  der  Formel  fur  x  folgt  fur  die  Grescbwindigkeit  vx 
der  mit  M1  bezeicbneten  Masse  des  ersten  Kolbens  und  seiner 
Zubebortbeile 


d%1 

dt 


=  sin  (pi 


dcpi  m 
dt 


Alle  Kurbeln  sind  auf  derselben  Welle  aufgekeilt  und  daber  ist 

dcpl  dcp2  rZqpjj  dcp±  

dt  dt  dt  dt 


Yon  der  Winkelgescbwindigkeit  u  der  Scbiffswelle  wird  an- 
genommen,  dass  sie  als  constant  betrachtet  werden  konne. 
Gresttitzt  wird  diese  Annabme  dnrcb  die  Ueberlegung,  dass 
scbon  geringe  Aenderungen  in  der  Winkelgescbwindigkeit  u  zu 
erbeblicben  Aenderungen  in  dem  Drucke  zwiscben  der  Scbiffs- 
scbraube  und  dem  Fabrwasser  fiibren,  also  aucb  eine  grosse 
Mebrarbeit  des  Dampfes  gegenuber  der  durchschnittlicben  ver- 
langen.  Wie  gross  die  Scbwankungen  yon  u  sind,  die  etwa 
erwartet  werden  koixnen,  soli  jetzt  nicbt  weiter  untersucbt, 
jedenfalls  soil  aber  an  der  Scblick’scben  Annabme  fest- 
gebalten  werden.*) 


*)  Im  Uebrigen  kommt  es  auf  die  Veranderlicbkeit  von  u,  wie  aus 
den  Satzen  1)  und  2)  auf  S.  134  bervorgebt,  solange  es  sicb  nur  um  die 
Frage  des  Massenausgleiebs  bandelt,  uberbaupt  nicbt  an.  Wenn  jene 
Bedingungen  fur  irgend  eine  Gescbwindigkeit  erfullt  sind,  besteben  sie 
aucb  bei  jeder  anderen  und  daber  aucb  bei  einer  beliebig  veranderlicben 
Ges  cbwindigkeit. 
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Fur  die  Bewegungsgrosse  der  Masse  M1  tat  man 
Mxvx  =  3tlur1  sin  cp± . 

Die  Ricbtung  ist  bier  nicbt  besonders  beryorgeboben;  sie  ist 
in  jedem  Falle  als  lothrecbt  anznseben  und  gebt  nacb  oben 
oder  unten;  je  nacbdem  sin<p  positiy  oder  negatiy  ist.  —  Fiir 
die  Bewegungsgrosse  der  zum  Cylinder  II  gehorigen  yerschieb- 
licben  Massen  erbalt  man  ebenso 

M2v 2  =  M2ur2  sing?2 

oder,  wenn  man  den  constanten  Winkelunterschied  —  cp1 
mit  a2  bezeicbnet; 

M2v2  =  M2ur2  (sin  cpx  cos  cc2  -f-  cos  (px  sin  cc2) 

und  ebenso  fur  die  Massen  Mz  und  Jf4. 

Die  Bedingung,  dass  der  Scbwerpunkt  der  verscbieblichen 
Massen  in  Rube  bleiben  soil,  kommt  darauf  binaus;  dass  die 
geometriscbe  S ranine  der  Bewegungsgrossen  fortwabrend  gleicb 
Null  ist.  Mit  Riicksicbt  darauf,  dass  bier  nur  gleicb  oder 
entgegengesetzt  gericbtete  Grescbwindigkeiten  in  Betracbt  zu 
zieben  sind;  was  scbon  durcb  die  Vorzeicben  yon  si n<p1;  sm<p2 
u.  s.  f.  beriicksicbtigt  ist,  baben  wir  daber  die  Grleicbung 

31xurx  sing^  -f-  ur2  (sing^  cosa2  +  cosg^  sina2)  -f~ 

+  Mzur.d  (sin  cp1  cos  cc$  -f-  cos  g?*  sin  a3)  + 

+  M±ur±  (sin  g?x  cos  a4  -f-  cos  g^  sin  a4)  =  0. 

Ordnen  wir  nacb  sin  (px  und  cos  g>t  und  streichen  den  ge- 
meinsamen  Faktor  u,  so  gebt  die  Grleicbung  iiber  in 

sin  q>x  { M1r1  +  M2r2  cos  a2  +  Mzrz  cos  az  +  Jf4r4  cos  a4 }  + 

-f*  cos  {  0  -j-  ilf2 r.2  sin  cc2  -[-  Mz rz  sin  az  -f-  i!f4r4  sin  }  =  0. 

Diese  Grleicbung  muss  fiir  jede  Kurbelstellung,  also  fiir 
jeden  Wertb  des  Winkels  cpt  erfullt  sein,  damit  der  Scbwer¬ 
punkt  jederzeit  in  Rube  bleibe.  Dazu  gebort,  dass  die  beiden 
Klammer wertbe  emzeln  yerscbwinden.  Wir  gelangen  damit 
zu  zwei  Bedingungsgleicbungen  zwiscben  den  Constanten  der 
Mascbinen,  die  sicb  kiirzer  in  der  Form 

EMr  cos  a  =  0  und  EMr  sin  a  =  0 


(83) 
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ansckreiben  lassen.  Die  Summirung  erstreekt  sick  kierbei 
jedesmal  auf  alle  yier  Massen  and  Winkel  ax  ist  gleick  Null 
zu  setzen,  indem  unter  an  nack  den  yorausgekenden  Fest- 
setzungen  immer  der  Winkel  zu  yersteken  ist,  den  die  nte 
Kurbel  mit  der  ersten  bildet  (diese  Winkel  im  Sinne  der  Um~ 
laufsricktung  der  Masckine  gezaklt).  —  Selbstyerstandlick  bleiben 
iibrigens  die  Bedingungsgleickungen  (83)  auck  fur  Masckinen 
mit  beliebig  yielen  Oylindern  besteken,  von  denen  yerlangt  wird, 
dass  keine  Sckwerpunktsyerschiebungen  Yorkommen. 

Wir  bilden  jetzt  die  statischen  Momente  der  Bewegungs- 
grossen.  Die  Wakl  des  Momentenpunktes  ist  kierbei  gleick- 
giiltig,  den n  wenn  der  Sckwerpunkt  rukt,  ist,  wie  wir  friiker 
fanden,  das  Moment  fur  jeden  Momentenpunkt  gleick  gross.  — 
Wir  waklen  den  in  Abb.  18  mit  0  bezeickneten  Punkt  oder 
iiberkaupt  irgend  einen  Punkt  auf  der  Axe  des  Cylinders  I. 
Das  statiscke  Moment  der  Bewegungsgrosse  der  Massen  I  yer- 
sckwindet  fur  diesen  Momentenpunkt.  Das  Moment  fur  II  ist 
M2v2a2  =  M2ur2a2  (sin  cos  cc2  +  cos  sina2), 

wobei  mit  a2,  wie  aus  Abb.  18  ersicktlick,  der  Abstand  der 
Cylinderaxe  II  yon  der  Cylinderaxe  I  bezeicknet  ist.  Die  Rick- 
tung  des  Moments  ist  nickt  besonders  ersicktlick  gemackt;  sie 
stekt  in  jedem  Falle  senkreckt  zu  der  Ebene,  in  der  alle  yier 
Cylinderaxen  entkalten  sind  und  zwiscken  dey  Ricktung  nack 
yorn  oder  liinten  wird  durck  das  Yorzeicken  des  Yoraus¬ 
gekenden  Ausdrucks  sckon  untersckieden.  —  Wenn  die  Summe 
der  Momente  der  Bewegungsgrossen  fur  den  Momentenpunkt 
0  und  kiermit  auck  fur  jeden  beliebigen  Momentenpunkt  yer- 
schwinden  soli,  muss  auck  die  algebraiscke  Summe  der  nack 
dem  yorigen  Muster  gebildeten  Ausdrticke  fur  alle  Massen 
gleick  Null  sein.  Ordnen  wir  wieder  wie  vorker  nack  sin<pt 
und  cos  <px ,  so  lautet  die  Grleickung 

sin q)±  |  0-\-M2r2a2  cos a2  -\-M$rzas  cos +  Jf4r4a4  cos  a4}  -f* 
-j-  cos (p1  { 0  -\-M2r2a2  sina2  -f-  Jf3r3a3  sin a%  -f- ilf4r4a4  sin a4 }  =  0 

und  da  diese  fiir  jedes  erfiillt  sein  soil,  zerfallt  sie  in  die 
beiden  Bedingungsgleickungen 


140  Zweiter  Abschnitt.  Dynamik  des  starren  Korpers  etc. 


EMra  cos  cc  —  0  und  2 Mr  a  sin  a  =  0.  (84) 

Audi  tier  muss  man  sick  die  Summirung  wieder  auf  alle  Tier 
Cylinder  erstreckt  denken;  fur  die  erste  Cylinderaxe  ist  namlich 
sowokl  ax  als  at  gleicli  Null  und  hiermit  fallen  die  zugehorigen 
Ausdrucke,  wie  aus  der  yorigen  Schreibweise  zu  ersehen,  yon 
selbst  fort. 

Das  Schlick’sche  Yerfaliren  beruht  nun  darauf;  die  Winkel 
a2a3a4  und  die  Abstande  a2a$a±,  die  dadurck  freilick  nock 
nickt  yollig  bestimmt  sind,  jedenfalls  so  zu  wahlen,  dass  die 
Gleichungen  (83)  und  (84)  erfullt  werden.  Die  Massen  M  und 
die  Kurbelkalbmesser  r  sind  bei  der  Yornakme  des  Massen- 
ausgleicks  durck  andere  Rucksichten  bereits  als  yorgesckrieben 
zu  betrackten.  Die  drei  Winkel  a  sind  dagegen  zunachst  ganz 
zur  Yerfugung  des  Constructeurs  und  yon  den  drei  Abstanden 

a  wenigstens  die  Yerkaltnisse  —  und  — ■ ,  die  ia  auck  in  der 
°  a2  a2  7  J 

Tkat  aus  den  Gl.  (84)  allein  ermittelt  werden  konnen.  Einer 

yon  den  Winkeln  a  kann  also  willkurlich  (oder  auf  Grand 

anderer  Anforderungen)  gewahlt  werden.  Dann  folgen  die 

beiden  anderen  aus  den  Gl.  (83)  und  kierauf  die  Abstands- 

verhaltnisse  aus  den  Gl.  (84).  Man  wird  natiirlich  die  Wahl 

des  ersten  Winkels  a  so  einrichten  nuissen,  dass  die  sick  aus 

Gl.  (84)  ergebenden  Ab  stand  syerhaltnisse  auck  wirklich  aus- 

gefukrt  werden  konnen.  Wenn  namlich  etwa  ~  sekr  gross 

aus  der  Rechnung  gefunden  wiirde;  so  liesse  sick  dies  nickt 
ausfuhren,  weil  fiir  a2  ein  gewisses  Mindestmaass  wegen  der 
Abmessungen  der  Maschinen  und  fiir  ein  gewisses  Hochst- 
maass  wegen  der  Dimensionen  des  Sckiffes  yorgesckrieben  ist. 

Die  sogenannten  Scklingerbewegungen,  d.  k.  die  pendeln- 
den  Bewegungen  des  Sckiffes  werden  dann  zu  Stande  kommen, 
wenn  die  yorker  unter  2)  angefukrte  Bedingung,  also  nakerungs- 
weise  wenn  die  Gl.  (84)  nickt  erfullt  £ind.  Man  erkennt  hieraus, 
dass  gerade  auf  diese  Gleichungen  yiel  Wertk  zu  legen  ist. 
Den  Schwerpunkt  unyeranderlick  festzuhalten;  kat  man  sick 
auck  fruher  sckon  ofters  bemuht;  die  grosse  Bedeutung  der 
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Gl.  (84)  fur  einen  praktisch  befriedigenden  Massenausgleicli 
hat  aber  erst  Schlick  erkannt  und  damit  einen  wichtigen 
Forts chritt  im  Bane  der  grossen  Oceandampfer  herbeigefuhrt. 
—  Zugleich  erkennt  man  iibrigens  leicht  aus  den  Gl.  (83)  und 
(84);  dass  eine  Mascbine  mindestens  yier  Cylinder  baben  muss; 
werui  der  Ausgleich  allgemein  moglich  sein  soil. 


§  15  a.  Anwendung  des  Flachensatzes  auf  die  Tlieorie  der 

Turbinen. 

Wahrend  des  gleichformigen  Ganges  einer  Turbine  besitzt 
•der  aus  dem  Laufrade  sammt  Welle  und  Wasserinhalt  be- 
stehende  Punktbaufen  stets  dieselbe  Bewegung.  Daher  behalt 
aucb  der  auf  die  Umdrehungsaxe  bezogene  Drall  B  dieses 
Punktbaufens  immer  denselben  Werth;  falls  man  in  jedem 
Augenblicke  immer  jene  Wassertbeilcben  in  Betracht  zieht;  die 
sicb  grade  im  Laufrade  befinden.  Bei  der  Anwendung  des 
Flachensatzes  kommt  es  aber  nicbt  auf  den  in  dieser  Weise 
berecbneten  Drall  an;  sondem  auf  jenen;  der  stets  auf  die- 
selben  materiellen  Punkte  bezogen  wird.  Dieser  erfahrt 
wegen  des  Weiterstromens  der  Wassermasse  durcb  die  Turbine 
eine  Aenderung;  die  fiir  ein  Zeitelement  dt  berecbnet  werden  soli. 

Bezeicbnet  man  mit  M  die  Masse  des  die  Turbine  in  der 
Zeiteinheit  durchstromenden  Wassers,  so  tritt  wabrend  dt  eine 
Wassermasse  Mdt  mit  irgend  einer  absoluten  Geschwindigkeit 
v±  in  das  Laufrad  ein  und  eine  ebenso  grosse  Masse  verlasst 
das  Rad  mit  einer  Geschwindigkeit  v2.  Die  Aenderung  dB 
des  auf  dieselben  Massen  wie  zu  Anfang  yon  dt  bezogenen 
Dfalls  ist  dana,  da  sicb  im  Uebrigen  nicbts  geandert  bat; 
gleicb  dem  Unterscbiede  zwiscben  den  statiscben  Momenten 
der  Bewegungsgrossen  fur  die  austretende  und  fiir  die  ein- 
tretende  Wassermasse  Mdt. 

Am  einfacbsten  ermittelt  man  diese  Momente;  indem  man 
die  Gescbwindigkeiten  vx  und  auf  die  Richtungen  der  zu- 
geborigen  Umfangsgescbwindigkeiten  des  Laufrads  projicirt. 
Bezeicbnet  man  diese  Projektionen  mit  cos  at  und  v2  cos  of2 
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(wobei  also  miter  cc±  nnd  a2  die  Winkel  zwischen  den  Rich- 
tungen  der  v  und  der  Bewegungsrichtung  des  Laufrads  an 
der  gleiclien  Stelle  zn  yerstehen  sind)  nnd  die  Abstande  yon 
der  U m dr einings ax e  mit  r±  nnd  r2,  so  hat  man 

dB  =  Mdt (v2  cos  <v>2  —  vi  cos  airi )• 

Nach  dem  Flachensatze  ist  dann  das  ebenfalls  anf  die  Uni- 
drehungsaxe  bezogene  statische  Moment  K  der  ausseren  Krafte, 
die  (etwa  dnrch  Vermittelung  einer  aufgekeilten  Riemenscheibe) 
anf  die  Lanfradwelle  tibertragen  werden  miissen,  urn  diese  in 
gleichformigem  Gange  zn  unterhalten, 

K  =  ^  =  M (v2  cos  a2r3  —  i\  cos  a^).  (84a) 

Ans  K  folgt  die  Arbeit  A,  die  yon  der  Tnrbine  in  der 
Zeiteinheit  nach  anssen  hin  abgegeben  wird,  dnrch  Multipli- 
kation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u}  also 

A  —  Mu  (v2  cos  a2r2  —  v1  cos  aprj.  (84b) 

Dnrch  einfache  Umrechnungen,  anf  die  hier  nicht  weiter 
eingegangen  zn  werden  braucht,  kann  man  die  absolnten  Ge~ 
schwindigkeiten  nnd  v2  anch  in  den  Relatiygeschwindig- 
keiten  gegen  das  Laufrad  in  Verbindung  mit  den  Umfangs- 
geschwindigkeiten  ur1  nnd  ur2  des  Laufrads  ausdriicken.  Die 
in  dieser  Weise  umgeformte  Gleichnng  wird  yon  Zenner  als 
die  erste  Hanptgleichung  der  Tnrbinentheorie  bezeichnet. 
Eine  zweite  Hauptgleichung,  die  znr  yorigen  hinzntreten  muss, 
nm  alle  in  der  Anfgabe  vorkommenden  Grossen  berechnen  zn 
konnen,  erhalt  man  nach  Zenner,  indem  man  fur  A  noch  einen 
zweiten  Ausdruck  anf  Grnnd  des  Satzes  yon  der  lebendigen 
Kraft  aufstellt  nnd  ihn  dem  yorigen  gleichsetzt.  Aus  der  so 
erhaltenen  zweiten  Hanptgleichung  berechnet  man  die  Ge~ 
schwindigkeiten,  mit  denen  das  Wasser  das  Rad  durchstromt 
und  hieranf  nach  der  ersten  Hanptgleichung  die  Leistnng  A 
der  Turbine,  anf  deren  Ermittelung  es  namentlich  ankonnnt. 

Die  weitere  Dnrchfiihrung  der  Rechnung  wxirde  iiber  den 
Rahmen  dieses  Buches  hinausgehen*  es  handelte  sich  hier  nnr 
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darum;  zu  zeigen,  auf  wie  einfache  Art  man  mit  Hiilfe  des 
Flachensatzes  zur  ersten  Hauptgleicliung  gelangen  kann;  die 
sonst  auf  viel  umstandlicherem  Wege  abgeleitet  wird. 

§  16.  Die  freien  Axen. 

Ein  starrer  Korper  moge  anfanglich  eine  beliebige  Be¬ 
wegung  besitzen  und  hierauf  olme  Einwirkung  ausserer  Krafte 
sicb  selbst  iiberlassen  werden.  Wir  scbliessen  nacb  Schwer- 
punkts-  und  Flachensatz  yon  Keuem?  dass  sowohl  die  Be- 
wegungsgrosse  des  ganzen  Korpers  als  aucb  der  Drall  constant 
bleiben  miissen.  In  jedem  Augenblicke  kann  man  sicb  die 
Bewegung  in  eine  Translation  zerlegt  denken  mit  jener  Gre- 
scbwindigkeit,  die  dem  Scbwerpunkte  zukommt  und  in  eine 
Rotation  um  eine  durcb  den  Schwerpunkt  gebende  Axe.  Die 
Translation  gebt  nacb  dem  Scbwerpunktssatze  gleicbformig  yor 
sich  und  interessirt  uns  kaum.  Viel  wicbtiger  ist  jetzt  fiir 
uns  die  Frage  nacb  der  Rotationsbewegung.  Wir  wollen  daber 
yon  der  Translation  ganz  abseben,  also  annebmen;  dass  der 
Scbwerpunkt  des  starren  Korpers  scbon  von  Anfang  an  rubte; 
beirn  Feblen  aller  ausseren  Krafte  wird  er  dann  aucb  dauernd 
in  Rube  bleiben;  so  dass  wir  es  in  der  That  nur  nocb  mit 
den  Rotationen  zu  tbun  lraben.  lm  Uebrigen  muss  aber  betont 
werden 7  dass  aucb  im  allgemeineren  Falle  das;  was  jetzt  von 
den  Rotationsbewegungen  fiir  sich  ausgesagt  werden  soll;  un- 
verandert  giiltig  bleibt?  und  dass  dann  nur  nocb  die  von  den 
Rotationen  unabhangige  und  bier  gleicbgxiltige  constante  Trans- 
lationsbewegung  binzutritt. 

Wir  werden  das  wichtige  Problem ;  die  Bewegung  eines 
sicb  selbst  iiberlassenen  starren  Korpers  anzugeben,  nur  scbritt- 
weise  in  Angriff  nebmen.  Hier  beschranken  wir  uns  auf  die 
Beantwortung  der  Frage;  ob  die  Rotationsaxe  ibre  Ricbtung 
im  Raume  und  im  Korper  dauernd  beibehalt  oder  nicht. 

Wer  sicb  diese  Frage  zum  ersten  Male  vorlegt,  obne 
vorber  davon  gehort  zu  baben;  wird  leicbt  geneigt  sein;  die 
Constanz  der  Rotationsaxe  fiir  alle  Falle  von  vornherein  an- 
zunebmen.  Schon  die  oft  nicbt  ganz  sticbbaltige  Fassung  des 
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Tragbeitsgesetzes.,  wonacli  ein  Korper  seine  augenblicklicbe 
Bewegnng  beim  Feblen  ausserer  Krafte  unyeramdert  beibehalten 
miisse,  verleitet  oft  zu  dieser  gleicbwobl  irrigen  Annabme. 
Im  Allgemeinen  verandert  sicb  yielmehr  die  Lage  der  Rota- 
tionsaxe  mit  der  Zeit  sowohl  relatiy  znm  Korper  als  zum 
absoluten  Raume.  Sie  kann  freilicb  aucb  constant  bleiben 
und  jede  im  Korper  gezogene  (und  jedenfalls  durch  den  Scbwer- 
pnnkt  gebende)  Axe,  um  die  sicb  der  Korper  obne  Zwang 
dauernd  zn  dreben  yermag,  beisst  eine  freie  Axe  (oder  anct 
permanent e  Drebaxe). 

Auf  Grand  des  Tragbeitsgesetzes  yermag  man  nur  zn 
scbliessen,  dass  ein  einzelner  materieller  Punbt  die  Bewegung, 
die  er  batte,  obne  Einwirkung  ausserer'  Krafte  beibebalt  oder 
dass  das  Gleicbe  aucb  yon  der  Scbwerpunktsbewegung  ernes 
beliebigen  Punktbaufens  gilt.  Die  Rotationsbewegung  wird 
aber  yon  der  Aussage  des  Tragheitsgesetzes  nicbt  unmittelbar 
berubrt  und  mittelbar  nur  insofern;  als  aus  deni  Tragbeits- 
gesetze  in  der  Dynamik  des  materiellen  Punktes  eine  Reibe 
yon  Polgerungen  gezogen  ‘wurde;  die  sicb  spater  auf  die 
Dynamik  des  Punktbaufens  iibertragen  liessen  und  die  daber 
jetzt  an  Stelle  des  Tragbeitsgesetzes  zur  TJntersucbung  der 
Rotationserscbeinungen  yerwendet  werden  konnen. 

Man  wird  aber  nicbt  leicbt  die  Forderung  fallen  lassen, 
dass  sicb  irgend  eine  mit  der  Rotationsbewegung  zusaxnmen- 
bangende  Grosse  beim  Feblen  ausserer  Krafte  als  constant 
erweisen  miisse?  schon  dessbalb;  weil  man  stets  gewobnt  ist; 
die  Krafte  als  Ursacben  yon  Yeranderungen  anzuseben.  In 
der  That  kann  man  zwei  sehr  wicbtige  Grossen  angeben;  die 
nur  durcb  das  Eingreifen  ausserer  Krafte  geandert  werden 
konnen.  Die  erste  ist  die  lebendige  Kraft  des  starren  Korpers; 
yon  der  dies  scbon  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  gezeigt 
wurde  und  die  andere  ist  der  Drall,  der  nacb  dem  Flacben- 
satze  (ygl.  §  13  unter  b))  der  Zeit  nach  constant  und  bier 
uberdies  nocb  fur  jeden  Momentenpunkt  gleicb  gross  ist.  Die 
zweite  Bedingung  sagt  iibrigens  mebr  aus;  als  die  erste }  denn 
die  lebendige  Kraft  ist  eine  Grosse  obne  Ricbtung  und  die 
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Bedingung,  dass  sie  constant  sei,  wird  dalier  durcb  eine  einzige 
Beziebung  zwiscben  Zablengrossen  ausgesproeben.  Der  Drall 
ist  dagegen  eine  gericbtete  Grrosse  und  die  Bedingung,  dass  er 
sicb  nicbt  andere,  schliesst  neben  der  Constanz  des  Absolut- 
werfch.es  auch  die  Constanz  der  Ricbtung  ein.  Die  Vektor- 
gleicbung,  die  dies  ausspricbt,  lasst  sicb  in  drei  yon  einander 
unabbangige  Componentengleicbnngen  zerlegen,  entbalt  also 
drei  Zablenbeziebungen.  In  der  That  ist  daber  ancb  das 
Moment  der  Bewegungsgrosse  yon  nocb  grosserer  Bedeutnng 
fur  die  Beurtbeilung  der  Rotationserscheinungen,  als  selbst  die 
lebendige  Kraft. 

Der  allgemeine  Ausdruck  fur  den  Drall  war  nacb  §  13 
©  =  2J  Vmt)  •  r. 

Hiermit  ist  aber  nur  eine  allgemeine  Anweisung  dafiir 
•gegeben,  wie  man  ©  linden  kann,  wenn  die  Grescbwindigkeiten 
und  Lagen  der  einzelnen  Massen  m  bekannt  sind.  Die  wirk- 
licbe  Ausrecbnung  ist  erst  nocb  yorzunebmen  und  zwar  bier 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Punktbaufen  ein  starrer 
Korper  ist. 

Im  gegebenen  Augenblicke  sei  die  Winkelgescbwindigkeit 
des  starren  Korpers  gleicb  u.  Hiermit  ist  die  Ricbtung  der 
durcb  den  Scbwerpunkt  gebenden  augen- 
blicklicben  Rotationsaxe,  der  Sinn  der 
Drebung  und  zugleicb  der  Absolutwertb 
u  der  Winkelgescbwindigkeit  angegeben, 
d.  b.  man  kennt  mit  it  iiberbaupt  den 
augenblicklicben  Bewegungszustand  yoll- 
standig.  Hiernacb  muss  sicb  ©  als  Func¬ 
tion  yon  u  darstellen  lassen.  —  Der  nacb 
einem  Massentbeilcben  m  yom  Scbwer- 
punkte  S  aus  (Abb.  19)  gezogene  Radiusyektor  sei  mit  r  be- 
zeicbnet;  dann  ist  die  Grescbwindigkeit  t)  yon  m 

to  =  — Vut 

(ygl.  Bd.  I,  Grl.  56,  wobei  nur  zu  beacbten  ist,  dass  der  dort 
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mit  r'  bezeicbnete  Yektor  bier  r  geschrieben  ist).  Setzt  man 
diesen  Wertb  ein,  so  wil’d 

8  =  —  uV(mYux)  *  r 

oder  nacb  Yertauscbung  der  Reibenfolge  der  Faktoren  mi 
ausseren  Prodnkte 

8  =  ZmYt  -Vur.  (H5) 

Man  muss  also  zunacbst  das  aussere  Produkt  aus  it  und  r 
bilden,  dann  dieses  selbst  wieder  als  zweiten  Faktor  eines 
aussem  Produkts  anseben,  dessen  erster  Faktor  r  ist,  um 
bierauf  nacb  Multiplikation  mit  m  und  Summinmg  liber  den 
ganzen  Haufen  8  zu  erbalten.  Die  zweimal  aufeinanclerfolgende 
Yorscbrift  zur  Bildung  des  ausseren  Produkts  ist  in  diesem 
Bucbe  bisber  nicbt  vorgekommen.  Ganz  allgemein  gilt  dafiir 
eine  sebr  einfacbe  Recbenyorscbrift,  die  durch  die  Formel 

VSl  *  V8®  —  8  •  31©  —  a  •  218  (H6j 

zum  Ausdrucke  gebracbt  werden  kann,  in  der  818(5  beliebige 
Vektoren  sind.  Die  recbte  Seite  dieser  Gleicbung  besteht  aus 
zwei  Gliederu,  von  denen  das  erste  den  Yektor  8  als  Faktor 
entbalt  und  daber  mit  ibm  gleicbgericbtet  ist;  den tl  der  andere 
Faktor  81®  ist  ein  inneres  Produkt  aus  8(  und  (5  und  daber 
eine  Grosse  obne  Ricbtung.  Das  zweite  Glied  ist  ebenso  mit 
—  ®  gleicbgericbtet.  Hieraus  gebt  scbon  beryor,  dass  die 
recbte  Seite  als  geometrische  Summe  eines  mit  8  und  eines 
mit  —  ®  gleicbgerichteten  Vektors  eine  Ricbtung  besitzt,  die 
in  der  durcb  8  und  ®  gelegten  Ebene  entbalten  ist.  Dass 
dies  so  sein  muss,  folgt  aber  andererseits  sofort  daraus,  dass 
V8®  in  die  Ricbtung  der  ISTormalen  der  Ebene  durcb  8  und  ® 
fallt,  so  dass  das  aussere  Produkt  aus  irgend  einem  anderen 
Vektor  und  V8®  senkrecbt  zu  jener  ISTormalen  steben  und 
daber  wieder  in  die  Ebene  durcb  8  und  ®  fallen  muss. 

Wenn  in  dem  elementaren  matbematiscben  Unterrichte 
auf  den  Mittelschulen  die  Anfangsgriinde  des  Recbnens  mit 
gericbteten  Grossen  gelebrt  wiirden,  was  an  und  fur  sicli 
leicbt  durchfuhrbar  und  sebr  zu  wiinscben  ware,  konnte  icb 
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micb  auf  Gl.  (86)  als  auf  eine  der  bekanntesten  Formeln  der 
Vektoralgebra  berufen.  Da  dies  beutzutage  leider  nocb  nicbt 
zutrifft,  bleibt  mir  nicbts  tibrig,  als  bier  den  Beweis  jenes 
algebraiscben  Satzes  selbst  vorzufiibren.  Am  einfacbsten  ge- 
staltet  sicb  dieser,  wenn  man  sicb  dabei  auf  die  Darstellung 
der  Vektoren  mit  Hiilfe  recbtwinkliger  Componenten  in  den 
Kicbtungen  der  Einbeitsvektoren  i,  t  stiitzt  (Bd.  I,  §  16  u. 
§  17).  Nacb  Gl.  51,  Bd.  I,  ist 


Vsa;  = 

=  i(B2Ca-BiC2)  +  i(BaC1 


i  \  t 

B3  Bs  Ba 
G,  C,  G  j 

- 13,0,)  +  t (13,0, -B2C l) 


nnd  biemacb  aucb 


i  i  * 

A1  A,,  As 

(B.2  Ct  -  B,  C'2)  (Bs  Ct  -  B,  ct)  {Bt  G,  -  B,  C,) 


Entwickelt  man  die  Determinante,  so  erbalt  man  zunacbst 
fur  die  i-Componente 

i (A^C,  -  A,B2 6\  -  AaBs C,  +  A3B, C’) 

oder  wenn  man  A1B1C1  einmal  als  positives  und  einmal  als 
negatives  Glied  zufugt, 

{{B^A^  +  A^  +  A^)  -  C1(4151  +  iJs  +  isi5s)l, 

d.  b.  wenn  man  sicb  der  Bedentung  der  in  den  runden  Klam- 
mern  stebenden  Summon  erinnert 

Genan  ebenso  findet  man  fCir  die  j-Componente 

C2*3 18} 

und  abnlicb  fur  die  letzte  Componente.  Fasst  man  aber  alle 
drei  Componenten  wieder  zusammen,  so  erbalt  man  nacb 
Herausbeben  der  gemeinsamen  Faktoren 

m  ■  (i b,  +  j b2  +  tBa)  -  m  ■  (ic±  +  i c2  +  tcz), 

10* 
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d.  k.  genau  den  in  Gl.  (86),  die  kiermit  bewiesen  ist,  ange- 
gebenen  Werth. 

Nack  dieser  Absckweifung  in  das  Gebiet  der  Algebra 
kehre  ich  zn  dem  Wertbe  von  ©  in  Gl.  (85)  zuriick.  Die 
Anwendung  des  Satzes  der  Gl.  (86)  liefert 
©  =  Um(n  •  r2  —  r  •  nr) 

oder  naeb  Spaltung  des  Ansdrncks  in  zwei  Glieder 

©  =  u  *  Umx2  —  Umx  •  ttt.  7) 

Das  erste  der  beiden  Glieder,  ans  denen  ©  besteht,  ist  gleicli- 
gericbtet  mit  der  W inkelgesckwindigkeit  u,  denn  es  entklilt 
nicbt  nur  u  als  Faktor,  sondern  der  andere  ricktungslose 
Faktor  Umx2  ist  aucb  unter  alien  Umstanden.  positiy.  Yon 
dem  anderen  Gliede  lasst  sick  aber  ohne  nakere  Kenntniss  der 
Gestalt  des  Korpers  nickt  yorausseken,  welcke  Riektung  es 
annekmen  wird.  Im  Allgemeinen  ist  daber  99  nickt  mit  u 
gleickgericktet;  dies  trifft  yielmekr  nnr  unter  der  Bedingung 
zu,  dass  auck 

Umx  •  nr  ||  u 


ist  oder  auck  ganz  yersckwindet. 

Wir  werden  sofort  seken,  yon  welcker  Wicktigkeit  die 
Entsckeidung  ist,  ob  ©  parallel  zu  u  gekt  oder  nickt.  Man 


Abb.  20. 


betrackte  Abb.  20,  in  der  u  und  ©  yersckieden 
gericktet  eingetragen  sind,  und  zwar  so, 
wie  sie  bei  der  angegebenen  Korpergestalt 
ungefakr  wirklick  zu  einander  liegen  wurden. 
Wenn  man  den  Korper  mit  Hulfe  yon 
Zapfen  in  einem  Gestelle  lagerte,  konnte 
man  ikn  natiirlick  leickt  zwingen,  die  Be- 
wegung  um  die  anfanglicke  Drekaxe  mit 
constanter  Winkelgesckwindigkeit  dauernd 


beizubekalten.  Hatte  sick  daxm  der  Korper 
in  eine  zweite  Lage  gedrekt,  so  miisste  sick  ©  mit  ihm  gedrekt 
kaben.  Die  Radienyektoren  r  nack  den  einzelnen  Massentkeil- 


cken  kaben  sick  namlick  alle  um  den  gleicken  Winkel  gedrekt, 
wakrend  u  constant  blieb.  Nack  der  Zusammensetzung  des 
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Ausdruckes  von  ©  in  Gl.  (87)  folgt  daher,  dass  wir  den  Werth 
von  ©  in  der.  nenen  Lage  sofort  dadurch  erhalten,  dass  wir 
nait  dem  in  der  ersten  Lage  berechneten  Wertbe  ebenfalls  eine 
Drehung  um  denselben  Winkel  vomebraen.  Mit  anderen  Worten: 
©  ist,  solange  u  constant  bleibt,  relativ  zum  Korper  constant; 
dagegen  drebt  es  sicb  mit  dem  Korper  zusammen  im  festen 
Ranme  herum,  bescbreibt  also  eine  Kegelflacke,  deren  Axe  u  ist. 

Nacb  dem  Flachensatze,  Gl.  (82a),  ist  aber 

f-iVUt'  (88) 

nnd  hiernack  mussen  aussere  Krafte  einwirken,  um  irgend 
eine  Aenderung  yon  ©?  wenn  diese  auck  nur  in  der  Ricktung 
nnd  nicht  in  dem  absoluten  Wertke  bestekt;  keryorzubringen. 
Wir  erkennen  daraus,  dass  it  in  Abb.  20  unmoglick  eine  freie 
Axe  sein  kann;  yielmehr  muss  ein  in  einem  Kraftepaare  be- 
stekender  Zwang  auf  die  Axe  yon  den  festen  Lagern  tiber- 
tragen  werden;  um  die  Umdrekung  um  diese  Axe  daijernd 
aufreckt  zu  erkalten.  Das  Moment  des  kierzu  erforderlichen 
resultirenden  Kraftepaares  der  Zapfendriicke  kann  nack 

G1.  (88)  bei  gegebenem  it  und  ©  sofort  leickt  berechnet  werden. 
Man  erkennt  daraus  auck,  dass  die  Ebene  des  den  ausseren 
Zwang  darstellenden  Kraftepaares  selbst  mit  dem  Korper 
berumrotirt  und  dass  dies  daher  auck  yon  den  in  den  Lagern 
ubertragenen  Zapfendriicken  gilt.  Dadurck  wird  das  aus  der 
Erfahrung  woklbekannte  Riitteln  in  den  Lagern  lieryorgebrackt, 
das  bei  der  Rotation  eines  Korpers  um  eine  aufgezwungene 
Axe  entstekt. 

Als  Bedingung  fur  eine  freie  Axe  erkennen  wir  hiernack, 
dass  ©  mit  it  gleick  gericktet  sein  muss,  oder  dass,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt, 

Umx  •  itr  ||  u .  (89) 

oder  auck  gleick  Null  ist. 

Dass  es  iiberkaupt  in  jedem  Korper  freie  Axen  giebt  und 
welche,  brauckt  im  Augenblicke  nock  nickt  entsckieden  zu 


150  Zweiter  Abscbnitt.  Dynamik  des  starren  Korpers  etc. 

werden.  Einstweilen  geniigt  die  Aufstellung  der  Bedingung  (89) 
und  allenfalls  noch  die  weitere  Bemerkung,  dass  die  Symmetrie- 
axe  eines  Rotationskorpers  anf  alle  Falle  eine  freie  Axe  ist. 

§  17.  Der  Drall  in  Bezug  auf  die  Drehaxe  selbst. 

Auch  der  in  61.  (87)  gegebene  Werth  fur  den  Drall  ® 
erfordert  iin  einzelnen  Falle  noch  die  wirkliehe  Ausfukmng 
der  durch  die  Summenzeichen  yorgeschriebenen  Summirungen. 
Ohne  eine  nahere  Angabe  iiber  die  Gestalt  und  Massenverthei- 
lung  des  Korpers  und  iiber  die  Richtung  der  Schwerpunktsaxe, 
auf  die  er  sich  bezieben  soll;  lasst  sich  der  Ausdruck  niclit 
weiter  yereinfacben.  Dagegen  kann  man  die  Projektion  des 
Momentes  $  auf  die  Ricbtung  yon  u  durcb  einen  erbeblicb 
einfacberen  Ausdruck  darstellen.  Diese  Projektion  ist  nach 
den  dafiir  friiber  (im  ersten  Bande)  gegebenen  Begriffserkla- 
rungen  das  statiscbe  Moment  der  Bewegungsgrosse  fur  die 
Drebaxe  u.  Bezeicbnen  wir  einen  in  der  Ricbtung  yon  u  ge- 
zogenen  Einbeitsyektor  mit  u1;  so  ist  die  Projektion  yon 
die  mit  B '  bezeicbnet  werden  soil, 

also  nach  Einsetzen  des  aus  61.  (87)  bekannten  Wertbes  yon  © 
B'  —  u%  *  Emx*  —  Em %r  *  ur. 

Nun  ist  aber  u%  die  Projektion  yon  u  auf  die  eigene  Rich¬ 
tung,  also  der  Absolutwertb  u  der  Winkelgescbwindigkeit. 
Ebenso  kann  man  an  S telle  yon  ur  aucli  u  •  %!*  scbreiben 
und  die  yorige  Gleicbung  gebt  damit  iiber  in 
B'  =  u { Emt*  —  Em  (% r)2 } . 

Beide  Surmnen  konnen  wieder  zu  einer  einzigen  yereinigt 
werden;  wodurcb  man 

B'  =  uEm  (r2  - —  (%*)2) 

erbalt.  Der  Ausdruck  in  der  Klammer  bat  aber  eine  einfacbe 
Bedeutung:  r  ist  n'amlicb  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  das  beim  Projiciren  yon  r  auf  die  Ricbtung  yon  u 
entstebt  und  i^r  ist  eine  Katbete  in  diesfim  Dreiecke,  namlich 
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die  Projektion  selbst.  Nach  deni  Pythagoraischen  Satze  hat 
man  daher 

t2  -  (u^)2  =  y\ 

wenn  jetzt  mit  y  die  Lange  des  Projektionsstrahls  oder  mit 
anderen  Worten  der  senkrechte  Abstand  des  Massentheilchens 
m  von  der  Drehaxe  bezeichnet  wird.  Hiermit  wird 

B'  —  uEmy2. 

Der  jetzt  noch  Yorkommende  Summenansdruck  ist  uns 
aber  Yon  friiheren  Betrachtungen  her  bereits  wohlbekannt:  er 
giebt  das  Tragheitsmoment  S  des  starren  Korpers  fur  die 
Drehaxe  an.  Fur  den  Drall  B'  hat  man  daher  einfach 

B'  =  u &.  (90) 

Es  ware  ubrigens  zur  Ableitung  dieses  Werthes  Yon  B' 
gar  nicht  nothig  gewesen,  Yon  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
fur  93  auszugehen.  Dazu  hatte  es  schon  geniigt,  den  rotirenden 
Korper  auf  eine  zur  Drehaxe  senkrechte  Ebene  zu  projiciren 
und  die  Momente  in  dieser  Ebene  fur  jenen  Punkt  zu  bilden, 
in  dem  sich  die  Drehaxe  projicirt.  Die  Geschwindigkeiten  und 
daher  auch  die  Bewegungsgrossen  sind  alle  parallel  zur  Pro- 
jektionsebene  und  sie  projiciren  sich  daher  in  ihrer  wahren 
Grosse.  Ausserdem  sind  sie  auch  iiberall  senkrecht  zu  den 
Hebelarmen  gerichtet,  die  Yom  Momentenpunkt  aus  nach  den 
Projektionen  der  zugehorigen  Massen  gezogen  werden  konnen. 
Die  Geschwindigkeit  ist  uy,  der  Hebelarm  y,  der  Beitrag  you  m 
daher  muy2  und  nach  Ausfuhrung  der  Summirung  gelangt 
man  hiernach  sofort  wieder  auf  den  Werth  in  Gl.  (90). 

Fur  den  Fall,  dass  die  Drehaxe  eine  freie  Axe  ist,  giebt 
Gl.  (90)  auch  unmittelbar  die  Grosse  von  93  selbst  an,  wahrend 
die  Richtung  schon  durch  die  Yon  u  mit  gegeben  ist.  Schon 
aus  diesem  Grunde  ist  der  hier  gefundene  einfache  Werth  Yon 
grosser  Bedeutung  fur  die  Anwendungen;  aber  auch  sonst  ist 
es  oft  nutzlich,  wenn  man  sofort  wenigstens  fur  die  Projektion 
you  93  einen  einfachen  Ausdruck  zur  Hand  hat. 

Schliesslich  soil  noch  untersucht  werden,  welche  Aenderung 
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das  Tragbeitsmoment  0  erfabrt,  wenn  man  sich  die  Drebax* 
ein  wenig  aus  ibrer  ursprunglicben  Ricbtung  u±  berausgedreb 
denkt.  Der  in  der  neuen,  benacbbarten  Ricbtung  gezogem 
Einbeitsvektor  sei  it/  und 

*i'  = 

Mit  du±  soil  also  das  geometrische  Differential  von  i^  be 
zeicbnet  werden,  wobei  zu  beacbfen  ist,  dass  wegen  der  gleicbei 
absoluten  Langen  von  itx  und  u/  das  dazwiscben  liegende  dll 
als  ein  unendlicb  kleiner  Kreisbogen  betracbtet  werden  kann 
der  zum  Radius  senkrecbt  stebt. 

Aus  der  vorausgebenden  Untersucbung  ergab  sicb 
0  =  Zm t2  —  Zm  (t^r)2. 

Das  erste  Grlied  ist  unabbangig  von  der  Ricbtung  ux;  sein  Rei 
trag  zu  M  daber  gleicb  Null.  Das  zweite  Grlied  entbalt  it 
und  die  Aenderung,  die  die  Summe  erfabrt,  ist  gleicb  der  Sumnn 
der  Aenderungen  der  einzelnen  Grlieder.  Da  nun 
8  (%r)2  =  2uxr  •  8  (%r)  =  2uxt  •  r 8u± 
ist,  so  folgt  fur  die  Aenderung  von  0 

80  =  —  2Zmn1x  •  rdt^  =  —  2dux  *  Zmx  *  it ±x. 

Die  bier  nocb  stebende  Summe  ist  uns  scbon  aus  der  in 
vorigen  Paragrapben  fur  die  freie  Axe  aufgestellten  Bedingun^ 
(89)  bekannt.  Dort  stand  zwar  it  an  Stelle  von  ur  Den 
Unterscbied  bestebt  aber  nur  darin,  dass  u  =  mt1;  dass  alsc 
ausser  dem  Ricbtungsfaktor  aucb  der  absolute  Wertb  von  % 
als  Faktor  auftritt.  Dieser  Faktor  ist  aber  bei  der  Summirun^ 
constant  und  kann  vor  das  Summenzeicben  gesetzt  werden 
er  andert  aucb  jedenfalls  nicbts  an  der  Ricbtung  der  geome 
triscben  Summe,  die  mit  ibm  multiplicirt  wird.  Die  Be 
dingung  (89)  kann  daber  ebensowobl  in  der  Form 
Zmx  •  uxr  || 

ausgesprocben  werden.  Nebmen  wir  nun  an,  diese  Bedingun^ 
sei  erfiillt,  d.  b.  u1  falle  in  die  Ricbtung  einer  freien  Axe,  -sc 
muss  der  vorber  fur  d  0  aufgestellte  Wertb  zu  Null  werden 
Denn  8  0  ist  als  ein  inneres  Produkt  aus  .  8  itx  und  einem  ii 
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die  Richtung  yon  fallenden  Vektor  dargestellt.  Da  aber 
dltx  und  nx,  wie  vorher  nachgewiesen,  senkrecht  zu  einander 
steken,  so  ist  ihr  inneres  Produkt  gleich  Null.  Umgekehit 
muss;  wenn  d©  =  0  sein.  soli,  jedenfalls  der  zu  8ut  hinzu- 
tretende  Faktor  entweder  yerschwinden  oder  senkreckt  zu 
sein.  Dies  hat  jetzt  freilick  nickt  unmittelkar  zur  Folge,  dass 
dieser  Faktor  in  die  Richtung  yon  ux  fallt,  cla  unendlick  yiele 
Senkreckten  zu  8ut  moglich  sind.  Wenn  aber  die  Bedingung 
$©  =  0  nickt  nur  fur  irgend  eine  Richtungsanderung 
sondern  fur  jedes  mogliche  erffilt  sein  soli,  dann  muss 
der  Summenfaktor  auf  alien  diesen  Richtungen,  d.  k.  auf  der 
durck  den  Punkt  nx  gekenden  Einheitskugelflache  senkreckt 
steken  oder  er  muss  mit  anderen  Worten  in  die  Ricktung  yon 
%  fallen.  Dann  ist  auck  die  Bedingung  (89)  erfullt,  d.  k.  it* 
giebt  die  Ricktung  einer  freien  Axe  an. 

Zugleich  ist  ferner  die  fur  jede  moglicke  unendlick  kleine 
Richtungsanderung  bestekende  Grleickung  8®  =  0  die  Be¬ 
dingung  dafiir,  dass  das  .  Tragkeitsmoment  fur  das  betreffende 
Ik  einen  grossten  oder  kleinsten  Wertk  kat.  Hiernack  konnen 
wir  die  Bedingung  (89)  jetzt  in  der  brauckbareren  und  an- 
sckaulicheren  Form  aussprecken: 

Jene  Schwerpunktsaxen  eines  starren  Korpers, 
fiir  die  das  Tragkeitsmoment  einen  grossten  oder  einen 
kleinsten  Wertk  annimmt,  sind  freie  Axen  des  Korpers. 
Umgekehrt  ist  fiir  jede  freie  Axe  die  Aenderung  6®, 
die  dasTragheitsmoment  ©bei  einer  unendlick  kleinen 
Ricktungsanderung  der  Axe  erfahrt,  gleick  Null. 

Daraus  folgt  unter  anderem  auch,  dass  in  jedem  beliebig 
gestalteten  starren  Korper  freie  Axen  yorkommen  miissen. 
Hierauf  werde  ick  in  der  Folge  nock  naker  zuruckkommen. 
Einstweilen  mockte  ick  nur  nock  darauf  aufmerksam  machen, 
dass  ein  Korper  auck  unendlick  yiele  freie  Axen  kaben  kann. 
Bei  einer  komogenen  Kugel  ist  z.  B.  jede  Sckwerpunktsaxe 
zugleich  eine  freie  Axe,  denn  fur  jede  Sckwerpunktsaxe  kat  © 
denselben  Wertk  und  8  0  ist  daker  uberall  fiir  alle  8ux  gleick 
Null.  Solcke  Falle  kommen  aber  nur  ausnakmsweise  yor. 
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§  18.  Wirkung  eines  Kraftepaares  auf  einen  freien  sta 

Korper. 

Ein  starrer  Korper  sei  frei,  cl.  b.  alien  tibrigen  auss 
Kraffcen  entzogen  nnd  Yorber  in  Ruhe.  Dann  soil  irgend 
Kraftepaar  auf  ibn  einwirken;  es  fragt  sicb,  welcbe  Beweg 
der  Korper  annimmt. 

Wir  wissen  scbon,  dass  sicb  der  Scbwerpunkt  nicbt 
scbieben  kann;  die  Bewegung  muss  also  in  einer  Drekung 
eine  Scbwerpunktsaxe  besteben.  Es  fragt  sicb  zunachst, 
welcbe  Axe  er  beginnen  wird,  sich  zu  bewegen,  und  we 
Winkelbescbleunigung  ibm  Yon  dem  Kraffcepaare  um  diese 
ertbeilt  werden  wird. 

Hinsicbtlicb  des  Kraftepaares  muss  zunacbst  daran  erin: 
werden,  dass  alle  Kraffcepaare  am  starren  Korper,  die  in 
selben  Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  aquiyalent  s 
wenn  sie  dasselbe  statiscbe  Moment  baben  (Band  II,  §  . 
Um  das  Kraftepaar  fur  unsere  Zwecke  eindeutig  zu  bescbreil 
genii  gt  es  daber,  den  Momentenvektor  ft  des  Kraftepaares  n 
Grrosse  und  Ricbtung  anzugeben.  Da  dieser  ein  vollig  fr 
Vektor  ist,  d.  b.  aucb  parallel  zu  sicb  selbst  willkurHch  " 
scboben  werden  darf,  ist  es  gleichgiiltig,  von  welcbem  Pun 
aus  wir  ihn  uns  gezogen  denken  wollen.  Am  einfacbsten  ist 
wenn  wir  ibn  uns  Yom  Scbwerpunkt  aus  abgetragen  deni 

Aucb  bier  muss  wieder  vor  Yoreilig  gefassten  Meinunj 
gewarnt  werden.  Es  konnte  namlicb  bei  fliichtiger  Betracbti 
scbeinen,  dass  die  Drebung  u,  die  Yon  ft  herYorgebracbt  w 
mit  ft  gleicb  gericbtet  sein  miisse.  Zu  dieser  Meinung  ki 
namentlicb  der  Vergleicb  des  Kraftepaares  mit  einer  Ein: 
kraft  leicbt  Yerleiten.  Wir  baben  schon  im  ersten  Bande 
seben,  dass  sicb  beide  in  der  That  in  Yieler  Hinsicbt  gleicb 
Die  Einzelkraft  bringt  am  materiellen  Punkte  eine  Verscbiebr 
in  ibrer  Ricbtung  bervor.  Das  Kraftepaar  bringt  eine  Drebu 
um  eine  Scbwerpunktsaxe  bervor.  Aber  hier  bestebt  nun  < 
erbeblicbe  Unterscbied,  dass  die  Ricbtung  der  Drebaxe 
Allgemeinen  keineswegs  mit  cler  Ricbtung  Yon  ft  zusamnn 
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Lit.  Unter  besonderen  Umstanden  trifft  dies  freilicb  zu  und 
L x  wollen  iiier  Yor  alien  Dingen  untersucben,  unter  welclien 
mstanden. 

Mit  Hiilfe  des  Flacbensatzes  wird  sich  dies  leiclit  ent- 
laeiden  lassen.  Beachten  wir,  dass  an  Stelle  yon  2JV$$x 
fczt  kurzer  ft  gesclirieben  werden  kann,  so  wird  der  Flacbensatz 
gl.  Grl.  (88))  bier  durcb  die  einfacbe  Gleicbung 


dt 


(91) 


isgesprocben.  Hat  das  Kraftepaar  ft  einige  Zeit  bindurcb  auf 
3Dl  K5rper  eingewirkt,  so  folgt  hieraus  auch  durcb  Integration 


8  — 


(92) 


7 enn  ft  wabrend  der  ganzen  Zeit  constant  war,  ist  biernacb 
>  gleicb  gericbtet  mit  ft,  und  zwar  gilt  dies  fur  jede  beliebige 
-estalt  des  Korpers  und  fur  jede  beliebige  Ricbtung  Yon  ft. 
xi  Allgemeinen  fallt  aber,  wie  wir  aus  §  16  wissen,  die  Ricb- 
nng  Yon  u  keineswegs  mit  der  Ricbtung  Yon  93  zusammen 
nd  daber  ist  aucb  u  anders  gericbtet  als  ft.  Nur  dann,  wenn 
uf  allig  93  ||  it,  ist  aucb  ft  ||  u.  Diese  Bedingung  ist  aber  nur 
Ir  die  freien  Axen  erfiillt  und  wir  erkennen  damit,  dass  die 
Lie  der  Drebung,  die  durcb  ein  Kraftepaar  bervor- 
;erufen  wird,  nur  dann  senkrecbt  auf  der  Ebene  des 
kraftepaares  stebt,  wenn  diese  Senkrecbte  eine  freie 
Lxe  des  Korpers  ist. 

In  diesem  Falle  lasst  sicb  aucb  Gl.  (91)  in  weiter  aus- 
jerecbneter  Form  darstellen.  Auf  die  Ricbtungen,  die  mit 
dnander  zusammenf alien,  braucben  wir  dann,  da  sie  selbst- 
rerstandlicb  sind,  nicbt  mebr  ausdriicklicb  zu  acbten  und  fur 
lie  Grosse  Yon  93  konnen  wir  den  in  Gl.  (90)  ausgerecbneten 
Wbrtb  Yon  B'  einsetzen.  Wir  baben  dann 


K 


d  (u  ©) 
dt 

3  der,  da  ©  der  Zeit  nacb  constant  ist, 

du 


© 


dt 


K 


(93) 


156  Zweiter  Abscbnitt.  Dynamik  des  starren  Korpers  etc. 

Wir  sind  damit  eigentlicb  nur  zn  einem  einfaclien  Resul- 
tate  zuruckgelangt,  das  scbon  im  ersten  Bande  (S.  200,  Gl.  (81) 
der  2.  Aufl.)  gefunden  wurde.  Die  friiliere  Ableitung  bezog  sick 
zwar  auf  einen  zwanglaufig  drebbaren  Korper  and  sie  gilt  far 
diesen  allgemein.  Aber  aucb  der  freie  Korper,  den  wir  tier 
untersucben,  kann  bei  seiner  Drebang  urn  eine  freie  Axe  als 
drebbar  gelagert  angeseben  werden,  da  gar  keine  Krafte  von 
dem  Gestelle  auf  ibn  tibertragen  werden,  urn  die  Beibebaltung 
der  freien  Drebaxe  zu  erzwingen. 

Scbliesslicb  moge  nocb  ein  Gebraucb  von  Grl.  (92)  erwabnt 
werden,  der  zar  Erzielung  einer  einfacberen  Aasdracksweise 
zaweilen  gemacbt  wird.  Grl.  (92)  bat  namlicb  die  Form  des 
Satzes  vom  Antriebe.  An  Stelle  des  Impulses  einer  Einzel- 
kraft  stebt  bei  ilir  das  ebenso  gebildete  Zeitintegral  des  Krafte- 
paares,  das  dater  aach  als  der  Impuls  des  Kraftepaares 
bezeicbnet  werden  kann.  Ebenso  tritt  an  die  Stelle  der  Be- 
wegungsgrosse  bier  das  statiscbe  Moment  der  Bewegangsgrosse. 
Man  kann  daber  Gl.  (92)  in  Worten  aacb  dabin  aussprecben, 
dass  der  Impuls  des  Kraftepaares  gleicb  dem  von  ibm 
erzeagten  Dralle  ist.  Dabei  konnte  ®  sebr  gross  and  die 
Zeit,  wahrend  der  es  einwirkte,  sebr  klein  sein;  so  dass  wir  es 
mit  einem  „Drehstosse“  za  than  batten.  Wenn  ferner  die 
Drebbewegung  des  Korpers  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
ganz  willkurlich  gegeben  ist,  so  kann  man  sicb  stets  das  zu- 
geborige  33  ermittelt  and  biermit  nacb  Gl.  (92)  aacb  das  ibm 
gleicbe  berecbnet  denken.  Man  kann  daber  die  augen- 

blicklicbe  Bewegung  aacb  dadarcb  bescbreiben,  dass  man  sagt, 
sie  sei  ebenso,  als  wenn  sie  aas  der  Rube  durcb  den  Impuls 
eines  Drebstosses  bervorgegangen  ware.  Sobald  dieser  Impuls 
angegeben  wird,  ist  aacb  die  augenblicklicbe  Bewegung 
dadarcb  gekennzeicbnet.  Mancbe  Scbriftsteller  zieben  diese 
Art  der  Darstellung  vor  and  gebraacben  dann,  wie  scbon. 
friiber  einmal  erwabnt  wurde,  die  Bezeicbnang  „Impuls- 
vektor“,  als  gleicbbedeatend  mit  ^Moment  der  Bewegungs- 
gr5sse“  oder  „Drall“.  Natiirlicb  ist  dies  im  Grande  genommen 
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gegeniiber  der  Yon  mir  gewaklten  Ausdrucksweise  nur  ein 
Untersckied  im  Wortlaute,  der  das  Wesen  der  Sacke  ganz  un- 
berukrt  lasst. 

Ick  sagte  Yorker,  dass  mit  ©  auck  die  Bewegung,  d.  k.  u 
bekannt  ware.  Bisker  ist  freilick  erst  eine  Grl.  (87)  gegeben, 
die  umgekekrt  ©  zu  kerecknen  gestattet,  wenn  u  bekannt  ist. 
Diese  Grleickung  musste  erst  nack  u  aufgelost  werden,  um 
"wirklick  u  aus  ©  unmittelbar  berecknen  zu  konnen.  Die  Auf- 
losung  Yon  Gleickungen,  in  denen  Yektoren  auftreten,  ist  aber 
nickt  so  einfack,  als  die  Auflosung  der  in  der  gewoknlicken 
Algebra  vorkommenden  Gleickungen.  Dass  aber  in  der  Tkat 
U  gefunden  werden  kann,  wenn  ©  gegeben  ist,  wird  aus  den 
weiteren  Betracktungen  bald  kervorgeken. 

§  19.  Bewegung  eines  starren  Korpers  um  einen  festen 
Punkt  ohne  aussere  Krafte. 

Wir  macken  nack  alien  diesen  Yorbereit ungen  jetzt  den 
letzten  und  wicktigsten  Sckritt  zur  Untersuckung  der  Be- 
wegungen,  die  ein  Yollstandig  sick  selbst  iiberlassener  Korper 
mit  gegebener  Anfangsbewegung  weiterkin  ausfukrt.  Hierin 
bestekt  wenigstens  das  Hauptziel,  das  wir  uns  in  diesem  Para- 
grapben  stecken,  wenn  auck  die  Uebersckrift  etwas  anderes 
anzukiindigen  sckeint.  Um  diese  zu  erklaren,  erinnere  ick  zu- 
naclist  darau,  dass  wir  bei  dieser  Untersuckung  Yon  einer 
etwaigen  Translationsbewegung  ganz  abseken,  uns  den  Sckwer- 
punkt  also  von  Anfang  an  und  daker,  beim  Fekler  ausserer 
Krafte,  auck  dauernd  in  Ruke  denken  wollten.  Damit  ist  der 
Schwerpunkt  sckon  Yon  selbst  ein  „fester  Punkt“  des  Korpers. 
Es  kann  auck  nickts  ausmacken,  wenn  wir  uns  diesen  oknekin 
sckon  am  Orte  bleibenden  Punkt  uberdies  nock  mit  einem 
festen  Grestelle  Yerbunden  denken,  falls  nur  dem  Korper  dabei 
durck  Anordnung  eines  Kugelgelenks  die  Moglickkeit  erkalten 
bleibt,  sick  nack  alien  Ricktungen  kin  okne  Widerstand  zu 
dreken. 

Dies  allein  wiirde  allerdings  nock  nickt  gemigen,  um  die 
Einfukrung  einer  neuen  Bezeicknung  zu  recktfertigen,  die  aus- 
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driicklicb  darauf  binweist,  dass  der  Scbwerpunkt  in  Rube 
bleibt.  Es  kommt  aber  binzu;  dass  es  fur  die  wirklicbe  Aus- 
fiibrung  der  ITntersucbung  fast  ganz  gleicbgiiltig  ist,  ob  der 
Korper  im  Scbwerpunkte  oder  in  irgend  einem  andern  Punkte 
festgebalten  ist,  um  den  er  sick  frei  zu  dreben  yermag.  Aucb 
dieser  Fall  ist  fur  yiele  Anwendungen  der  Mecbanik  von  grossem 
Interesse  und  er  muss  daber  ebenfalls  bebandelt  werden.  Da 
nun  der  Fall  des  frei  beweglicben  Korpers  in  ibm  scbon  als 
Sonderfall  mit  entbalten  ist,  so  tbut  man,  um  unnothige 
Wiederbolungen  zu  yermeiden,  am  besten,  sogleicb  den  all- 
gemeineren  Fall  in  Angriff  zu  nebmen.  Es  bleibt  aber  Jedem, 
der  sicb  fur  diesen  etwa  nicbt  interessirt,  unbenommen,  sicb 
unter  dem  festen  Punkte,  yon  dem  weiterbin  die  Rede  ist, 
fiber  all  den  Scbwerpunkt  yorzustellen  und  biernacb  yon  einer 
Lagerung  im  Gestelle  ganz  abzuseben. 

Im  allgemeineren  Falle  wird  natiirlicb  ein  Zwang  yon 
dem  Gestelle  auf  den  bewegten  Korper  iibertragen  werden 
mussen,  durcb  den  der  feste  Punkt  aucb  wirklicli  an  seinem 
Orte  festgebalten  wird.  Von  Reib ungen  u.  dgl.  soil  abgeseben 
werden  und  der  Zwang  kann  daber  nur  in  einer  Auflagerkraft 
besteben,  die  sicb  im  festen  Punkte  iibertragt.  Diese  Kraft 
ist  die  einzige  aussere  Kraft,  die  am  bewegten  Korper  angreift. 
Sie  kann  keine  Arbeit  leisten,  da  ibr  Angriffspunkt  in  Rube 
bleibt  und  wir  scbliessen  daraus  zunacbst,  dass  die  lebendige 
Kraft  des  Korpers  constant  sein  muss.  Ausserdem  ist  auch 
das  statiscbe  Moment  des  Auflagerdrucks  stets  gleicb  Null, 
wenn  wir  den  festen  Punkt  zum  Momentenpunkte  wablen. 
Hiernacb  folgt  aus  dem  Flacbensatze ,  dass  aucb  der  Drall  $ 
—  diesmal  freilicb  nur  fur  diese  besondere  Wabl  des  Momenten- 
punktes  —  nacb  Grosse  und  Ricbtung  unyerandert  bleiben  muss. 

Wir  betracbten  nun  das  Strablenbiindel,  das  aus  alien 
Graden  bestebt,  die  man  yom  festen  Punkte  aus  nacb  alien 
moglicben  Richtungen  zieben  kann.  Wir  wollen  uns  dieses 
Strablenbiindel  im  Korper  selbst  festgelegt  und  mit  ibm  be- 
wegt  denken.  Die  Rotationsaxe  wird  zu  yerscbiedenen  Zeiten 
mit  yerscbiedenen  Strablen  dieses  Biindels  zusammenfallen. 
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Da  wir  einstweilen  nicbt  wissen,  mit  welcben,  so  wollen  wir 
21niacbst  alle  Strablen  als  moglicbe  spatere  Lagen  der  Rota- 
tionsaxe  in  Aussicbt  nebmen.  Dann  lasst  sicb  zunachst  eine 
passage  dariiber  macben,  mit  welcber  Winkelgescbwindigkeit 
sick  der  Korper  bewegen  muss,  wenn  grade  irgend  ein 
yorgegebener  Strabl  als  Rotationsaxe  dienen  soil.  Die  lebendige 
Kraft  L  ist  namlieli  ,  „ 


U2® 


Q 


:  I.' 


-and  da  L  einen  vom  Anfangszustande  abbangigen  constanten 
Wertb  bebalt,  folgt  bierans  u  aus  dem  znm  betreffenden  Strahle 
geborigen  ®.  Wir  miissen  bierzn  freilich  im  Stande  sein;  den 
Wertb  des  Tragbeitsmoments  ®  fiir  alle  Strablen  anzugeben. 
Ini  dritten  Bande  ist  diese  Frage  fiir  die  Tragbeitsmomente 
yon  Querscbnittsflacben  in  Bezug  auf  alle  Axen,  die  in  der 
Ebene  des  Querschnitts  liegen,  gelost  worden.  Damit  kommen 
wir  aber  bier  nicbt  aus  und  wir  miissen  daber  jene  friiberen 
Betrachtungen  entsprecbend  erganzen. 

Zu  diesem  Zwecke  scbreibe  ich  L  nocb  in  der  Form 

L  =  *  Em (Vur)2 

an;  was  zulassig  ist,  da  das  Element  der  Summe  unmittelbar 
die  lebendige  Kraft  jedes  einzelnen  Massentbeilcbens  angiebt. 
Von  bier  aus  gebe  icb  zur  Coordinatendarstellung  iiber;indem  icb 

Vitr  =  i  (u2z  —  usy)  -f-  i  (w8#  —  -f~  f  (u±y  —  u2x) 

und  daber 

(Vur)2  =  («j«  —  uzyf  +  (u3z  —  u^)2  +  {iixy  —  u2x)2 

setze.  Man  quadrire  aus,  setze  den  Wertb  in  L  ein  und  spalte 
L  in  ebensoviele  Summen,  als  man  beim  Ausquadriren  Glieder 
erbalten  batte.  Dadurcb  erbalt  man  fiir  L 

L  =  u  2  Emz2  —  u2uz  Emyz  -f-  ~  uz2Emy2  -f-  •  •  • ,  (94) 

wobei  icb  micb  damit  begniigte,  nur  die  drei  ersten  Glieder 
anzuscbreiben.  Die  jetzt  nocb  yorkommenden  Siimmen,  die 
sicb  (nebenbei  bemerkt)  so  wie  bei  der  friiberen  abnlicben 
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TTntersucbung  *auf  Tragbeits-  und  Centrifugalmomente  in  Bezug 
auf  die  Coordinatenaxen  zuruckfiibren  lassen,  sind  jedenfalls 
constante  Grossen,  d.  b.  sie  sind  unabbangig  Yon  der  besonderen 
Wabl  des  Strabls,  die  fur  die  Drebaxe  u  getroffen  worden  ist. 

Denkt  man  sicb  nun  auf  jedem  Strable  die  Winkel- 
gescbwindigkeit  u  abgetragen;  mit  der  der  Korper  um  diesen 
Strati  als  Axe  rotiren  muss,  damit  die  lebendige  Kraft  den 
constanten  Wertb  L  annimmt,  so  erbalt  man  eine  Flacbe,  die 
alle  diese  Punkte  verbindet.  Die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Flacbe  sind  die  Componenten  von  u;  also  ux  u2  uz.  Zwi- 
scben  diesen  Coordinaten  bestebt  61.  (94),  in  der  alle  ubrigen 
Grossen  constant  sind.  Hiernacb  ist  Gl.  (94)  selbst  die  Glei- 
ebung  der  Flacbe.  Die  Gleicbung  ist  yom  zweiten  Grrade  und 
das  Gleicbe  gilt  daber  aucb  von  der  ibr  entsprecbenden  Flacbe.- 
Da  sicb  ferner  zu  jedem  Strable  des  Strablenbundels  ein  be- 
stimmter  endlicber  Wertb  von  u  angeben  lasst,  so  folgt,  dass 
die  Flacbe  den  Scbwerpunkt  yon  alien  Seiten  ber  umscbliesst 
und  dass  sie  sicb  nicbt  ins  Unendlicbe  erstrecken  kann.  Hiermit 
ist  die  Flacbe  nacb  den  Lebren  der  analytiscben  Greometrie 
als  ein  Ellipsoid  gekennzeicbnet. 

Fubrt  man  an  Stelle  des  Tragbeitsmoments  0  den  Trag- 
beitsradius  t  ein,  indem  man  0  —  Mt2  setzt,  so  kann  L  aucb 
in  der  Form 

L  =  ~uH*M 

gescbrieben  werden  und  daraus  folgt,  dass  fur  alle  Stralilen 
das  Produkt  ut  einen  constanten  Wertb  bat.  Die  Strecken  u , 
die  auf  den  Strablen  abgetragen  wurden,  und  die  wir  inzwiscben 
als  Halbmesser  eines  Ellipsoids  erkannt  baben,  sind  demnacb 
den  zu  diesen  Strablen  geborigen  Tragbeitsbalbmessern  um- 
gekebrt  proportional.  Da  man  biernacb  aus  der  Gestalt  des 
Ellipsoids  sofort  aucb  einen  Scbluss  auf  die  Tragbeitsmomente 
zieben  kann,  wird  das  Ellipsoid  als  das  Tragbeits ellipsoid 
bezeicbnet.  Diese  Bezeicbnung  stebt  mit  der  Yon  uns  fruber 
im  dritten  Bande  eingefubrten  Bezeicbnung  „Tragbeits ellipse^ 
in  Uebereinstimmung. 
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Der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  fallt  ubrigens  mit  dem 
Scbwerpunkte  des  Korpers  (oder  allgemeiner  mit  dem  festen 
Punkte)  zusammen,  denn  wenn  man  u  mit  —  u  yertauscbt,  so 
bebalt  L  semen  Wertb  und  Grl.  (94)  bleibt  immer  nock  erfiillt. 

Pemer  konnen  wir  jetzt  auch  schon  einige  Betracbtungen 
•der  yorausgebenden  Paragraphen  erganzen.  In  §  17  war  ge- 
xeigt  worden,  dass  fur  die  freien  Axen  die  Bedingung  30  =  0 
erfiillt  sein  muss.  Diese  trifft  aber;  wie  wir  jetzt  erkennen; 
bei  den  drei  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  und  im  All- 
genaeinen  nur  bei  diesen  zu.  Hiernacb  bat  jeder  starre 
Korper  mindestens  drei  aufeinander  senkrecbt  stebende 
freie  Axen.  Mebr  als  drei  und  dann  unendlicb  viele 
bat  er  nnr;  wenn  das  Tragbeitsellipsoid  in  ein  Urn- 
dr  ebungs  ell  ip  s  oid  iibergebt.  Wird  das  Tragheits- 
•ellipsoid  zu  einer  Kugel;  so  ist  jede  Scbwerpunkts- 
axe  eine  freie  Axe. 

Aucb  die  Untersucbung  in  §  18  kann  jetzt  weiter  aus- 
gefiihrt  werden.  Es  bandelte  sicb  dort  darum;  die  Bewegung 
anzugeben,  die  durcb  ein  Kraftepaar  S  beryorgebracht  wird 
.und  diese  Frage  war  bisber  nur  fur  den  Fall  beantwortet 
worden;  dass  $  in  die  Bicbtung  der  freien  Axe  fallt.  Um  sie 
fur  den  allgemeineren  Fall  zu  losen?  denke  man  sicb  in  drei 
Componenten  langs  der  drei  Hauptaxen  des  (fur  den 

Scbwerpunkt  construirten)  Centralellipsoids  zerlegt.  Fur  die 
•erste  Componente  folgt  dann,  da  sie  mit  einer  freien  Axe  zu- 
sammenfallt,  nacb  Grl.  (93) 


und  entsprecbend  fur  die  ubrigen.  Die  wirklicbe  Winkel- 
bescbleunigung  erbalten  wir  dann  nacb  dem  Satze  uber  die 
Zusammensetzung  unendlicb  kleiner  Drebungen  durcb  geo- 
metriscbe  Summirung  der  drei  Componenten.  Wenn  wir  also 
jetzt  unter  t  j  f  drei  Einbeitsyektoren  yersteben,  die  in  den 
Hicbtungen  der  drei  Hauptaxen  gezogen  sind,  finden  wir 


FOppl,  Dynamik. 
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2.  Aufl. 


(95) 


u 
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oder  auck  durck  Integration  nack  der  Zeit 

U  —  1  0 x  "T"  *  @t  "«  1  0S 

Beriicksicktigen  •  wir  ferner  nock  Gl.  (92),  so  lasst  sick 
dafur  auck  sckreiken 


(96) 


*-‘t+*S+!S 


(97) 


und  diese  Gleickung  gestattet,  zu  jedem  gegekenen  93  das  zu- 
gekorige  u  zu  berechnen,  d.  k.  sie  bildet  die  axn  Scklusse  you 
§  18  nock  yerxnisste  Auflosung  der  Gl.  (87)  nack  it.  Freilick 
setzt  ikre  Benutzung  yoraus,  dass  die  Axenricktungen  des 
Centralellipsoids  und  die  iknen  zugekorigen  Haupttragheits- 
momente  ®2  ©3  bereits  ermittelt  sind. 

Auf  Grand  der  yorausgekenden  Betracktungen  lasst  sick 
iibrigens  nock  ein  Ausdruck  fiir  die  lebendige  Kraft  eines  urn 
eine  Sckwerpunktsaxe  rotirenden  starren  Korpers  angeben,  der 
in  mancken  Fallen  mit  V ortkeil  gebrauckt  werden  kann.  Yer- 
stekt  man  namlick*  unter  ti2  uz  wiederum  die  Brojektionen  der 
W inkelges  ckwind i gkeit  auf  die  Haupttragkeitsaxen,  sb  bestekt 
zwiscken  iknen,  indem  man  sie  als  Coordinaten  eines  Punktes 
auf  dem  Tragkeitsellipsoid  auffasst,  die  Gleickung 


Hierbei  sind,  wie  man  sckon  aus  dem  Zusammenkange 
erkennt,  die  Halbaxen  des  Ellipsoids  yorubergekend  mit  ab  c 
bezeicknet.  Multiplicirt  man  die  Gleickung  mit  L  und  be- 
acktet,  dass  auck 

L  =  -2  ©l®2  =  “  ©262  =  J  ®sc2 


ist,  so  folgt,  wenn  diese  Wertke  auf  der  reckten  Seite  der 
Gleickung  eingesetzt  werden,  fur  die  lebendige  Kraft  L  auck 

L  =  -*  ®{u2  +  -  ©2m22  +  i  ©3m82-  (97a) 

Bisker  benutzte  ick  nur  die  Bedingung,  dass  die  lebendige 
Kraft  des  urn  den  festen  Punkt  (oder  um  den  Sckwerpunkt) 
rotirenden  Korpers  constant  bleiben  muss.  Jetzt  wende  ick 
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mich  zu  den  Folgerungen,  die  aus  dem  Flackensatze,  also  ans 
der  Constanz  yon  8,  gezogen  werden  konnen. 

Bildet  man  das  innere  Produkt  aus  8  und  u;  so  erbalt  man 
$n  =  B'u  =  u2®  =  2L, 

wobei  wieder,  wie  set  on  in  §  17,  mit  Br  die  Projektion  von 
S3  auf  die  Ricbtung  der  augenblicklichen  Drehaxe  bezeiebnet 
ist.  Zugleich  ist  der  damals  in  Grl.  (90)  fur  B!  bereebnete 
Wertb  eingesetzt  und  sebliesslieb  fur  n2®  der  doppelte  Wertb 
der  lebendigen  Kraft  L  eingefiibrt  worden.  Da  L  constant  ist, 
hat  demnacb  aucb  das  Produkt  8u  einen  constanten  Wertb. 
Die  Faktoren  B'  und  u  sind  freilich  mit  der  Zeit  veranderlicb. 
Wir  konnen  aber  das  innere  Produkt  8u  aucb  dadurcb  in 
zwei  ricbtungslose  Faktoren  zerlegen;  dass  wir  umgekebrt  u 
auf  8  projiciren  und 

8u  =  Bu'=2L 

setzen,  woraus 

(98) 

folgt.  Da  nun  L  und  B  constant  sind,  folgt,  dass  aucb  die 
Projektion  u  yon  it  auf  .die  unveranderliche  Ricbtung  yon  8 
constant  bleiben  muss. 

Diese  Bemerkung  gestattet  uns  jetzt  sebon,  einen  besseren 
Ueberblick  iiber  die  fernere  Bewegung  des  Korpers  bei  ge- 
gebenem  Anfangszustande  zu  gewinnen.  Man  denke  sicb  in 
der  Anfangslage  des  Korpers  das  Tragheitsellipsoid  fiir  den 
festen  Punkt  oder  bei  einem  freien  Korper  das  Centra'lellipsoid 
(Tragheitsellipsoid  fiir  den  Scbwerpunkt)  construirt.  Dann 
trage  man  die  Ricbtung  der  Anfangswinkelgescbwindigkeit  u0 
ein  und  ermittle  die  zugeborige  Ricbtung  yon  8,  was  man 
sicb  vorlaufig  etwa  nacb  Grl.  (87)  ausgefiibrt  denken  kann. 
Der  Endpunkt  yon  u0  liegt  auf  dem  Ellipsoid.  Man  ziebe 
durch  ibn  eine  Ebene  a  senkrecht  zu  8;  diese  Ebene  ist  nach 
der  sebon  in  §  13  eingefuhrten  Bezeicbnung  eine  unyeranderliebe 
Ebene  unseres  Problems.  Sie  sebneidet  auf  der  Ricbtungs- 
linie  von  8  eine  vom  festen  Punkte  aus  gereebnete  Strecke  ab, 
die  in  dem  fiir  das  Auftragen  der  Winkelgeschwindigkeiten 

ll* 
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Abb.  21. 


gewahlten  Maassstabe  die  Projektion  u0'  angiebt.  Da  aber  u 
constant  ist,  bildet  diese  Strecke  zugleicb  aucb  in  jedem 
ferneren  Augenblicke  das  Maass  fur  die  Projektion  der  Winkel- 
gescbwindigkeit  u  auf  die  unveranderliche  Richtung  von  SB. 

Wenn  sicb  der  Korper  weiterhin  bewegt?  dreht  sicb  mit 
ihm  aucb  das  Tragheitsellipsoid,  das  wir  uns  fest  mit  ibm 
verbunden  denken  miissen,  in  andere  Lagen.  Unveranderlick 
bleibt  nur  die  Ricbtung  und  Grosse 
von  SB,  die  Ebenev  a  und  die  Pro¬ 
jektion  ur.  Wie  nun  aber  ancb  spater 
Ricbtung  und  Grosse  von  it  sicb  ge- 
andert  baben  mogen,  jedenfalls  ist  tt 
irgend  ein  Halbmesser  des  Ellipsoids 
und  der  unveranderliche  Werth  von  u 
ist  die  Projektion  dieses  Halbmessers 
auf  die  Ricbtung  von  SB.  Daraus  folgt? 
dass  auf  jeden  Fall  der  Endpunkt  des 
Halbmessers  u  in  der  Ebene  a  bleiben  muss.  In  Abb.  21  ist 
dies  angedeutet.  Das  Ellipsoid  ist  in  irgend  einer  seiner 
Stellungen  gezeichnet,  0  ist  der  feste  Punkt,  a  die  zur  festen 
Ricbtung  von  SB  senkrecbt  gezogene  Ebene ;  die  auf  SB  die 
Strecke  n'  abscbneidet  und  u  ist  die  durcb  die  augenblickliche 
Stellung  des  Ellipsoids  und  durcb  SB  schon  mit  bestimmte 
augenblicklicbe  Winkelgeschwindigkeit.  Dann  muss  der  End¬ 
punkt  von  u  in  der  Ebene  a  enthalten  sein.  Die  Umrisse 
des  Korpers  sind  ganz  gleicbgiiltig  und  daber  in  der  Zeicb- 
nung  weggelassen;  fur  die  Beurtbeilung  der  Bewegung,  die  der 
Korper  weiterbin  ausfuhrt,  geniigt  schon  vollstandig  die  Kennt- 
niss  des  Tragheitsellipsoids.  Korper  mit  identiscbem  Tragheits- 
ellipsoid  bewegen  sicb  auf  gleicbe  Art. 

Zwischen  it  und  SB  bestebt  aber  nocb  eine  wicbtige  Be- 
ziehung,  die  freilich  in  den  friiber  zwischen  beiden  Grossen 
aufgestellten  Gleicbungen  schon  mit  enthalten  ist,  die  aber 
nun  nocb  ibre  geometrische  Deutung  finden  muss.  Die  Ricb- 
tung  von  SB  stebt  namlich  senkrecbt  auf  einer  durcb  den  End¬ 
punkt  von  u  gelegten  Tangentialebene  oder  mit  anderen  Wo  r  ten : 
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die  bereits  gezogene  Ebene  a  beriibrt  das  Ellipsoid  im  End- 
punkte  yon  u.  Ehe  icb  dies  beweise,  bemerke  ich  noch,  dass 
biermit  ein  sehr  bequemer  Weg  zur  Construction  der  Ricb- 
tung  yon  ©  bei  bekanntem  it  oder  umgekehrt  gegeben  ist, 
der  die  unmittelbare  Berecbnung  nacb  den  Grl.  (87)  oder  (97) 
meist  entbebrlicb  macbt.  In  Ankniipfung  an  bekannte  Unter- 
sucbungen  der  analytischen  Geometrie  kann  man  aucb  sagen, 
dass  ©  stets  senkrecbt  zu  jener  Durchmesserebene  steht,  die 
dem  Durcbmesser  u  conjugirt  ist. 

Der  Beweis  fur  die  aufgestellte  Bebauptung  gestaltet  sicb 
sebr  einfacb.  Man  denke  sicb  yom  Endpunkte  yon  it  in  be- 
liebiger  Ricbtung  auf  dem  Ellipsoide  einen  unendlich  kleinen 
Bogen  gezogen,  der  unter  Beacbtung  der  Ricbtung  mit  du 
bezeicbnet  sei.  Diese  Bezeichnung  recbtfertigt  sicb  damit, 
dass  die  geometriscbe  Summe  u  -f-  dit  ebenfalls  wieder  ein 
Halbmesser  des  Ellipsoids  ist  und  dass  friiber  alle  Halbmesser 
unter  der  gemeinsamen  Bezeicbnung  u  zusammengefasst  wurden. 
Man  muss  nur  im  Auge  bebalten,  dass  dieses  du  eine  beliebige 
auf  der  Oberflache  des  Ellipsoids  entbaltene  kleine  Strecke  ist 
und  nicbt  mit  der  Aenderung  du  yerwecbselt  werden  darf;  die 
it  in  Wirklicbkeit  im  Zeitelemente  dt  erfalirt.  Vielmebr  bat 
dlt  mit  dem  Bewegungsyorgange  gar  nicbts  zu  tbun;  wir 
•wollen  mit  seiner  Htilfe  nur  die  rein  geometrischen  Eigen- 
scbaften  des  im  Rubezustande  gedacbten  Ellipsoids  ermitteln. 

Es  wird  sicb  jetzt  nur  darum  bandeln?  zu  beweisen?  dass 
alle  du,  die  man  zieben  moge,  und  die  alle  in  der  Tangential- 
ebene  an  das  Ellipsoid  entbalten  sind,  senkrecbt  zu  ©  stehen, 
denn  dann  stebt  auch  die  Tangentialebene  selbst  senkrecbt 
zu  ©.  Wenn  zwei  Strecken  senkrecht  zu  einander  steben 
sollen,  muss  aber  ibr  inneres  Produkt  yerscbwinden.  Ich  bilde 
also  das  innere  Produkt  ©du;  dabei  setze  icb  den  Werth  yon 
©  aus  Gl.  (87)  ein  und  erbalte 

©du  =  du  {  u  *  Zmx2 —  Zmx  *  ur  }. 

Die  recbte  Seite  bildet  aber  ein  yollstandiges  Differential. 
Man  bat  namlicb 
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d { u2  •  -Smr2  —  Zm(u r)2 }  =  <ht  { u  •  Zmx9-  —  Zmx -ur}, 

wobei  nur  zu  beachten  ist;  dass  Zmx2  unabbangig  von  dem 
speciell  gewablten  Halbmesser  u  des  Tragbeitsellipsoids  ist; 
ebenso  auch  der  nach  irgend  einem  Massentheilchen  m  ge- 
zogene  Radiusvektor  t. 

Nun  war 

0  =  Unix 2  —  Um(ut  r)2 
(ygl.  §  17)?  daher  auch. 

~  { u2  *  Unit 2  —  Um(nxy }  =  u20  =  L. 

Wir  gelangen  damit  zu  dem  einfachen  Resultate 

Das  Ellipsoid  war  aber  grade  auf  Grrund  der  Bedingung 
construirt?  dass  man  fur  jeden  Halbmesser  u,  der  zu  ihm  ge- 
hort;  denselben  Werth  der  lebendigen  Kraft  L  erhalt.  Wenn 
also  die  Strecke  dn  auf  dem  Ellipsoide  enthalten  sein  soil,  so 
kann  dadurch,  dass  wir  den  Endpunkt  von  u  um  8u  ver- 
scbieben,  keine  Aenderung  dL  bewirkt  werden.  Man  kann 
geradezu  die  Gleichung 

d\L  =  0 

als  die  aus  der  endlichen  Grleichung  L—  Const,  hervorgegangene 
Differentialgleichung  des  Ellipsoids  bezeichnen. 

Demnach  ist  fur  alle  du,  die  hier  in  Prage  kommen  konnen, 

»<5u  =  0 

und  hieraus  folgt,  dass  ©  senkrecht  auf  alien  diesen  du,  also 
auch  senkrecht  zur  Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  im  End- 
punkte  von  u  steht.  Alle  vorher  hieruber  aufgestellten  Be- 
hauptungen  sind  damit  bewiesen. 

Kehren  wir  nun  zur  Betrachtung  von  Abb.  21  zuriick. 
Wir  hatten  schon  vorher  erkannt,  dass  in  jeder  Lage  des 
Korpers  und  mit  ihm  des  Ellipsoids  der  die  augenblickliche 
Winkelgesckwindigkeit  darstellende  Halbmesser  u  mit  seinem 
Endpunkte  in  der  unveranderlichen  Ebene  a  liegen  muss.  Jetzt 
wissen  wir  auch,  dass  das  Ellipsoid  in  diesem  Endpunkte  von 
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ier  Ebene  a  beriihrt  wird.  Demnach  konnen  nur  solche  Halb- 
oaesser  des  Ellipsoids  im  Laufe  der  Bewegung  die  Winkel- 
geschwindigkeit  u  angeben,  deren  Endpunkte  durch  Drehungen 
des  Ellipsoids  zu  Beriihrungspunkten  der  Ebene  a  werden 
konnen. 

Man  denke  sicb  das  ganze  Ellipsoid  durcb  ein  Biindel  yon 
Tangentialebenen  eingebiillt.  Unter  alien  diesen  Tangential¬ 
ebenen  sucbe  man  jene  auf,  deren  Abstand  vom  festen  Punkte 
gleicb  u  ist.  Die  zugehorigen  Beruhrungspunkte  werden  einen 
oder  aucb  zwei  getrennte,  in  sicb  gescblossene  Curvenzuge 
bilden.  Alle  Punkte  dieser  Curyen  konnen  durch  geeignete 
Drebung  des  Ellipsoids  in  die  Ebene  a  iibergefubrt  werden, 
so  dass  sie  die  Berubrungspunkte  zwiscben  a  und  dem  Ellip- 
soide  bilden. 

Hiermit  ist  nun  aucb  entschieden,  welcbe  durcb  0  gehen- 
den  Strablen  nacb  und  nacb  als  Drebaxen  dienen  werden:  es 
sind  die  Verbindungslinien  von  0  nacb  den  Punkten  der  vor- 
Ber  construirten  Curve.  Poinsot,  von  dem  die  bier  auseinander- 
gesetzte  geometriscbe  Losung  des  Problems  herriihrt,  bat  die 
-Curve  als  die  Polo  die  (oder  den  Polweg)  bezeicbnet.  Er  bat 
ferner  nocb  eine  zweite  Curve  zur  Bescbreibung  des  ganzen 
"Vbrgangs  beniitzt.  Aucb  in  der  Ebene  a  wird  namlich  der 
Beruhrungspunkt  mit  dem  Ellipsoid,  der  in  jedem  Augenblicke 
nds  der  Pol  der  Bewegung  bezeicbnet  werden  kann,  nacb  und 
nacb  andere  Lagen  einnebmen.  Ber  Berubrungspunkt  bescbreibt 
•dabei  eine  Curve,  die  als  die  Herpolodie  bezeicbnet  wird. 
Die  Bewegung  des  Ellipsoids  kann  nun  als  ein  Rollen  der 
Polodie  auf  der  Herpolodie  aufgefasst  werden. 

Diese  einfacbe  geometriscbe  Beschreibung  der  im  Uebrigen 
so  scbwierig  zu  behandelnden  Bewegung  geniigt  meist,  um  sicb 
obne  Rechnung  einen  schnellen  Ueberblick  fiber  die  Erschei- 
nungen  zu  verscbaffen,  die  man  zu  erwarten  bat.  Damit  ist 
aber  grade  dem  Techniker  am  meisten  gedient.  Yon  der  Ge¬ 
stalt  des  Tragheitsellipsoids  des  Korpers  wird  er  sicb  im  ge- 
gebenen  Falle  meist  sehr  scbnell  eine  ziembcb  genau  zutreffende 
Yorstellung  macben  konnen,  obne  vorber  viel  recbnen  zu 
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miissen.  Wie  die  Polodie  aussieht,  lasst  sich  dann  auf  Grand 
ihrer  geometrisclien  Eigenschaften  ebenfalls  schnell  genug  er~ 
kennen.  Die  Herpolodie  ist  nieht  so  leicht  anzugeben;  aber 
man  brancht  sie  auch  kaum,  um  sich  eine  dentlicbe  Yorstellung 
von  dem  Rollen  des  Ellipsoids  anf  der  unveranderlichen  Ebene 
zu  machen.  —  Der  Hauptmangel  der  vorausgebenden  Betrach- 
tungen  bestebt  nur  nocb  darin,  dass  die  Zeit,  die  wahrend  der 
Bewegung  des  Korpers  ans  der  Anfangslage  in  irgend  eine 
andere  verstreicht,  daraus  nicbt  unmittelbar  entnommen  werden 
kann.  —  Daranf  werde  ich  in  §  21  zuriickkommen. 


§  20.  Die  stabilen  Drehaxen. 

Wir  konnen  sofort  eine  wichtige  Anwendung  der  vorber- 
gebenden  Lebren  macben.  Friiber  fanden  wir  namlich,  dass 
jeder  Korper  mindestens  drei  freie  Axen  hat,  die  mit  den 
Haupttragheitsaxen  zusammenf alien.  Sie  sind  aber,  wie  sich 
jetzt  zeigen  wird,  nicbt  alle  „stabile“  Drebaxen. 

Der  Begriff  der  „Stabilitat"  ist  aus  der  Lebre  vom  Gleieb- 
gewicbte  entnommen.  Er  ist  dort  ein  ganz  eindeutig  bestimmter 
Begriff;  wenn  er  aber  anf  Bewegungen  iibertragen  werden  soil, 
bedarf  er  in  jedem  einzelnen  Falle  einer  nenen  Definition.  Was 
man  nnter  Stabilitat  einer  Bewegung  versteben  soil,  ist  nam- 
licb  in  vielen  Fallen  einstweilen  nocb  ganz  streitig,  so  dass 
verscbiedene  Autoren  zuweilen  ganz  verscbiedene  Begriffe  mit 
demselben  Worte  verbinden.  Ich  werde  daber  zunacbst  er- 
klaren,  was  man  unter  der  Stabilitat  einer  Drebaxe  verstebt, 
obne  micb  aber  darauf  einznlassen,  eine  Definition  fur  die 
Stabilitat  einer  Bewegung  uberhaupt  geben  zu  wollen. 

Man  denke  sicb,  dass  ein  Korper  nicbt  genau,  sondern  nur 
nabezu  um  eine  freie  Axe  rotire.  Wiirde  er  genau  um  die 
freie  Axe  rotiren,  so  konnte  sicb  die  Drebaxe  niemals  andern 
und  der  Korper  wiirde  nacb  jeder  Umdrehung  immer  wieder 
in  die  Anfangslage  zuriickkehren.  Vollig  genau  lasst  sicb 
dieser  Zustand  aber  niemals  erreicben  und  es  fragt  sicb,  welcbe 
Folgen  eine  geringe  Abweicbung  davon  nacb  sicb  ziebt.  Wenn 
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der  Korper  sicb  dauernd  nabezu  so  verbalt,  als  rotirte  er  urn 
die  stets  in  nacbster  Nacbbarschaft  bleibende  freie  Axe,  so* 
beisst  diese  freie  Axe  eine  stabile  Drebaxe.  Bringt  dagegen 
eine  nocb  so  geringe  anfanglicbe  Abweicbung  von  der  freien 
Axe  eine  mit  der  Zeit  immer  weiter  fortscbreitende  Ablenkung 
der  Bewegung  yon  der  zur  freien  Axe  geborigen  hervor,  so 
nennt  man  die  Rotation  um  eine  solcbe  freie  Axe  eine  labile 
Bewegung,  weil  scbon  der  geringste  Anstoss  gentigt,  um  die 
Art  der  Bewegung  allmablicb  vollstandig 

Von  den  drei  freien  Axen,  die  im 
Allgemeinen  bei  einem  Korper  vorkom- 
men,  sind  bios  zwei,  namlicb  jene,  die 
zum  allergrossten  und  zum  allerkleinsten 
Tragbeitsmomente  geboren,  stabile  Dreb- 
axen;  die  Bewegung  um  die  dritte  freie 
Axe  ist  labil. 

Man  erkennt  dies  obne  jede  Scbwierig- 
keit  an  der  Hand  einer  Figur.  In  Abb.  22 
sei  0  A  die  grosste  Halbaxe  des  Tragbeits- 
ellipsoids,  also  zugleicb  die  Axe  des  kleinsten  Tragbeitsmoments. 
Weicbt  die  Drebaxe  im  Anfangszustande  nur  wenig  yon  der 
Ricbtung  OA  ab,  so  erlangt  die  Polodie  die  durcb  die  kreuz- 
punktirte  Linie  angedeutete  Gestalt.  Nur  in  nacbster  Nacb- 
barscbaft  yon  A  lassen  sicb  namlicb  Punkte  ausfindig  macben,. 
deren  Tangentialebenen  einen  senkrecbten  Abstand  yon  0  baben, 
der  nur  wenig  kleiner  ist,  als  OA  selbst.  Die  Polodie  um- 
giebt  demnacb  als  gescblossene  Curye  den  Punkt  A.  Diametral 
gegenuber,  um  A'  lasst  sicb  zwar  ebenfalls  eine  Curve  angeben^ 
die  der  gleicben  Bedingung  geniigt.  Da  sie  mit  der  ersten 
nicbt  zusammenbangt,  ist  aber  kein  stetiger  Uebergang  aus  der 
einen  in  die  andere  moglicb.  Hiernacb  durcblauft  der  End- 
punkt  von  u  in  der  That  stets  die  sebr  kleine  Curve  um  A 
und  die  auf  der  unveranderlicben  Ebene  bescbriebene  Her- 
polodie  kann  sicb  ebenfalls  nur  auf  eine  kleine  Flacbe  erstrecken, 
so  dass  auch  gegenuber  dem  festen  Raume  keine  erbeblicben 
Ricbtungsanderungen  von  OA  zu  erwarten  sind. 


zu  andern. 

A 
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Granz  aknlick  gestaltet  sick  die  Figur  und  die  Betracktunj; 
fur  den  Fall,  dass  die  anfanglicke  Drekaxe  nakezu  mit  den 
kleinsten  Halbmesser  des  Ellipsoids  OC  (oder  mit  der  Ax< 
des  grossten  Tragkeitsmoments)  zusammenfiel  (Abb.  23).  Aucl 
kier  kann  die  Polodie  nur  in  einer  den  Punkt  C  eng  nm 
sckliessenden  Curve  besteken  und  zwar  desskalb,  weil  nur  ai 
dieser  Stelle  des  Ellipsoids  Tangentialebenen  moglick  sind,  di< 
so  nake  an  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  keranrucken.  Di( 
Axe  OC  ist  demnack  nickt  nur  eine  freie,  sondern  zugleicl 
auck  eine  stabile  Drekaxe. 


Anders  ist  es  aber  mit  der  dritten  freien  Axe  OB.  Wit 
man  aus  Abb.  24  sofort  erkennt,  ist  keine  Polodie  moglick 
die  den  Punkt  B  in  kleinem  Abstande  umkreist,  sondern  di( 
Polodie  umfasst  das  ganze  Ellipsoid.  Auck  auf  dem.  Me 
ridiane  A  C  giebt  es  Punkte,  deren  Tangentialebenen  denselbei 
Ab stand  vom  Mittelpunkte  0  kaben,  als  die  in  der  Nackbar 
sckaft  von  B  gezogenen  und  ebenso  auf  alien  iibrigen  durcl 
A  gelegten  Meridianen.  Die  freie  Axe  OB  ist  kiernack  ein< 
labile  Drekaxe. 

§  21.  Die  Bnler’schen  G-leichungen. 

Die  in  §  19  nack  Poinsot  vorgetragene  Tkeorie  der  Be 
wegung  des  starren  Korpers  um  einen  festen  Punkt  giebt  nui 
xiber  die  Lagen  Aufsckluss,  die  der  Korper  der  Reike  nacl 
einnimmt.  Wie  viel  Zeit  wakrend  dessen’  verstreickt,  ist  daraus 
nickt  zu  entnekmen.  Um  auck  dies  zu  erreichen,  muss  max 
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die  rein  geometrisclie  Darstellung  yerlassen  und  sich  wieder 
mehr  der  analytischen  zuwenden.  Der  zeitliche  Verlauf  ergiebt 
sich  namlich  aus  der  Integration  der  Differentialgleichungen  des 
Problems,  die  sebon  von  Euler  aufgestellt  wurden  und  die  ich 
jetzt  ableiten  will. 

Die  Absicht  bei  Aufstellung  der  Euler’schen  Gleichungen 
kommt  darauf  hinaus,  die  Winkelgescbwindigkeit  u  als  Function 
der  Zeit  t  darzustellen.  Am  besten  recbnet  man  hierbei,  wie 
Icb  yon  yornberein  bemerken  mochte,  mit  den  recbtwinkligen 
Componenten  yon  u.  Auf  diese  bezieben  sicb  die  Euler- 

Gleichungen. 

Bei  der  Untersucbung  der  Veranderlichkeit  yon  u  kann 
man  iibrigens  zwei  ganz  yerscbiedene  Wege  einschlagen,  je 
nacbdem  man  namlich  die  Lagen  angiebt,  die  u  der  Reibe 
nacb  gegen  den  starren  Korper  oder  gegen  den  festen  Raum 
durchlauft.  Alle  xt  im  ersten  Falle  bilden  den  Polodie-,  alle  u 
im  zweiten  Falle  den  Herpolodiekegel.  Wir  miissen  uns  also 
fiir  eine  bestimmte  Aufstellung  des  Beobacbters,  der  die  Ver¬ 
anderlicbkeit  yon  u  nacb  Ricbtung  und  Grosse  constatirt,  ent- 
scbeiden  oder  wir  mussen  mit  anderen  Worten  das  Coordinaten- 
system,  auf  das  sicb  die  Projektionen  bezieben,  entweder 

im  festen  Raume  ruben  lassen  oder  es  an  dem  bewegten  Korper 
festbeften.  Euler  bat  sicb  fiir  den  letzten  Fall  entscbieden. 
Stellt  man  sich  etwa  yor,  unsere  Erde  sei  der  Einwirkung 
aller  anderen  Weltkorper  entzogen  und  drebe  sicb  nicbt  genau 
tim  eine  freie  Axe,  so  wird  man  sicb  in  erster  Linie  dafiir 
interessiren,  welcbe  Linien  der  Erde  im  Laufe  der  Zeit  als 
Drehaxen  dienen,  d.  b.  wie  sicb  etwa  der  Nordpol  der  Erde 
im  Laufe  der  Zeit  auf  der  Erde  selbst  yerschiebt.  Wir  be¬ 
zieben  dann  die  Winkelgescbwindigkeit  u  auf  ein  mit  der  Erde 
fest  yerbundenes  Coordinatensystem,  folgen  also  der  Euler- 
scben  Darstellung. 

Bei  diesem  Probleme  erfolgt  die  Zerlegung  der  gericbteten 
Grosse  u  in  drei  recbtwinklige  Componenten  iibrigens  nicbt 
bios  willkiirlich  oder  aus  Verlegenheit,  weil  man  etwa  keine 
bessere  Metbode  zur  Bebandlung  gericbteter  Grossen  kennt, 
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sondern  sie  ist  im  Wesen  der  Sache  selbst  begrundet.  Ii 
jedem  Korper  haben  wir  namlich  drei  aufeinander  senkrech 
stebende  ausgezeichnete  Richtungen,  die  Richtungen  der  Haupt 
tragheitsaxen,  fur  die  sicb  die  Rotationserscbeinungen  besonder* 
einfach  gestalteA.  Durch  eine  Zerlegung  nach  diesen  Rich 
tungen  yereinfacbt  sicb  daber  aucb  in  anderen  Fallen  die  Unter- 
sucbung  der  Rotationen  und  wir  sind  so  yon  yornberein  au: 
die  Benntznng  eines  nach  diesen  drei  Hauptrichtungen  orien 
tirten  Coordinatensy  stems  bingewiesen. 

Day  on  ist  aucb  scbon  bei  der  Ableitung  yon  Grl.  (97) 


.  Bx  .  .  B9  ,  #  J5, 

*ef  +  i^  +  ,eT 


Gebrauch  gemacbt  worden ,  denn  auf  der  recbten  Seite  ist  js 
in  der  That  u  als  geometriscbe  Summe  seiner  drei  Coordinate! 


u. 


A 


u9  = 


B* 

a 


(99; 


dargestellt.  Die  Einheitsyektoren  t,  j,  f  waren  in  den  JRick- 
tungen  der  Haupttragheitsaxen  gezogen  und  &x  gehorte  zm 
Axe  t  u.  s.  f. 

Die  Euler’schen  Gleicbungen  entsteben  aus  der  Gleickung 
fur  it,  wenn  man  diese  nacb  der  Zeit  differentiirt.  Um  dies 
ausfubren  zu  konnen,  muss  man  zunachst  feststellen,  wie  sicb 
der  Drall  33  relatiy  zum  starren  Korper  mit  der  Zeit  andert 
Absolut  ist,  wie  wir  wissen,  33  nacb  dem  Flachensatze  con¬ 
stant.  Relatiy  zum  bewegten  Korper  muss  35  daber  yeranderlich 
sein,  zwar  nicbt  der  absoluten  Grosse,  aber  der  Ricbtung  nacb, 

Zur  gegebenen  Zeit  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
starren  Korpers  u.  Fur  einen  Beobachter,  der  sicb  auf  dem 
starren  Korper  befindet,  drebt  sich  der  ganze  aussere  Raum 
um  den  starren  Korper  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  u. 
Aucb  die  Bewegung  des  im  ausseren  Raume  feststebenden 
Vektors  35  relatiy  zum  starren  Korper  bestebt  in  einer  Drekung 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  u.  Der  Endpunkt  yon  33 
bescbreibt  bierbei  seinen  Weg  mit  einer  Geschwindigkeit.,  die 
nacb  Grosse  und  Ricbtung  durcb 
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iargestellt  wird  (Bd.  I,  Grl.  (56).  Der  Weg  im  Zeitelemente  dt 
ist  daher 

diVu» 

and  das  ist  jene  Strecke,  die  zum  urspriingliclten  8  geometriseh 
smnmirt  werden  muss,  um  das  nach  Ablauf  von  dt  entstehende 
aene  ©  zu  erhalten  (immer  relativ  zum  starren  Korper  ge- 
nommen).  Hiemach  wird 

"  -V«» 

oder,  wenn  man  in  Componenten  zerlegt, 

^  =  u2Bi-u3B2-  ^  =  u3B1^u1B.i- 
d^  =  u1B2-u2Bv 

Die  Differentiation  der  Grleichung  fiir  it  nach  der  Zeit 
ergiebt  mit  Benutzung  dieser  Werthe 


d\i _ .  u2Bs—  uq  B2 

It  ~l  IT 


.  u9B1  —  uxBHi  .  «  ux  B%  — u2  B1 

I  £)'  '  1  ~  “ 


oder,  nachdem  man  nock  die  Componenten  von  ©  mit  Hiilfe 
der  Grleichungen  (99)  in  den  Componenten  von  u  ausgedriickt  hat, 

=  i --s—  -f-  j[%%  -  •  (100) 

Anstatt  die  Componenten  mit  Hiilfe  der  t,  j,  I  aneinander  zu 
reihen,  kann  man  sie  natiirlich  auch  einzeln  anschreiben.  Man 
erhalt  dann 

du,  —  09 

■di=u^  V 

.  (101) 

dud  _  ©2  —  01 


u,u2  --- 


und  das  sind  die  Euler’schen  Grleichungen  in  der  ihnen  ge- 
wohnlich  gegebenen  Form.  Sie  sind  gewohnliche  simultane 
Differentialgleichungen  fiir  die  drei  von  der  Zeit  abhangigen 
Functionen  %w2w3.  Die  Integration  ist  freilich  im  allgemeinen 
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Falle  insofern  nicht  ganz  einfack,  als  sie  auf  elliptiscke  Fune- 
tionen  fukrt.  Im  IJebrigen  mackt  sie  aber  keine  Sckwierig- 
keiten. 

Hier  besckranke  icb  micb  auf  die  Durckfukrung  der  Reck- 
uung  fur  den  einfacken  Fall,  dass  das  Tragkeitsellipsoid  eiu 
Rotationsellipsoid  ist  (was  z.  B.  bei  der  Anwendung  auf  die 
„Nutation“  der  Erdaxe  angenommen  werden  kann).  Es  sei  also 


02=®3 


und  zur  Abkurzung  moge  ferner 

9t  -  o,  _  Qt-e,  _ 


©3  ©2 


gesetzt  werden.  Dann  gehen  die  Euler’scken  Gleickungen 
iiber  in 

dll,  r\  du9  d 

dt=0>  at-™1**’  at 


==  —  yuxu%.  (102) 


Die  erste  Gleicbung  lekrt,  dass  ux  constant  ist.  Multiplicirt 
man  die  zweite  Gleichung  mit  u%  und  die  dritte  mit  uz  und 
addirt,  so  folgt 


d  u*  ,  d  u, 

u,2  d-  +  % 


dt 


“0, 


also  durcb  Integration 

U;/  -|-  —  Gy 

worin  C  eine  durch  die  Anfangsbedingungen  bestimmte  Con- 
stante  ist.  Da  auc.b  ux  constant  ist,  so  folgt  dies  auck  fiir 
ui  4"  4"  d.  h*  der  absolute  Werth  der  Winkelgeschwindig- 

keit  ist'  constant  und  ebenso  ikre  Projektion  auf  die  i-Axe. 
Der  Vektor  it  besckreibt  demnach  einen  Kreiskegel  um  die 
i-Axe.  Bis  dakin  sind  wir  nur  zu  einem  Resultate  gelangt, 
das  uns  aus  der  Poinsot’scken  Lekre  yon  der  Polodie  bereits 
bekannt  war.  —  Durck  Differentiation  der  zweiten  der  Glei¬ 
ckungen  (102)  nack  t  erhalt  man 


d%u% 

~dW 


=  7ui 


duz 

dt 


und  wenn  man  den  Differentialquotienten  yon  uz  aus  der  dritten 
Gleicbung  einfiikrt,  wird  daraus 

d‘2Uc 
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Ebenso  wird,  wenn  man  bei  diesem  Eliminationsverfabren  die 
dritte  der  Grleicbungen  (102)  mit  der  zweiten  vertauscbt 

=  —  (ywJV  (104) 


Diese  Differentialgleicliungen  sind  uns  ibrer  Form  nacb  bereits 
aus  der  Lebre  yon  den  harmonischen  Scbwingungen  bekannt. 
Ibre  allgemeine  Losung  ist 

=  A  sin  yu±  t  B  cos  yux  t  (105) 

nnd  diese  Losung  gilt  bei  passender  Wabl  der  unbestimmten 
Integrationsconstanten  ebenso  aucb  fur  u§.  Die  Umlaufszeit  T 
der  Momentanaxe  um  die  Axe  ’  der  Fignr  ergiebt  sicb  aus  der 
Bedingung,  dass  der  Winkel  yu±t  wahrend  dessen  um  2jz  an- 
gewachsen  sein  muss;  also 

rji _ 

~~  i 

oder  nach  Einsetzen  des  Wertbes  von  y 

ni  _  _ _ 

(©7— 


(106) 


Die  Umlaufszeit  der  Nutationsbewegung  wird  demnacb  um  so 
grosser,  je  weniger  sicb  die  Haupttragheitsmomente  von  ein- 
ander  unterscbeiden.  Sie  hangt  ausserdem  von  der  Projektion 
der  Winkelgescbwindigkeit  auf  die  Figurenaxe,  im  XJebrigen 
aber  nicbt  von  dem  Winkel  ab;  den  u  mit  der  Figurenaxe  bildet. 

Schliesslicb  bemerke  icb  nocb,  dass  man  ganz  ahnlicb  aucb 
verfabren  kann,  um  die  auf  den  festen  Raum  bezogene  Aende- 
rung  der  Winkelgeschwindigkeit  it  mit  der  Zeit  zu  untersucben. 
Die  Gleicbung 


u 


A 


B, 


+  j^  +  f 


muss  dann  nacb  der  Zeit  t  unter  Berucksicbtigung  des  Um- 
standes  differentiirt  werden,  dass  jetzt  ©  constant,  die  Ricb- 
tungen  der  Einbeitsvektoren  i  j  f  dagegen  veranderlich  sind. 
So  ist  z.  B. 
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«  — V-t 

and 

-  l  (••)  -  8  T, - »V«i. 

Die  Differentiation  yon  u  lasst  sick  biernacb  obne  Scbwierig- 
keit  aasfiibren.  Mekr  Scliwierigkeiten  macbt  freilicli  die  weitere 
Behandlang  der  Differentialgleicbangen ;  darauf  werde  ich  aber 
tier  nicbt  eingeben. 


§  22.  Anwendung  aaf  ein  einfaclies  Beispiel. 


Ein  Ring,  dessen  Reif  erbeblicb  mebr  Masse  bat,  als  die 
xadial  gefiibrten  Arme,  die  den  Reif  mit  einer  in  der  Mitte 
gelegenen  Nabe  yerbinden,  soli  im  Scbwerpankte  anf  einer 
Spitze  gelagert  sein.  Zu  Anfang  moge  die  Ringebene  hori¬ 
zontal  liegen  and  der  Ring  moge  eine  Winkelgescbwindigkeit 
it0  um  irgend  eine  Axe  besitzen,  die  aber  nicbt  mit  der  Figaren- 
axe  zusammenfallen  soil.  Im  andern  Fall  rotirte  er  namlich 
am  eine  freie  Axe  and  wiirde  am  diese  immer  weiter  rotiren; 
•ein  Fall;  der  far  ans  kein  weiteres  Interesse  bat. 

Um  die  fernere  Bewegang  des  Ringes  angeben  za  konnen, 
-constrairen  wir  zanacbst  ein  Tragbeitsellipsoid  Ae s  Ringes,  bei 
dem  wir  nar  aaf  die  Masse  des  Reifs  za  acbten  braucben,  die 
wir  ans  iiberdies  in  der  kreisformigen  Mittellinie  yereinigt 
denken  konnen.  Wenn  der  Radias  dieser  Mittellinie  mit  r 
and  die  Masse  des  Reifs  mit  M  bezeichnet  werden;  ist  das 
Tragbeitsmoment  far  die  Figarenaxe 


—  Mr 2 


and  die  anderen  Hanpttragbeitsmomente  sind 


=  a 


Mr* 

2 


{ygl.  Bd.  Ill,  Grl.  (63)).  Aaf  welcbe  zar  Figarenaxe  senkrecbten 
Axen  man  ©2  and  ©3  bezieben  will,  ist  tibrigens  bei  einem 
Rotationskorper  gleicbgiiltig,  da  jede  derartige  Axe  eine  Haapt- 
tragbeitsaxe  ist. 


§  22.  Anwendung  auf  ein  einfaches  Beispiel. 
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Die  Tragbeitsradien  yerbalten  sicb  hiemacb  wie  ]/2  :  1 
nnd  die  Hauptaxen  des  Tragbeitsellipsoids  wie  l:]/2.  Hier- 
nacb  kann  das  Centralellipsoid  in  einem  wiHknrlicben  Maass- 
stabe  aufgetragen  ^ 

werden.  In  Abb.  25  \  i 

ist  dies  gescbehen. 

Der  Schnitt  dnrcb 

den  Reif  ist  dnrcb.  u«x\1l  /_  \ 

zweikleine  schraffirte  ~f - - /  - 

Kreise  angedentet;  X  [  y 

die  Fignrenaxe  ist  0  A. 

Wir  tragen  fer-  i 

ner  die  Ricbtnng  Abb  25 

der  Anfangswinkel- 

gescbwindigkeit  it0  ein;  dabei  wollen  wir  uns  die  Projektions- 
ebene  yon  vornberein  so  gewablt  denken,  dass  sie  dnrcb  die 
Ricbtung  yon  it0  gebt.  Im  Scbnittpnnkte  yon  u0  mit  der 
Ellipse,  deren  Axen  sicb  wie  1  :]/2  Yerbalten,  constrniren  wir 
eine  Tangente.  Diese  ist  die  Spnr  der  anf  der  Projektions- 
ebene  senkrecbt  stebenden  nnyeranderlicben  Ebene  a.  Recbt- 
winklig  dazn  stebt  die  in  der  Projektionsebene  entbaltene  Rich- 
tnngslinie  des  Dralls  ©. 

Yon  der  Voraussetznng,  die  wir  seitber  stets  macbten,  dass 
aussere  Krafte  anf  den  starren  Korper,  abgeseben  yom  Auf- 
lagerdrucke  am  festen  Punkte,  nicbt  einwirken  sollten,  sind  wir 
iibrigens  im  yorliegenden  Falle  bis  zn  einem  gewissen  Grade 
frei.  Wir  bonmen  nns  namlicb,  da  der  Unterstiitznngspnnkt 
mit  dem  Scbwerpnnkte  znsammenfallt,  zugleicb  die  Scbwer- 
kraft  am  Korper  wirkend  denken.  Das  Gewicbt  wird  bier 
einfacb  yom  Anflagerpnnkte  anfgenommen,  bat  aber  keinen 
Einflnss  anf  die  Bewegnng.  Es  leistet  namlicb  weder  Arbeit, 
nocb  bat  es  ein  yon  'Null  yerscbiedenes  statisches  Moment  fur 


den  festen  Pnnkt;  daber  mnss  ganz  wie  frtiher  sowobl  die 
lebendige  Kraft  als  der  Drall  ©  constant  sein  nnd  hieranf  be- 
rubten  ja  in  der  That  alle  Folgerungen  der  voransgebenden 
Untersncbnngen. 

S’ <3  p  pi,  Dynamik.  2.  Aufl. 


12 
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Die  Polodie  wird  Mer  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  Figurenaxe  liegt  und  dessebEbene  auf  ibr  senkrechi  stebt. 
Er  bat  die  Projektion  PQ  in  Abb.  25.  Aucb  die  Herpolodie 
wird  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Scbnittpunkte  von 
©  mit  der  unveranderlicben  Ebene  a  zusammemfallt  und  der 
sicb  in  Abb.  25  als  Strecke  PR  projicirt.  Die  fernere  Be- 
wegung  des  Rings  wird  nun  in  sebr  einfacber  Weise  durcb 
das  Rollen  des  Kreiskegels  OPQ  um  den  ibn  von  innen  be- 
riibrenden  festen  Kreiskegel  OPR  bescbrieben. 

Um  aucb  die  Umlaufszeit  T  fur  ein  bestimmtes  Zablen- 
beispiel  berecbnen  zu  konnen,  nebme  icb  an,  dass  n0  einen 
Winkel  von  45°  mit  der  Figurenaxe  bildete  und  gleicb  20  Touren 
pro  Secunde  war.  Die  Projektion  ut  auf  die  Figurenaxe  wird 
bieraus  durcb  Division  mit  ]/2  gefunden.  Ausserdem  recbnen 
wir  20  Touren  pro  Secunde  auf  Bogenmaass  um  und  erbalten 


ui 

Ferner  haben  wir  bier 


40  % 

yf 


sec~~ 1  • 


1 


und;  wenn  wir  diese  Wertbe  in  6rl.  (106)  einsetzen,  erbalten  wir 

0,0707  sec. 


Nacb  Ablauf  dieser  Zeit  bat  die  Momentanaxe  wieder  dieselbe 
Lage  gegen  den  Ring.  Sie  bat  aber  nicbt  dieselbe  Lage  im 
Raume.  Wenn  die  Durcbmesser  PQ  und  PR  der  Polodie  und 
der  Herpolodie  nicbt  commensurabel  mit  einander  sind,  kann 
der  Anfangszustand  sowobl  der  Lage  des  Rings  als  dem  Ge- 
scbwindigkeitszustande  nacb  uberbaupt  niemals  wieder  erreicbt 
werden.  Die  Zeit,  die  vergebt,  bis  u  den  Herpolodiekegel  ein- 
mal  im  festen  Raume  durcblaufen  bat,  verbalt  sicb  iibrigens 
(da  beide  Kegel  aufeinander  rollen)  zu  T  wie  PR  zu  PQ. 

Man  kann  nocb  nach  der  Bewegung  fragen,  die  die  Figuren¬ 
axe  OA  ausfubrt.  Um  diese  zu  finden,  denke  man  sicb  durch 
den  Punkt  0  eine  Einbeitskugel  gelegt.  Diese  Kugel  scbneidet 
die  beiden  aufeinander  rollenden  Kegel  nacb  Kreisen  und  OA 
im  spbariscben  Mittelpunkte  des  einen  Kreises.  Dieser  Punkt 
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bescbreibt  demnacb  ebenfalls  einen  Kreis  um  die  unyerander- 
liche  Ricbtung  yon  SB.  In  jedem  Augenblicke  liegen  die  Mo- 
mentanaxe  u,  das  unyeranderliche  Moment  SB  nnd  die  Figuren- 
axe  in  einer  Ebene  nnd  derWinkel  zwiscben 
SB  nnd  der  Fignrenaxe  ist  constant.  Hier- 
nach  macbt  die  Fignrenaxe  in  der  gleicben  / 

Zeit  einen  Umlauf,  in  der  ancb  der  Her- 
polodiekegel  einmal  yon  u  dnrcblanfen  wird. 

In  Abb.  26,  die  dies  naber  erlautem  soil, 
dentet  der  Kreis  P  den  Scbnitt  der  Ein- 
beitskugel  mit  dem  Polodiekegel,  H  den  Scbnitt  mit  dem  Her- 
polodiekegel  an,  ferner  ist  SB  die  Spur  yon  SB  anf  der  Einbeit- 
kngel,  A  die  Spnr  der  Fignrenaxe  nnd  der  dnrcb  A  gelegte 
pnnktirte  Kreis  giebt  die  Babn  an,  die  A  anf  der  Einbeits- 
kngel  durcblauft. 

§  23.  Bewegung  um  einen  festen  Punkt  unter  der  Einwirkung 
ausserer  Krafte. 

Die  yorausgebenden  Betracbtnngen  baben  sicb  scbon  yer- 
wickelt  genng  gestaltet.  Die  Scbwierigkeiten  steigern  sich  aber 
nocb  erbeblicb,  wenn  man  zngleicb  die  Wirkung  beliebig  ge- 
gebener  ausserer  Krafte  anf  den  um  den  festen  Punkt  dreh- 
baren  Korper  in  Rechnung  zieben  muss.  Mit  Riicksicbt  anf 
den  Zweck  dieser  Yorlesnngen  muss  icb  daber  anf  die  aus- 
fiibrlicbere  Bebandlnng  dieses  Problems  yerzicbten.  Von  yorn- 
berein  werde  icb  micb  yielmebr  nnr  anf  die  Bebandlung  der 
einfacbsten  Falle  bescbranken.  Fiir  ein  weiteres  Stndinm  des 
Gregenstandes  kann  icb  das  scbon  friiber  einmal  erwabnte  Bucb 
yon  Klein  nnd  Sommerfeld  liber  die  Tbeorie  des  Kreisels 
bestens  empfeblen;  bisber  sind  yon  diesem,  das  Kreiselproblem 
nacb  alien  Seiten  bin  belencbtenden  Werke  die  zwei  ersten 
Tlieile  erscbienen  nnd  der  dritte  Tbeil,  der  den  Schlnss  bilden 
soil,  ist  bald  zu  erwarten. 

Zunacbst  werde  ich  yoraussetzen,  dass  der  Korper  ein 
Rotationskorper  ist  nnd  dass  der  feste  Punkt  anf  dessen  Axe 
liegt.  Diese  Voraussetznng  trifft  gewobnlicb  bei  den  Anwen- 

12* 
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dungen  zu.  Icb  werde  sie  aber  hier  zum  Zwecke  der  Verein- 
fachung  nocb  weiter  specialisiren,  namlicb  annebmen,  dass  das 
fur  den  festen  Punkt  construirte  Tragbeitsellipsoid  eine  Kugel 
bildet.  In  diesem  Falle  ist  jede  Axe  des  Korpers  eine  freie 
Axe  nnd  die  Ricbtung  des  Momentes  ©  fallt  jederzeit  xnit  der 
Ricbtung  der  Momentanaxe  n  zusammen.  —  Dass  es  iiberbaupt 
Korper  giebt,  die  diese  Bedingung  erfullen,  ist  leicht  einzuseben. 
Man  denke  etwa  an  einen  bomogenen  graden  Kegel.  Wenn  die 
Basis  ziemlicb  gross  ist  gegen  die  Hobe,  ist  das  Tragheits- 
moment  fur  die  Figurenaxe  grosser  als  das  fur  eine  senkreebt 
dazu  durcb  den  Scbwerpunkt  gezogene  Axe.  Wablt  man  dann 
den  festen  Punkt  in  einiger  Entfemung  vom  Scbwerpunkte,  so 
bebalt  das  Tragbeitsmoment  fiir  die  Figurenaxe  seine  Grosse, 
die  Tragbeitsmomente  fiir  die  senkrecbt  dazu  gezogenen  Axen 
sind  dagegen  grosser  geworden.  Bei  passender  Wabl  des  festen 
Punktes  auf  der  Figurenaxe  kann  man  es  dann  stets  dabin 
•bringen,  dass  die  Haupttragbeitsmomente  gleicb  werden.  Der 
feste  Punkt,  fiir  den  dies  gilt,  kann  aucb  mit  der  Kegelspitze 
zusammenfallen.  Man  muss  dazu  nur  ein  geeignetes  Verbaltniss 
zwiscben  Basisbalbmesser  und  Hobe  des  Kegels  wablen;  unter 
den  Aufgaben  werde  icb  bierauf  zuriickkommen. 

Die  Vereinfacbung,  die  durcb  die  angefiibrte  Voraussetzuag 
in  der  Tbeorie  berbeigefiibrt  wird,  ist  sebr  erbebbcb.  Zwiscben 
U  und  ©  bestebt  bier  nacb  §17,  Grl.  (90)  stets  die  einfacbe 
Beziebung 

©  =  ©n,  (107) 

worin  &  den  gemeinsamen  Wertb  des  Tragbeitsmoments  fiir 
alle  durcb  den  festen  Punkt  gebenden  Axen  bedeutet.  —  Nacb 
dem  Flacbensatze  ist  ferner,  wie  in  Grl.  (91) 

^  also  aucb  ©  ^  (108) 

worin  $  das  Moment  der  gegebenen  ausseren  Krafte  in  Bezug 
auf  den  festen  Punkt  ist.  In  der  Regel  wird  $  als  Function 
der  augenblicklicben  Lage  des  Korpers  bekannt  sein  und  die 
Aufgabe  kommt  dann  darauf  binaus,  diese  Gleicbung  in  Ver- 
bindung  mit  Grl.  (108)  nacb  u  aufzulosen,  d.  b.  zu  integriren. 
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Der  Fall,  den  man  gewoFnlicF  im  Auge  Fat,  wenn  man 
solcFe  BetracFtnngen  anstellt,  ist  der  des  Kreisels  mit  fest- 
geFaltener  Spitze.  KennzeicFnend  fur  den  Kreisel  ist  die  grosse 
W inkelges  cF  windigkeit ,  mit  der  er  sicF  von  Anfang  an  nm 
eine  Axe  dreFt,  die  gewoFnlicF  naFezn  mit  der  Figurenaxe 
zusammenfallt.  AncF  Fier  werde  icF  fernerFin  anneFmen,  dass 
es  sicF  nm  einen  Kreisel  handle  nnd,  nm  znm  Ansdrncke  zii 
Fringen,  dass  das  TragFeitsellipsoid  fur  den  festen  Punkt  eine 
Kngel  sein  soli,  wird  er  ancF,  wenn  dies  betont  werden  soil, 
als  „Kugelkreisel“  bezeicFnet  werden. 

Die  anssere  Kraft,  die  man  beim  Kreisel  in  Beriicksich- 
tigung  zieFen  mnss,  ist  das  GewicFt;  von  Reibung  nnd  Luft- 
widerstand  kann  gewoFnlicF  abgeseFen  werden,  obscFon  beide 
natiirlicF  dazn  fuFren,  dass  die  Kreiselbewegnng  scFliesslicF 
erhscFt  nnd  dass  sie  scFon  vorFer  in  allmaFlicFer  langsamer 
Aendernng  begriffen  ist.  Dies  ist  es  aber  nicFt,  wofiir  man 
sicF  beim  Kreisel  interessirt.  Dass  Bewegnngen  durcF  Wider- 
stande  geandert  nnd  scbliesslicF  zur  RnFe  gebracFt  werden,. 
gilt  allgemein,  beim  Kreisel  wie  anderwarts  nnd  dariiber  Fat 
sicF  daFer  nocF  niemals  Jemand  verwnndert.  Grosses  Stannen 
Faben  aber  von  jeFer  die  von  der  Reibnng  nnd  den  anderen  Be- 
wegungswiderstanden  nnabFangigen  ErscFeinnngen  der  Kreisel¬ 
bewegnng  liervorgernfen.  Dieses  Stannen  wiirde  nocF  grosser 
sein,  wenn  nicFt  jeder  scFon  ans  seiner  friiFesten  Jngendzeit 
dnrcF  das  bekannte  Kinderspielzeng  mit  der  Kreiselbewegnng 
bekannt  geworden  ware.  Es  entsteFt  aber  trotzdem  immer 
wieder,  wenn  Jemand  znm  ersten  Male  solcFe  VersncFe  sieFt 
oder  selbst  anstellt,  wie  sie  in  der  ExperimentalpFysik  mit 
Kreiseln  oder  Gyroscopen  ansgefuhrt  zn  werden  pflegen. 

Die  EigentFiimlicFkeit  der  Kreiselbewegnng,  die  nns  be- 
sonders  fesselt,  ist  der  TJmstand,  dass  der  Kreisel,  dessen  scFnelle 
Bewegnng  nm  die  DreFaxe  sicF  der  WaFmeFmnng  fast  ganz 
entzieFt,  so  lange  die  DreFaxe  nnr  wenig  von  der  Fignrenaxe 
abweicFt,  der  also  bei  fliicFtigem  Anblicke  fast  dasselbe  Bild 
wie  ein  rnhender  Korper  darbietet,  sicF  docF  so  ganz  anders 
gegen  anssere  Krafte  verFalt,  wie  ein  rnFender  Korper.  Der 
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Kreisel  lasst  sicb  nicbt  leicbt  durcb  einen  seitlicben  Stoss  um- 
werfen  und  er  fallt  aucb  yon  selbst  nicbt  urn,  obscbon  er  im 
Durcbsebnitt  eine  Lage  einnimmt,  die  fiir  den  rubend  auf- 
gestellten  Kreisel  eine  labile  Gleicbgewicbtslage  ware.  Eine 
Erklarung  iiber  den  Grund  dieser  auffalligen  Erscbeinungen 
ist  jedes  Lehrbucb  der  Mecbanik  seinen  Lesern  scbuldig,  wenu 
ancb  eine  ausfiibrlicbere  Erorterung,  wie  scbon  vorber  bemerkt, 
undurcbfubrbar  ist. 

Betracbten  wir  zunacbst  die  analytische  Formnlirung  des 
Problems.  Der  Scbwerpnnkt  des  Kreisels  liegt  auf  der  „Figuren- 
axe“.  Das  Gewicht  des  Kreisels  sei  O  und  der  Radiusvektor 
Yom  festen  Punkte  zum  Scbwerpnnkte  sei  §.  In  Bezng  auf 
den  festen  Raum  ist  O  constant  nnd  3  yeranderlicb;  relatiy 
znm  Kreisel  dagegen  ist  D  yeranderlicb  nnd  §  constant.  Wo 
wir  aber  ancb  den  Aufstellungsort  wablen  mogen,  jedenfalls 
ist  das  statiscbe  Moment  $  der  ausseren  Kraft 

$  =  VD8  (109) 

nnd  fiir  den  Kngelkreisel  wird  daber  nacb  Gl.  (108) 

=  (110) 

wobei  als  Anfstellnngsort  der  absolute  Raum  gewahlt  sein  soil. 
Nun  ist  8  selbst  eine  Function  der  Zeit  nnd  zwar  bat  man 

(HI) 

denn  dies  ist  die  Formel,  nacb  der  man  bei  der  Rotation  eines 

d  8 

Korpers  stets  die  Gescbwindigkeit  ^  irgend  eines  Punktes 

yom  Radinsyektor  8  ermitteln  kann.  Sobalcj.  es  gelingt,  die 
Gleicbnngen  (110)  nnd  (111)  nacb  den  unbekannten  Fnnctionen 
U  und  $  aufzulosen,  also  die  Gleichnngen  zn  integriren,  wobei 
nocb  zwei  willkiirlicbe  Vektoren  als  Integrationsconstanten  auf- 
treten  miissen,  dnrcb.  die  man  sicb  jedem  beliebig  gegebenen 
Anfangszustande  anznscbliessen  yermag,  ist  das  Kreiselproblem 
■ —  zunacbst  wenigstens  fur  den  Kngelkreisel  —  yollstandig  gelost. 

In  den  Lebrbiicbern  der  analytiscben  Mecbanik,  die  anf 
dieses  Problem  naher  eingeben,  sind  natiirlich  der  friiber  allein 
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herrschenden  Gewohnheit  gemass  die  Grleichungen  (110)  und 
(111)  in  je  drei  Componentengleichuhgen -gespaltet  und  man 
liat  dann  sechs  simultane  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung  zwischen  nicht  gerichteten  Yariablen,  bei  deren  Integra¬ 
tion  sechs  Constanten  auftreten  miissen,  die  sich  als  die  Com- 
ponenten  der  yorher  erwahnten  zwei  Vektorconstanten  darstellen. 

Man  hat  die  allgemeine  Losung  dieser  *  Grleichungen  ge- 
funden;  sie  lasst  sich  aber  nur  mit  Hiilfe  elliptischer  Func- 
tionen  darstellen,  worauf  hier  nicht  einzugehen  ist.  Wir  miissen 
daher  darauf  verzichten,  hier  die  allgemeinste  Bewegung  eines 
Kugelkreisels  zu  untersuchen  und  uns  mit  der  Betrachtung 
specieller  Bewegungsarten  begniigen,  die  als  partikulare  Inte^ 
grale  in  der  allgemeinen  Losung  mit  enthalten  sind.  Nur  einige 
allgemeine  Schlusse,  die  sich  aus  den  Differentialgleichungen 
des  Problems  sofort  ziehen  lassen;  mogen  zuyor  noch  Erwah- 
nung  finden. 

Aus  Grl.  (110)  folgt,  dass  die  Aenderung  you  u  in  jedem 
Augenblicke  rechtwinklig  zu  D  steht.  In  Bezug  auf  den  festen 
Baum  ist  aber  O  nach  Gbrosse  und  Richtung  constant.  Eine 
Ebene;  die  senkrecht  zu  O  steht,  ist  als  eine  horizontal  Ebene 
zu  bezeichnen.  Hiemach  ist  du  jederzeit  horizontal;  die  Yer- 
tikalprojektion  Yon  n  andert  sich  demnach  uberhaupt  nicht. 
Denkt  man  sich  alle  Werthe,  die  u  der  Reihe  nach  annimmt, 
Torn  festen  Punkte  aus  im  ruhenden  Raume  abgetragen,  so 
erhalt  man  eine  allgemeine  Kegelflache,  die  wir  auch  jetzt 
vrieder  als  den  Herpolodiekegel  bezeichnen  wollen.  Ebenso 
soil  die  Curve,  die  die  Endpunkte  der  u  miteinander  verbindet, 
die  Herpolodie  genannt  werden,  obschon  hier  gegeniiber  der 
Bewegung  des  kraftefreien  Korpers,  bei  der  diese  Bezeichnung 
eingefuhrt  wurde,  der  wesentliche  Unterschied  besteht,  dass 
die  Herpolodie  nicht  durch  Walzen  des  Tragheitsellipsoids  auf 
einer  unveranderlichen  Ebene  erzeugt  wird. 

Betrachten  wir  femer  die  Aenderung  von  u  relativ  zum 
Kreisel.  Wenn  sich  irgend  eine  Strecke  a  gegen  den  festen 
Raum  im  Zeitelemente  dt  um  da  andert,  erhalten  wir  die 
Aenderung  relativ  zum  rotirenden  Korper,  indem  wir  zu  d  a 
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nocb  jene  relative  Aenderang  hinzufiigen,  die  durcb  die  Rota¬ 
tion  bedingt  wird.  Diese  '  ist  im  allgemeinen  Falle  gleicb 
dtY  ua.  In  unserem  Falle  ist  sie  aber  gleicb  Null,  da  tt  selbst 
mit  der  Drebaxe  u  zusammenfallt.  Demnacb  gilt  die  Gleichung 

ohne  jede  Abweichung  unmittelbar  aucb  fiir  die  Aenderungen 
von  u  relativ  zum  Kreisel.  Das  Yektorprodukt  steht  aber  senk- 

recbt  zn  jedem  seiner  Faktoren,  also  ist  ~  jederzeit  senkrecbt 

ct  t 

zu  8.  Tragt  man  also  die  aufeinanderfolgenden  Wertbe  von  u 
ancb.  relativ  zum  Kreisel  ab,  so  kann  sicb  jeder  Wertb  von 
jedem  anderen  nur  nm  eine  Strecke  untersebeiden,  die  recbt- 
winklig  zu  8  gericbtet  ist.  Die  Projektion  von  u  auf  die  Kreisel- 
axe  ist  demnacb  ebenfalls  constant.  Die  Polodie  —  wenn  wir 
diese  Bezeicbnung  in  derselben  Weise  wie  vorber  bei  der  Her- 
polodie  auf  den  bier  vorliegenden  Fall  ubertragen  —  ist  folg- 
licb  gleichfalls  eine  ebene  Curve,  die  auf  einer  zur  Figurenaxe 
senkrecbten  Ebene  entbalten  ist.  Wenn  man  die  Gestalten  der 
Polodie  und  der  Herpolodie  auf  Grund  einer  Integration  der 
Gleicbungen  (110)  und  (111)  anzugeben  vermag,  ist  das  Kreisel- 
problem  (fur  den  Kugelkreisel)  gelost. 

Eine  sebr  einfacbe  specielle  Losung  der  Differentialglei- 
cbungen  erbalten  wir,  wenn  wir  versucbsweise 

§  =  au  +  c  (112) 

setzen,  worm  a  eine  ricbtungslose  und  c  eine  gericbtete  Con- 
stante  bedeuten.  Man  uberzeugt  sicb  leicbt,  dass  dieser  Zu- 
sammenbang  zwiscben  8  und  it  mit  den  Gleicbungen  vertrag- 
licb  ist.  Durcb  Differentiation  folgt  namlicb 

d% _  d  u 

dt  a  dt  . 

und-  biermit  geht  Gl.  (110)  iiber  in 

tS-Vc.  '  :  ..  (us) 

und.  Gl.  (Ill)  wird 
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'  aw) 

Allerdings  muss,  damit  beide  Gleicbungen  mit  einander  yer- 
traglicb  seien;  c  so  gewablt  werden,  dass  Vc§  mit  VO§  gleicb- 
gericbtet  ist.  Dies  erfordert,  dass  c  und  d  mit  %  in  einer 
Ebene  liegen.  Nun  sind  aber  c  und  d  constant ,  wabrend  § 
yeranderlicb  ist.  Damit  alle  drei  Yektoren  jederzeit  in  einer 
Ebene  liegen  bleiben,  lassen  wir  c  und  d  zusammenfallen.  Wir 
setzen  daber  specieller 

8  ===  an  +  cd  (115) 

und  die  Gl.  (114)  gebt  damit  uber  in 

(1W) 

Damit  diese  mit  Gleicbung  (113)  iibereinstimme,  muss 

a  c  -i  a 2 

7=r  =  ' —  Oder  c  =  ^ 

0  a  0 

sein.  Die  Constante  c  ist  daber  keineswegs  willkurlicb,  sondern 
der  Ansatz  (112)  muss,  damit  er  eine  Losung  der  Differential- 
gleicbungen  bilde,  in  der  Form 

g  =  au  +  ^  C  (117) 

specialisirt  werden.  Es  bleibt  nur  nocb  iibrig,  die  Differential1 
gleicbung  (113)  oder  (114)  in  der  Form 

*i  =  -JVO«  (118) 

zu  losen,  denn  dann  ist  damit  nacb  Gl.  (117)  zugleicb  aucb  u 
als  Function  der  Zeit  bekannt.  Die  Losung  kann  sofort  an- 
gegeben  werden.  Das  zu  jedem  dt  geborige  d%  ist  namlicb 
nacb  Gl.  (1 18)  ebenso  gross,  als  wenn  sicb  8  mit  der  Winkel- 

gescbwindigkeit  —  O,  also  um  die  lotbrecbte  Axe  mit  con- 

stanter  Gescbwindigkeit  drebte.  —  Hieraus  ist  iibrigens  nicht 
zu  scbliessen,  dass  die  Bewegung  um  die  lotbrecbte  Axe  er- 

folgen  musse.  Zur  Winkelgescbwindigkeits-Componente  — 

kann  yielmebr  nocb  eine  zweite  treten,  die  in  die  Ricbtung 
yon  8  fallt,  obne  an  Gl.  (118)  etwas  zu.  andern.  Jedenfalls 
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liegt  aber  die  Momentanaxe  in  der  durch  8  gelegten  loth¬ 
rechten  Ebene. 

Diese  einfachste  Bewegungsform  des  Kreisels  ist  nntex 
dem  Namen  der  regul'aren  Pracession  bekannt.  Die  Kreisel- 
axe  beschreibt  im  festen  Raume  einen  Kreiskegel  mn  die  loth- 
rechte  Richtung  mit  der  angegebenen  Winkelgeschwindigkeit. 
Anch  der  Herpolodiekegel  wird  ein  Kreiskegel  mit  lothreehter 
Axe,  der  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  beschrieben 
wird,  denn  u  und  8  liegen  in  jedem  Augenblicke  nach  Gl.  (117) 
in  einer  lothrechten  Ebene  nnd  bestimmen  in  dieser  ein  Dreieck 
von  unveranderlicher  Gestalt. 

Wenn  8  nnd  u  in  der  Anfangslage  gegeben  sind,  kann 
nach  Grl.  (117)  sofort  auch  die  Constante  a  und  mit  ihr  die 
Pracessionsgeschwindigkeit  berechnet  werden.  Man  bezeichne 
etwa  den  Winkel,  mn  den  die  Richtung  you  8  Yon  der  Loth¬ 
rechten  abweicht,  mit  cc,  den  Winkel  zwischen  u  und  der  Loth¬ 
rechten  mit  jS  und  die  Absolutwerthe  Yon  8  und  u  wie  ge- 
wohnlich  mit  lateinischen  Buchstaben.  Dann  folgt  aus  Grl.  (117) 
wenn  man  die  horizontalen  Componenten  davon  nimmt, 

s  •  sin  cc  =  cl  u  sin  (119) 

und  fur  die  Yertikalen  Componenten  gilt 

s  cos  cc  =  au  cos  ~  Q.  (120) 

Die  lothrechte  Richtung,  Yon  der  aus  die  Winkel  cc  und  /3  ge- 
rechnet  werden,  ist  hierbei  nach  oben  hin  genommen,  wahrend 
Q  nach  abwarts  geht  und  daher  eine  negative  Projektion  hat. 

Die  Gleichungen  zeigen  uns,  dass  a  und  j}  nicht  willkur- 
lich  angenommen  werden  diirfen,  sondern  dass  die  Richtung 
von  it  durch  jene  you  8  zugleich  mit  bestimmt  ist,  wenn  u 
gegeben  ist;  dies  folgt  tibrigens  ohne  Weiteres  auch  schon 
aus  der  urspriinglichen  Gl.  (117).  Wir  eliminiren  zunachst 
den  Winkel  /?  aus  den  Gleichungen  (119)  und  (120)  und  erhalten 

s2  sin2  cc  =  (flu*  sin2 

s2  cos2  a -f- 2  s  cos  a  ^  Q  $2  =  aVcos2/3, 
also  hieraus  durch  Addition 


23.  Bewegung  mn  einen  festen  Punkt  etc. 
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s2  +  23cos«^^  +  |l^=aV. 

Fur  a2  ist  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade.  Die  Auflosung 
liefert 

»  »  ©2  © 

O'  ^  Q2  $  COS  CC  q 

,  1/  4  ©4  O  0 3  2  '  0 

+  )/r  —  m's  cosa^  —  s'  Sin-  a  ^2  •  (121) 

Wenn  u  zu  klein  oder  a  zn  gross  wird,  wird  die  Losnng 
imaginar,  d.  h.  die  regulare  Pracession  ist  dann  uberhanpt 
nicht  mehr  moglich;  der  Kreisel  „fallt  urn".  Pemer  ist  der 
Absolutwerth  der  Wnrzel  in  jedem  Falle  kleiner,  als  der  Werth 
yor  dem  Wnrzelzeiclien.  Daxnit  a  selbst  nicht  imaginar  wird, 
muss  daher  der  yor  dem  Wurzelzeichen  stehende  Ansdruck 
jedenfalls  positiY  sein.  Hiernach  kann  man  ans  Gl.  (121)  leicht 
feststellen,  wie  gross  fiir  ein  gegebenes  a  die  W inkelge s ch  windig- 
keit  mindestens  sein  muss.  Wir  wollen  nns  damit  nicht  anf- 
halten,  sondern  weiterhin  nnr  noch  den  Pall  naher  ins  Auge 
fassen,  dass  u  sehr  viel  grosser  ist,  als  jener  Mindestwerth; 
you  u 2,  das  in  Gl.  (121)  allein  Yorkommt,  wird  dies  dann  erst 
recht  gelten, 

Wenn  ein  Werth  a  Yiel  grosser  ist,  als  ein  anderer  Werth  b, 
kann  man  mit  genugender  Genauigkeit 

]/a2  -j-b  =  a - ^-g  - - 

r  1  '2  a  8  a8  1 


setzen.  Yon  dieser  Reihenentwickelung  moge  Gebrauch  ge- 
macht  werden,  nm  die  Wnrzel  in  Gl.  (121)  ansznziehen.  Be- 
riicksichtigt  man  znnachst  (nnr  die  beiden  ersten  Glieder  der 
Reihe,  so  findet  man 


0  ,  I  9  0% 

2Q-S™*«-Q±  MJ2^- 


u2s  cos  a  y.  d-  s2  sin2  cc 


& 
Q 2 


,0J 

> 


Yon  den  beiden  Werthen  a±2  nnd  a2l  die  dem  oberen  und 
dem  nnteren  WurzelYorzeichen  entsprechen,  inter essirt  nns  zn¬ 
nachst  der  zweite;  die  Pormel  liefert 
aJ  =  sin2#. 
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Hier  ist  nur  nocb  ein  Glied  von  der  Ordnung  n~2  steben  ge- 
blieben;  es  wird  daber  notbig,  aucb  nocb  das  dritte  Glied  der 
Reibenentwicklung  binzu  zu  nebmen.  Bis  auf  Glieder  boberer 
Ordnung  genau  erbalt  man  dann 

_  s 

u 

Der  zugeborige  Wertb  /3 2  von  /3  folgt-aus  Gl.  (119),  namlicb 

sin  =  sin  a. 


Die  Rotationsaxe  u  fallt  daber  nabezu  (weil  die  vorausgeben- 
den  Wertbe  nur  .  naberungsweise  gelten)  mit  der  Figurenaxe 
zusammen.  Zugleicb  diirfen  sicb  a  und  /3  nur  wenig  von 
recbten  Winkeln  unterscheiden,  damit  die  bier  gefundene  Be- 
ziebung  zwiscben  beiden  mit  Gl.  (120)  vertraglicb  bleibe. 
Fur  die  Winkelgescbwindigkeit  w  der  Pracession  erbalt  man 
nacb  den  auf  Gl.  (118)  folgenden  Bemerkungen 


Q  =  Q± 

@  0u 


(,121a) 


und  dies  ist  wegen  des  Paktors  u  im  Nenner  ein  sebr  kleiner 
Wertb.  Wir  baben  bier  den  Pall  der  ;;langsamen“  regularen 
Pracession. 

Dagegen  ist  aL 2  sebr  viel  grosser  als  a22  und  sin  /3  wird 
nacb  Gl.  (119)  ein  sebr  kleiner  Wertb ;  d.  b.  die  Rotationsaxe 
stebt  nabezu  lotbrecbt  und  sie  umkreist  die  lotbrecbte  Ricb- 


tung  mit  grosser  Winkelgescbwindigkeit  („scbnelle  Pracession^) ; 
aucb  die  Kreiselaxe,  die  um  einen  beliebigen  Winkel  von  der 
lotbrecbten  Ricbtung  abweicben  kann;  rotirt  mit  derselben 
grossen  Winkelgescbwindigkeit  um  die  Auflagervertikale. 

Wir  baben  biermit  wenigstens  einen  ganz  speciellen  Fall 
der  Kreiselbewegung  etwas  naber  untersucbt.  Er  stellt  zu- 
nacbst  eine  moglicbe  Kreiselbewegung .  dar;  die  aucb  sofort  zur 
wirklicben  wird,  wenu  die  Anfangsbedingungen  entsprecbend 
gewablt  werden,  d.  b.  der  Kreisel  setzt  die  bier  besprocbene 
Bewegung  stetig  fort,  wenn  er  nur  einmal  in  ibr  begriffen  war. 
Dieser  besondere  Fall  der  Kreiselbewegung  ist  aber,  wie  sicb 
bald  zeigen  wird;  viel  weniger  wicbtig  als  ein  anderer,  zu  dem 
wir  jetzt  iibergeben  wollen. 
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§  24.  Die  pseudoregulare  Pracession. 

Wir  wollen  das  Problem  jetzt  nodi  Ton  einer  anderen 
Seite  her  in  Angriff  nebmen.  Dabei  seben  wir  von  der  regu- 
laren  Pracession  ganz  ab,  nebmen  yielmehr  den  Anfangsznstand 
sonst  ganz  willkiirlicb  gegeben  an,  setzen  aber  yoraus,  dass 
der  Kreisel  anfanglicb  sebr  scbnell  nm  eine  Axe  rotirte,  die 
yon  der  Fignrenaxe  niir  wenig  abwicb.  Diese  Annabmen  sind 
nm  so  unbedenklicber,  als  sie  bei  den  gewobnlicb  beobacbteten 
Er  eis elb e wegungen  in  der  That  erfullt  sind.  Was  unter  dem 
;,sebr  scbnell^  zu.  yersteben  ist,  wird  sicb  bald  zeigen;  unter 
der  geringen  Abweicbung  zwiscben  Kreiselaxe  und  anfanglicber 
Rotationsaxe  moge  man  sicb  etwa  einen  Winkel  yon  1°  oder 
darunter  yorstellen. 

i 

Die  Scbwerkraft  denken  wir  uns  yorlaufig  ganz  beseitigt. 
Da  beim  Kugelkreisel  jede  Axe  eine  freie  Axe  ist,  rotirt  er 
um  die  anfanglicbe  Rotationsaxe  so  lange  unyerandert  weiter, 
als  keine  aussere  Kraft  einwirkt.  Wir  denken  uns  jetzt  diesem 
Kreisel  einen  kleinen  Stoss  ertbeilt  und  zwar  moge  eine  con- 
gtante  Kraft,  deren  Ricbtungslinie  die  Figurenaxe  scbneidet, 
eine  gewisse  kleine  Zeit  t  bindurcb  auf  den  Kreisel  einwirken. 
Diese  Zeit  t  soil  zwar  klein  sein,  wegen  der  grossen .  Winkel- 
gescbwindigkeit  u0  konnen  wir  sie  uns  aber  docb  so  gross 
yorstellen,  dass  der  Kreisel  wabrend  dessen  mebrere  Um- 
drebungen  ausfiibrt.  Da  die  Figurenaxe  um  U0  rotirt,  yer- 
scbiebt  sicb  zwar  der  Angriffspunkt  der  Kraft  etwas  im  Raume 
und  das  statiscbe  Moment  $  der  Kraft  ist  daber  wabrend  der 
Zeit  t  nicbt  genau  constant.  Die  Abweicbung  ist  aber  gering 
und  wir  konnen  daber  fur  den  Hebelarm  der  Kraft  die  mittlere 
Ricbtung  wabrend  eines  Umlaufs  in  Anrecbnung  br ingen,  die 
mit  der  Richtung  yon  it  zusammenfallt.  Das  statiscbe  Moment 
®  nebmen  wir  daher  senkrecbt  zu  U  gericbtet  und  constant 
wabrend  der  Zeit  t  an. 

An  Stelle  yon  Grl.  (110)  baben  wir  bier 
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und  diese  Gleichung  lasst  sich  wegen  der  Constanz  von  $  so- 
fort  integriren.  Wir  erhalten 

@u  =  OuQ  -{-  (122) 

Die  gauze  Betrachtung  wiirde  freilich  hinfallig  werden, 
wena  sich  der  Werth  von  U  nach  Ablanf  der  Zeit  t  merklich 
von  deni  Anfangswerthe  U0  unterschiede.  Wir  wollen  jetzt 
sehen,  wie  gross  wir  nns  w0  (oder  wie  klein  wir  nns  K)  zu 
diesem  Zwecke  vorstellen  miissem.  Unter  t  mdge  etwa  die  Zeit 
verstanden  werden,  wahrend  deren  der  Kreisel  zehn  Umdrehungen 
ausfiihrte.  Femer  sei  K  gleich  gewahlt,  also  gleich  dem 
statischen  Momente,  das  das  Gewicht  Q  im  giinstigsten  Falle 
(wenn  £  horizontal  ware)  ausiiben  konnte.  Wir  wollen  dann 
verlangen ,  dass  sich  wahrend  dieser  Zeit  die  Richtungslinie 
von  u  hochstens  nm  so  viel  geandert  hat,  dass  der  davon  be- 
schriebene  Bogen  des  Radius  ausmacht.  Der  Absolut- 

werth  von  U  kann  dann  gleich  dem  von  u0  genommen  werden, 
denn  das  sich  zu  ©u0  geometrisch  summirt,  steht  senkrecht 
zu  it0?  bringt  also  neben  der  kleinen  Richtungsanderung  nur 
eine  von  der  zweiten  Ordnung  kleine  Grossenanderung  zu 
Stande.  Wir  verlangen  also,  dass  Qst  hochstens  ein  Tausendstel 
von  &u0  ausmacht.  Da  nun  t  zu  zehn  Umlaufen  gehoren  sollte, 
also  gleich 

20 % 

gesetzt  werden  muss,  erhalten  wir  die  Ungleichung 

@w0>1000  Qs20^ 

und  hiernach  muss  , _ 

-i  /20000 %  Qs 

Uq>  y — g-*. 

sein.  Anstatt  mit  s  und  0  zu  rechnen,  konnen  wir  ein- 
facher  auf  Grund  von  GL  (76)  die  reducirte  Pendellange  l  ein- 
fiihren,  die  dem  Kreisel  zukame,  wenn  er  als  Pendel  vom  Auf- 
lagerpunkte  herabhinge  und  einfache  Pendelschwingungen  aus- 
fiihrte.  Die  Bedingung  fur  u0  lautet  dann 

Uo>yh^i. 
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Wir  wollen  an  einem  Zablenbeispiele  seben,  was  fur  ein 
Wertb  dies  ist.  Hierzu  setzen  wir  l  =  3,14  cm  und  erbalten 

>  4315  sec""1 

>der,  wenn  man  auf  Umdrebungen  in  der  Secunde  umrecbnet,  muss 
ler  Kreisel  in  der  Secnnde  ungefabr  700  Umdrebungen  macben. 

Das  ist  freilicb  eine  enorme  Gescbwindigkeit,  die  praktiscb 
ibebstens  einmal  gelegentlicb  bei  einer  LayaFscben  Dampf- 
yurbine  erreicbt  wird.  Wir  haben  aber  aucb  alle  Annabmen 
so  getroffen,  dass  uQ  besonders  gross  werden  mnsste.  Nimmt 
cnan  dagegen  z.  Ik  an,  1)  dass  l  =  31,4  cm  wird,  2)  dass  es 
gentigt,  wenn  sicb  nur  wahrend  eines  Umlaufs  der  Figurenaxe 
nm  die  Umdrehungsaxe  diese  noch  nicbt  merklicb  yerscboben 
babe,  3)  dass  unter  einer  ,,unmerklicben“  Ricbtungsabweicbung 
eine  solcbe  yerstanden  werden  soil,  die  in  Bogenmaass  aus- 
gedriickt  bocbstens  gleicb  ^  ist,  3)  dass  aucb  .das  statiscbe 

Moment  K  nnr  ~  von  Qs  betragt,  so  brancbt  die  Umdrebungs^ 
gescbwindigkeit  u0  nur  nocb  mindestens  sieben  Umdrebungen 
in  der  Secunde  zu  betragen,  um  die  Zulassigkeit  der  Betracb- 
tungen,  die  zu  Gl.  (122)  fiibrten,  unter  gewobnlicben  TJmstanden 
binreicbend  zu  sicbern. 

Im  Uebrigen  braucben  wir  uns  aber  aucb  durcb  den  unter 
den  strengeren  Anforderungen  ermittelten  Wertb  yon  u0  nicbt, 
storen  zn  lassen.  Scbon  aus  der  Erfabrung  ist  ja  binreicbend 
bekannt,  dass  die  Eigentbumlicbkeiten  der  Kreiselbewegung,. 
fiir  die  wir  eine  Erklarung  sucben,  um  so  starker  oder  um  so 
reiner  beryortreten,  je  scbneller  der  Kreisel  rotirt.  Es  ist  daber 
ganz  in  der  Ordnung,  wenn  wir  bei  der  Untersucbung  der 
Kreiselbewegung  yon  der  Amnabme  einer  ganz  besonders  grossen 
Winkelgescbwindigkeit  ausgeben  *  wir  bekommen  dann  die  ein- 
facbsten  Erscbeinungen,  die  wir  erwarten  konnen  und  mils  sen 
nur  bei  der  Anwendung  auf  einen  bestimmten  Fall  im  Auge 
bebalten,  dass  sicb  Abweicbungen  davon  um  so  mebr  geltend 
macben  werden,  je  kleiner  die  Winkelgescbwindigkeit  tbatsacb- 
Licb  ist.  Aber  aucb  selbst  wenn  die  Winkelgescbwindigkeit 
scbon  yerbaltnissmassig  klein  geworden  ist,  wird  der  Yergleicb 
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mit  den  bei  grossen  Gescbwindigkeiten  zu  erwartenden  Gresetz- 
massigkeiten  yon  Nutzen  sein.  Wenn  die  Erscbeinung  dann 
aucb  nur  nocb  in  grossen  Zugen  mit  jener  beim  scbnel] 
bewegten  Kreisel  ubereinstimmt,  so  worden  wir  docb  ein  besseres 
Yerstandniss  der  Bewegung  durcb  jenen  Yergleicb  Yorbereiten, 
Wenn  die  Zeit  t,  wabrend  der  das  Moment  $  wirkte;  ab- 
gelaufen  ist,  bewegt  sich  der  Kreisel  nm  die  zuletzt  erlangte 
Umdrebungsaxe  stetig  weiter,  da  diese  (beim  Kugelkreisel) 
jedenfalls  eine  freie  Axe  ist.  Der  ganze  Erfolg  des  Stosses 
bestand  demnacb  darin,  die  Rotationsaxe  u  gegen  den  festen 
Raum  nm  einen  Winkel  <p  zn  dxeben,  der 

Kt 

ist.  Gegen  den  Kreisel  selbst  (oder  relativ  zur  Figurenaxe) 
erfabrt  iibrigens  die  Momentanaxe  u  ebenfalls  eine  gewisse  Yer- 
scbiebung,  wie  scbon  ans  den  iiber  diese  RelatiYYerscbiebung  im 
Yorigen  Paragraphen  angestellten  Betracbtnngen  bervorgebt, 
Auf  S.  195  komme  icb  daranf  nocb  ausfubrlicber  znrtick. 

Ware  der  Kreisel  in  Rube  gewesen,  als  er  den  Stoss 
empfing;  so  batte  er  durcb  ibn  eine  Winkelgescbwindigkeit 


erlangt,  die  parallel  zu  $  ist.  Daber  drebte  sicb  in  diesem  Falle 
der  ganze  Kreisel  um  eine  Axe;  die  mit  $  parallel  ginge  und 
wabrend  der  Zeit  t  um  einen  Winkel  der 

,  1  Kt2 

^  =  Y  ~W 

ware.  Der  Winkel  wird  gewobnlicb  scbon  grosser  sein;  als 
der  Winkel  <p,  da  wir  t  gross  genug  annabmen,  um  wabrend 
dessen  einige  Umdrebungen  zuzulassen,  so  dass  also  ut  ein 
Mebrfacbes  von  2tc  ist.  Der  Hauptunterscbied  bestebt  abei 
darin,  dass  der  Winkel  f  nacb  Aufboren  des  Stosses  immei 
weiter  wacbst,  wabrend  cp  nicbt  mebr  wacbst.  Im  einen  Falle 
wird  also  (ganz  in  IT ebereinstimmung  mit  den  BeobacbtungeA 
durcb  den  Stoss  nur  eine  geringe  Ablenkung  der  Kreisel- 
lage  bewirkt,  die  nacbher  wieder  einem  benacbbarten  statio* 
naren  Zustande  Platz  macbt,  wabrend  im  anderen  Falle  del 
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geringste  Stoss  scbon  dazu  geniigt,  den  Kreisel  von  seiner  ur- 
.sprunglichen  Lage  immer  weiter  zu  entfernen. 

Ganz  besonders  ist  aber  aucb  nocb  anf  den  Unterschied 
■zwiscben  den  Ricbtungen  zu  acbten,  nacb  denen  der  Kreisel 
un ter  dem  Einflusse  eines  Stosses  ausweicbt.  Wenn  er  auf- 
recbt  rotirt  und  die  borizontale  Kraft 
ip  wirkt  auf  ibn  ein,  wie  in  Abb.  27, 

•so  stebt  das  Moment  von  $  senk- 
recbt  zu  it  und  und  u0  gebt  durcb 

in  it  uber,  also  so,  dass  die  Dreb¬ 
axe  nicbt  in  der  Ricbtung  von 
sondern  senkrecbt  dazu  ausweicbt.  Dies 
gilt  allerdings  zunacbst  nur  von  der 
Drebaxe  und  nicbt  von  der  Figuren- 
axe.  Aucb  gegen  die  Figurenaxe  ver- 
scbiebt  sicb  u  um  gleicb  viel.  Wenn 
also  vorber  die  Figurenaxe  und  die  Drebaxe  zusammenfielen, 
so  trifft  dies  nacb  dem  Stosse  nicbt  mebr  zu;  die  Figurenaxe 
bescbreibt  vielmehr  nacbher  einen  Kegel  um  die  Drebaxe  u. 
Die  mittlere  Ricbtung  der  Figurenaxe  fallt  dabei  indessen 
immer  nocb  mit  der  Axe  tt,  die  sie  umkreist,  zusammen. 

Rotirte  der  Kreisel  dagegen  zu  Anfang  nicbt,  so  bewegt 
or  sicb  einfacb  im  Sinne  der  Kraft  Die  Axe  tt,  die  bierbei 
entstebt,  stebt  zwar  aucb  senkrecbt  zu  darauf  acbtet  man 
aber  bei  dieser  langsamen  Bewegung  nicbt  weiter;  man  bait 
sicb  nur  an  den  bandgreiflicben  Umstand,  dass  sich  die  Figuren¬ 
axe  im  Sinne  der  Kraft  bewegt.  Yon  der  Figurenaxe  gilt 
dies  im  ersten  Augenblicke  iibrigens  aucb  beim  rotirenden 
Kreisel.  Aucb  bier  weicbt  sie  unmittelbar  nacb  dem  Stosse  in 
Ricbtung  der  Kraft  aus.  Sie  entfernt  sicb  aber  dabei  von 
der  TJmdrebungsaxe  tt,  die  sie  nacb  dem  Stosse  umkreist. 
Wegen  des  TJmkreisens,  das  nacbber  eintritfy  gelangt  die  Aus- 
weicbung  im  ersten  Augenblicke  nacb  der  Ricbtung  von 
bin  kaum  zur  Beobacbtung  (namentlicb  bei  sebr  scbneller 
Rotation)  und  im  Ganzen  wird  die  mittlere  Ricbtung  nacb 

F  5-p  p  1 ,  Dynamik.  2.  Aufl.  13. 
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Abb.  27. 
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derselben  Seite  wie  it,  also  senkrecht  zu  $  verschoben.  Mii 
dieser  Betrachtung  hat  jene  Eigenschaft  des  rotirenden  Kreisels, 
die  wohl  als  die  merkwurdigste  zu  bezeichuen  ist,  dass  er  sich 
namlich  im  Mittel  genommen  senkrecht  zur  Richtung  der  an 
ihm  angreifenden  Kraft  $  „bewegt“,  wahrend  der  ruhende 
Kreisel  sich  in  der  Richtung  von  bewegt,  ihre  Erklarung 
gefunden.  Es  zeigte  sich,  uni  es  noch  einmal  mit  anderen 
Worten  zu  wiederholen,  dass  der  scheinbare  Widersprucli 
zwischen  beiden  Fallen  nur  dadurch  hervorgebracht  wird,  dass 
man  den  schnell  rotirenden  Kreisel,  so  wie  er  sich  dem  Auge 
darstellt,  unwillkurlich  als  einen  ungefahr  ruhenden  Korper  an- 
sieht  und  von  der  „Bewegung“  dieses  ruhend  gedachten  Korpers 
spricht,  ohne  zu  bedenken,  dass  jede  Bewegung  zu  der  schon 
vorhandenen  hinzutritt  und  sich  mit  dieser  zusammensetzt. 
Dass  das  Ergebniss  dieser  Zusammensetzung  eine  ganz  von  der 
ohne  Anfangsbewegung  zu  Stand©  kommenden  V erschiebung 
des  Korperumrisses  verschiedene  sein  kann,  ist  leicht  einzusehen. 

Bisher  nahm  ich  immer  an,  dass  auf  die  Schwerkraft  nicht 
geachtet  zu  werden  brauchte.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  diese 
mit  heranziehen.  Zunachst  sei  angenommen,  dass  die 
Umdrehungsaxe  des  Kreisels  anfanglich  genau  senk¬ 
recht  stand,  die  Figurenaxe  (oder  „Kreiselaxe“)  da- 
gegen  nicht  genau  mit  der  Umdreihungsrichtung  zu- 
sammenfiel.  Das  statische  Moment  des  Grewichts  ist  dann 
im  Mittel  gleich  Null,  denn  der  Schwerpunkt  umkreist  die 
Lothrechte.  Nach  langerer  Zeit  kann  sich  daher  auch  u  nach 
Gl.  (12)  nicht  geandert  haben.  Die  Bewegung  wird  also  ohne 
Unterlass  in  derselben  Weise  fortgehen.  Freilich  ist  wohl  zu 
beachten,  dass  $  nicht  wirklich  in  jedem  Augenblicke,  sondern 
nur  im  Durehschmtte  gleich  Null  ist.  Infolge  dessen  wird 
auch  u  Richtungsanderungen  von  sehr  geringem  Betrage  er- 
leiden,  die  sich  nur  nach  Ablauf  eines  Umlaufes,  also  schon 
in  sehr  kurzer  Zeit  vollstandig  wieder  ausgeglichen  haben. 
Auch  die  Figurenaxe  beschreibt  nicht  genau  einen  Kreiskegel, 
sondern  es  komrnen  geringe  schnell  aufeinanderfolgende  und 
sich  gegenseitig  tilgende  Abweichungen  davon  vor,  die  sich 
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i5er  deni  Beokackter  wegen  ikrer  Kleinkeit  und  kurzen  Dauer 
katim  kemerklick  maeken  konnen.  —  Uebrigens  karm  der 
Winkel  zwischen  Figurenaxe  und  Umdrekungsaxe  im  vor- 
.iegenden  Falle  auck  scbon  reekt  gross  sein,  okne  dass  sick 
mi  der  Zulassigkeit  dieser  Scklusse  etwas  anderte.  1st  er  klein, 
dann  kat  der  Besekauer  den  Eindruck,  als  wenn  der  Kreisel 
sick  gar  nickt  mekr  kewegte,  sondem  im  sckeinkar  labilen 
Grleickgewiclite  auf  dem  Anflagerpunkte  balancirte. 

Ferner  sei  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  Um- 
irekungsaxe  it0  des  Kreisels  anfanglick  einen  be- 
Liebigen  Winkel  j5  mit  der  Yertikalen  bildete,  wah- 
rend  Figurenaxe  und  Umdrekungsaxe  anfanglick  nake 
zusammenfielen.  Wenn  wir  dann  den  Kreisel  der  Wirkunn 

o 

3eines  Gewichts  iiberlassen,  befindet  er  sich  wahrend  der 
uachsten  paar  Umlaufe  unter  denselben  Bedingungen,  wie  der 
vorher  betrachtete  Kreisel ;  auf  den  ein  Stoss  ®t  ausgeiibt 
wurde.  Wir  konnen  daber  das,  was  wir  dort  fanden,  auf  den 
jetzt  vorliegenden  Fall  iibertragen.  Zunachst  ist  daran  zu  er- 
Lnnern,  dass  sich  u  innerbalb  der  kleinen  Zeit  t  der  Richtung, 
aber  nicbt  der  Grosse  nacb  andert  und  dass  diese  Richtungs- 
amderung  aus  Gl.  (122)  entnommen  werden  kann.  Da  O  jeder- 
zeit  lothrecht,  $  daber  jederzeit  horizontal  gericbtet  ist,  muss 
U  nacb  Gl.  (122)  dieselbe  Vertikalprojektion  bebalten  wie  u0 
and  da  auch  it  und  u0  selbst  von  gleicber  Grosse  sind,  folgt, 
dass  sie  gleicbe  Winkel  mit  der  loth/echten  Ricbtung  bilden. 
In  der  kleinen  Zeit  t  bat  daber  u0  gegen  den  festen  Raum  nur 
eine  Drebung  um  die  lotbrecbte  Axe  in  die  Lage  u  bescbrieben. 
Wenn  das  Gewicbt  von  nun  ab  zu  wirken  aufhorte,  wiirde  sich 
der  Kugelkreisel  unverandert  um  u  weiter  dreben. 

Wir  mussen  uns  nocb  fragen,  wie  sich  innerbalb  der  ersten 
Zeit  t  die  Drehaxe  relativ  zur  Kreiselaxe  verschiebt.  Betracbten 
wir  ein  kleines  Zeitelement  dt ,  innerbalb  dessen  aucb  nur.  eine 
kleine  Drebung  udt  erfolgt,  so  ist  nacb  einer  scbon  mebrfacb 
benutzten  Ueberlegung  die  wahrend  dt  eintretende  relative  Ver- 
scbiebung  der  Drebaxe  gegen  die  Kreiselaxe  gleicb  der  ab- 
soluten  Yerscbiebung  von  u  im  Raume.  Der  Winkelabstand 
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zwischen  Drehaxe  und  Kreiselaxe  wird  sich  daher  innerhalb  dt 
vergrossern,  wenn  ein  auf  dor  Einheitskugel  von  der  Krmel* 
axe  zur  Drehaxe  gezogener  Bogen  grade  in  die  Hiehtung  von 
$  fallt.  Die  Kreiselaxe  rotirt  aber  sehr  sehnell  uni  die  Dreh 
axe  und  nimmt  innerhalb  der  ganzen  Zeit  t  alio  moglichen,  mit 
der  vorhandenen  Winkelabweichung  vartriigliehen,  Htellungen 
zu  ihr  nacb  einander  ein.  Daraus  folgt?  cIhbh  sich  fiir  oine 
Anzabl  von  Umlaufenj  die  in  die  Zeit  t  fallen,  die  klainen 
Sckwankungen  des  Winkels  zwischen  beiden  Axen  gegen  ein¬ 
ander  ausgleichen.  Nach  Ablauf  der  Zeit  t  bleibt  daher  nur  die 
Drehung  von  u  gegen  den  festen  Raum  ilbrig,  wiihrend  relativ 
zur  Kreiselaxe  keine  bleibende  Versehiebung  zu  Stando  kwnmt. 

Aus  dieser  Betrachtung  nierke  man  sich  nls  besondm 
beacbtenswertb;  dass  ein  scbnell  uni  eine  Axe,  die  nahe  nut 
der  Figurenaxe  zusammenfiillt.,  rotirender  Kreisel  <iurrh  einen 
Stoss  nur  clann  eine  merkliche  bleibende  Versehiebung  der 
Drebaxe  gegen  die  Figurenaxe  erfahren  kann,  wenn  sich  der 
Stoss  innerbalb  einer  so  kurzen  Zeit  abspielt,  (him  sich  der 
Kreisel  inzwiscben  nur  um  einen  Bruchtheil  eines  I'mlanis 
weiterdreben  konnte.  Im  anderen  Fade  vorsehiebt  nidi  die 
Figurenaxe  einfacb  mit  der  Drebaxe y  d.  In  mit  der  Hiehtung 
von 

Nacbdem  wir  uns  uber  das  Yerhalten  des  Kreisels  wiihrend 
der  kleinen  Zeit  t  Rechenschaft  gegeben  haben,  bleibt  nur 
iibrig,  den  Stoss  in%der  neuen  Lago  immer  von  Neuein  zu 
•wiederholen,  um  die  Bewegung  wiihrend  einer  grbssemt  Zeit 
zu  finden.  Dabei  ist  nur  zu  beachten,  dans  sich  jedesnml  die 
mittlere  Richtung  der  Kreiselaxe  entsprechend  der  neuen  Luge 
von  it  etwas  geandert  bat.  Jederzeit  muss  daher  Sli  mdit- 
winklig  zu  dem  jeweiligen  tt  geriebtet  angenomnien  werden. 
Dadureb  kommt  im  Ganzen  eine  stetige  Drelnmg  von  u  urn 
die  lothrechte  Ricbtung  beraus  und  die  Kreiselaxe  selbst  folgt 
im  Wesentlichen  dieser  Drebung  von  u;  wobei  nur  noch  bin- 
zukommt,  dass  sie  zugleicb  u  selbst  umkreist.  Die  Bewegung 
der  Kreiselaxe  kann  daher  als  eine  epicycloidiscln*  bezeiehnet 
werden. 


§  24.  Die  pseudoregulare  Pracession. 
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Wegen  der  —  von  kleinen  Scbwankungen  abgeseben  — 
regelmassigen  TTmkreisung  von  u  nm  die  lotbrecbte  Ricbtung 
ahnelt  dem  ausseren  Anblicke  nacb  die  Bewegung  der  regularen 
Pracession.  Sie  ist  aber  nicbt  mit  ibr  identiscb,  wie  scbon 
darans  bervorgebt,  dass  die  Kreiselaxe  bei  dieser  ebenfalls  eine 
KreiskegelfLacbe  um  die  lotbreebte  Ricbtung  bescbreibt,  wabrend- 
wir  erkannt  baben,  dass  sie  in  nnserem  Falle  eine  epicycloi- 
discbe  Bewegung  ausfiibrt.  Wegen  der  erwabnten  Aebnlicb- 
keit  mit  der  regularen  Pracession  bat  Herr  P.  Klein  die  jetzt 
betracbtete  Bewegung  des  Kreisels  als  die  pseudoregulare- 
Pracession  bezeicbnet.  Sie  darf  aber  mit  der  regularen  keines- 
wegs  Yerwechselt  werden  und  namentlicb  diirfen  die  Recbnungen 
des  vorigen  Paragrapben,  die  sicb  auf  die  regulare  Pracession 
bezogen,  im  Allgemeinen  auf  die  pseudoregulare  nicbt  an- 
gewendet  werden.  Nur  die  „langsame“  regulare  Pracession 
scbliesst  sicb  der  pseudoregularen  in  solcber  Art  an?  dass  sie 
als  ein  Sonderfall  Yon  ibr  betracbtet  werden  kann.  Daber 


stimmt  aucb  die  in  Grl.  (121a)  fur  die  Pra- 
cessionsgesebwindigkeit  der  „langsamen“ 
Pracession  aufgestellte  Formel  mit  der  fur 
die  pseudoregulare  Pracession  uberein. 

Die  Umlaufszeit  T  bei  der  pseudo¬ 
regularen  Pracession  kann  leicbt  berecbnet 
werden.  Der  Winkel,  den  u  mit  der  lotb- 
recbten  Ricbtung  bildet;  sei  wieder  mit 
/}  bezeicbnet.  Dann  ist 

K=  Qs  sin  /?. 


i 


Abb.  28. 


Der  Endpunkt  von  u  bescbreibt  in  T  einen  Kreis  Yom  Halb- 


messer  u  sin  /3  (vgl.  Abb.  28 ,  in  der  die  Figur  des  Kreisels 


selbst  weggelassen  ist).  Wabrend  t  wird  der  Kreisbogen 


durcblaufen.  Daraus  folgt  fur  den  zugeborigen  Centriwinkel  % 

Kt  Qst 

%  ©u  sin  B  ©u 


und  fur  die  Pracessionsgescbwindigkeit  w 


t  © 
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in  Uebereinstimnmng  mit  Gl.  (121a).  Da  der  Kreis  mit  con- 
stanter  Winkelgeschwindigkeit  durchlaufen  wird,  ist 

Die  Pracession  erfolgt  demnacli  um  so  langsamer?  je  grosser 
die  Winkelgeschwindigkeit  u  ist  und  die  Geschwindigkeit  der 
Pracession  ist  zugleich  unabhangig  yon  der  Neigung  /3  des 
mittleren  Ortes  der  Kreiselaxe  (wahrend  einer  Kreiseldrehung) 
gegen  die  Lothrechte.  Diese  Folgerungen  stehen  mit  den  aus 
dem  Experiment  oder  auch  sckon  von  dem  Spielkreisel  her 
bekannten  Erfahrungen  in  bester  Uebereinstimmnng. 

Fiihrt  man  auch  bier  die  reducirte  Pendellange  l  des 
Kreisels  ein,  so  Yereinfacht  sich  Gl.  (123)  zu 

T=2tcj-  (124) 

Man  kann  also  z.  B.  mit  Hulfe  dieser  Gleichung  ans  der  lang- 
sam  erfolgenden  Pracessionsbewegung,  deren  Umlaufszeit  T 
sich  bei  Beobachtung  einer  Kreiselbewegung  leicht  hinreichend 
genau  feststellen  lasst,  ohne  Weiteres  schliessen,  wie  gross  die 
Winkelgeschwindigkeit  u  der  Drehung  ist. 


§  25.  Die  Verwendung  der  Kreiseltheorie  in  der  Praxis. 

Uebersiclit  uber  verwandte  Bewegungen. 

Wer  sich  mit  den  Lehren  der  Mechanik  Yertrant  machen 
will7  darf  das  Interesse,  das  er  einem  Probleme  entgegenbringt, 
nicht  ausschliesslich  Yon  dem  unmitt elbaren  ISTutzen  abhangig 
machen ;  der  sich  daraus  fur  die  Anwendungen  in  der  tech- 
nischen  Praxis  ergiebt.  Er  muss  Yon  selbst  das  Bediirfniss 
empfinden,  iiber  einen  BewegungSYorgang  Yon  so  ausgesprochener 
Eigenart  wie  die  Kreiselbewegung;  ein  klares  Urtheil  zu  ge- 
winnen;  auch  damn,  wenn  sich  die  Moglichkeit  einer  unmittel- 
baren  praktischen  Anwendung  der  Yorgetragenen  Theorie  nicht 
Yoraussehen  lasst.  Nur  hierdurch  kann  die  Fahigkeit  zur 
schatzungsweisen  Beurtheilung  Yerwickelter  BewegungSYorgange 
gewonnen  werden;  wie  sie  in  der  Praxis  schon  heute  gelegent- 
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licb  Yorkommen  und  bei  dem  Streben  des  beutigen  Mascbinen- 
baues  nacb  Einfubrung  immer  boberer  ITmlaufsgescbwindig- 
keiten  bei  vielen  Mascbinengattungen  in  Zukunft  Yoraussicbtlicb 
no  cli  baufiger  Yorkommen  werden. 

Man  muss  also  bereit  sein,  zum  mindesten  sebatzungsweise 
die  Yorausgebenden  Lebren  aucb  auf  andere  Falle  zu  iiber- 
tragen.  Dass  man  sicb  bei  einer  solcben  Scbatzung  gelegent- 
licb  aucb  einmal  irren  kann,  ist  freilicb  kaum  zu  Yermeiden; 
die  Gefahr  ist  aber  urn  so  geringer,  je  genauer  man  sicb  mit 
dem  als  Ausgangspunkt  gewablten  einfacberen  Falle  Yertraut 
gemaebt  bat.  Als  naebster  Gegenstand  eines  solcben  Ab- 
scbatzungSYersucbs  moge  das  Problem  des  bios  symmetriseben 
Kreisels  gewablt  werden,  der  kein  Kugelkreisel  mebr  ist.  Dieser 
Fall  kann  freilich  aucb  streng  bebandelt  werden,  wenn  man  die 
Miibe  niebt  sebeuen  will.  Aus  sebon  mebrfacb  erwabnten 
Grunden  tbue  icb  dies  aber  bier  niebt;  icb  betraebte  vielmebr 
umgekebrt  das  Problem  des  bios  symmetriseben  Kreisels  als 
ein  ganz  willkommenes  Beispiel  fur  die  Moglicbkeit  der  er¬ 
wabnten  Abscbatzungen. 

In  erster  Linie  wird  man  sicb  beim  symmetriseben  Kreisel 
fur  die  pseudoregulare  Pracession  interessiren.  Gegeniiber  dem 
Kugelkreisel  tritt  bier  der  ersebwerende  Umstand  ein,  dass  die 
Ricbtung  der  Rotationsaxe  u  und  die  Ricbtung  des  Dralls  SB 
niebt  mebr  zusammenfallen.  Wenn  die  augenbliekliebe  Ricb- 
tung  Yon  SB  gegeben  ist,  findet  man,  wie  wir  aus  den  friiberen 
Untersucbungen  wissen,  die  Ricbtung  Yon  tt,  indem  man  eine 
senkreebt  zu  SB  stebende  Tangentialebene  an  das  Tragbeits- 
ellipsoid  legt  und  nacb  dem  Berubrungspunkte  Yom  festen 
Punkte  aus  einen  Strabl  ziebt.  Bedingung  fur  das  Zustande- 
kommen  der  pseudoregularen  Pracession  war  aber  sebon  friiber, 
dass  n  niebt  Yiel  Yoni  der  Figurenaxe  abwich;  an  dieser  Be¬ 
dingung  imissen  wir  daber  jedenfalls  aucb  bier  festbalten.  Die 
Figurenaxe  ist  aber  eine  Haupttragbeitsaxe  und  so  lange  u 
niebt  viel  Yon  dieser  abweiebt,  kann  aucb  SB  Yon  beiden  nur 
wenig  abweicben.  Ausserdem  liegen  SB,  u  und  die  Figurenaxe 
in  einer  Ebene.  Wenn  keine  aussere  Kraft  wirkte,  ware  die 
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Ricbtung  von  93  fest  und  u  und  die  Figurenaxe  umkreisten  93* 
Diese  Umkreisung  findet  aucb  nocb  statt,  wenn  wir,  wie  im 
Yorigen  Paragrapben,  wahrend  einer  kleinen  Zeit  t  eine  aussere. 
Kraft  einwirken  lassen,  die  93  nicbt  merklich  zu  andern  ver- 
mag,  in  der  aber  doch  eine  oder  mebrere  Umdrehungen  statt- 
linden.  Wir  entnebmen  daraus,  dass  wir  die  fruberen  Betracli- 
tungen  ancb  anf  den  Yorliegenden  Fall  anwenden  konnenr 
wenn  wir  nur  93  an  die  Stelle  Yon  u  treten  lassen.  Jetzt  ist 
es  der  Vektor  93,  der  sicb  —  Yon  geringfugigen  Scbwankungen 
abgeseben  —  um  die  lotbrecbte  Ricbtung  langsam  dreht  and 
der  die  Ricbtungen  der  Figurenaxe  und  der  Umdrebungsaxe 
in  seine  Nabe  fesselt  und  sie  dadurcb  mit  berumfubrt.  Da 
ausserdem  sebr  nabezu  B  —  u  0  gesetzt  werden  kann,  dasst 
sicb  demnacb  die  Formel  (123)  fur  die  Dauer  eines  Umlauts- 
aucb  auf  diesen  Fall  iibertragen.  TJnter  0  ist  aber  jetzt  das. 
Tragbeitsmoment  fur  die  Figurenaxe  zu  Yersteben  und  Gl.  (124) 
kann  daber  nicbt  mit  iibernommen  werden. 

Erbeblicb  einfacber  als  die  Kreiseltbeorie  selbst  ist  ubrigens 
eine  mit  dieser  Yerwandte  Betracbtung,  die  sicb  auf  die  Drebung 
eines  Scbwungrings  aus  seiner  Ebene  beraus  beziebt  und  die 
an  dieser  Stelle  Erwabnung  finden  moge.  Der  Ring  sitze  auf 
einer  scbnell  rotirenden  Welle  und  das  Gestell,  in  dem  die 
Welle  gelagert  ist,  moge  Yergleicbsweise  langsam  irgend  eine 
Yorgescbri ebene  Bewegung  ausfiibren.  Man  denke  etwa  an  einen 
solcben  Scbwungring,  der  auf  einer  Lokomotive  angebracbt  sein 
mag.  Wenn  die  Lokomotive  eine  Curve  durcbfabrt,  wird  die 
Ebene  des  Scbwungrings  langsam  gedrebt.  Die  daneben  statt- 
findende  Translation  ist  bierbei  gleicbgiiltig  und  der  Einfacb- 
beit  balber  wollen  wir  dessbalb  ganz  von  ibr  abseben. 

In  Abb.  29  ist  der  Scbwungring  in  seiner  Anfangslage 
durcb  ausgezogene  Stricbe  angegeben.  Die  borizontale  Welle, 
auf  der  er  sitzt,  moge  durcb  eine  Bewegung  des  Fabrzeugs 
genotbigt  werden,  in  einer  gewissen  Zeit  t  in  die  durcb 
punktirte  Linien  angegebene  neue  Lage  einzuriicken.  Naturlicb 
miissen,  um  diese  Bewegung  zu  erzwingen,  Krafte  von  dem 
Fabrzeuge  auf  die  Welle  und  durcb  deren  Yermittlung  auf 
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das  Schwungrad  iibertragen  werden.  IJnter  Umstanden  konnen. 
diese  sehr  gross  werden,  so  dass  sie  bei  ungeniigender  Festig- 
keit  zu  einer  Zerstorung  der  Welle  oder  zu  einem  Heraus- 
schleudern  der  YYelle  aus  den  Lagern  zn  fiibren  yermochten; 
jedenfalls  wird  man  sicb 
daber  Rechenschaft  dar- 
iiber  zu  geben  haben,  yon 
welcber  Art  diese  Krafte 
sindundwie  gross  sie  sind. 

Yon  dem  Schwung- 
rade  nebme  icb  an,  dass 
es  ricbtig  ausgeglicben 
und  genau  auf  die  Welle 
aufgekeilt  sei,  so  dass  bei 
stillstebendem  Fahrzeuge 

°  Abb.  29. 

nur  erne  Bewegung  um 

eine  freie  Axe  in  Frage  kommt.  Die  Lager  der  Welle  baben 
dann  nur  das  Gewicht  und  etwaige  sonstige  Belastungen  auf- 
zunehmen,  genau  so,  als  wenn  der  Scbwungring  ebenfalls  in 
Ruhe  ware.  Diese  Auflagerkrafte  werden  auch  spater  nocb 
neben  den  anderen,  die  wir  sucben,  weiter  besteben;  sie  sind 
aber  verbaltnissmassig  gering  und  es  soil  dessbalb  weiterbin 
niebt  ausdriicklicb  von  ibnen  die  Rede  sein,  yielmebr  soli  das 
Scbwungrad  so  bebandelt  werden,  als  wenn  es  gewicbtslos 
(aber  niebt  masselos)  ware. 

Um  die  angegebene  Drehung  um  die  lotbrecbte  Axe  aus- 
zufubren,  wird  man  natiirlicb  zunaebst  einmal  ein  Kraftepaar 
anbringen  miissen,  das  diese  Drehung  auch  bei  dem  rubenden 
Schwungringe  zu  Stande  brachte.  Yorber  war  namlich  die 
Winkelgescbwindigkeit  u  des  Schwungrings  horizontal;  um 
diesen  in  die  neue  Lage  uberzufilbren,  miissen  wir  ibn  aber 
um  die  lotbrechte  Axe  dreben,  ibm  also  eine  yertikale  Winkel¬ 
gescbwindigkeit  ertbeilen.  Dies  kann  etwa  durcb  das  in 
Abb.  29  mit  AtA2  bezeiebnete  Kraftepaar  gesebehen.  Wenn 
der  Scbwungring  wahrend  der  Drehung  des  Fabrzeuges  niebt* 
rotirte,  ware  yon  den  Lagern  nur  einfach  dieses  Kraftepaar 
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auf  die  Welle  zu  ubertragen.  Sob  aid  aber  der  Scbwungring 
scbnell  umlauft,  tritt  dazu  ein  anderes  von  weit  grosserem 
Betrage.  Der  Winkelgescbwindigkeit  u  entspricbt  namlicb  ein 
DraU  » 


nnd  um  diesen  nm  einen  Winkel  cp  zu  dreben,  muss  nact  dem 
Flacbensatze  ein  Drebimpuls  §tt  aufgewendet  werden,  der  nach 
den  friiher  gegebenen  Anleitungen  leicbt  zu 

Kt  =  cpu8 

bereebnet  werden  kann.  Wenn  man  also  die  Winkelgescbwin¬ 
digkeit,  mit  der  das  Wenden  des  Fabrzeuges  erfolgt,  mit  w 
bezeicbnet,  erbalt  man 

K=u9w  (125) 

nnd  bei  grossem  u  und  0  kann  dies  selbst  fur  kleine  Wertbe 
von  w  scbon  sebr  betracbtlicb  werden.  Die  Ricbtung  des 
jetzt  der  Grosse  nacli  berecbneten  Moments  $  folgt  ebenfalls 
daraus,  dass  ©  durcb  geometriscbe  Summirung  von  in  den 
neuen  Wertb  iibergebt.  In  die  Abbildung  ist  der  Pfeil  von 
$  eingetragen.  Dieses  Moment  U  kann  von  den  Lagem  nur 
in  Form  eines  Kraftepaars  ubertragen  werden,  so  dass  jedes 
der  beiden  Lager  eine  Kraft  des  Paares  iibertragt.  Aucb  diese 
mit  JP1P2  bezeicbneten  Auflagerkrafte  sind  in  Abb.  29  ein¬ 
getragen  worden;  die  Pfeile  ergeben  sicb  aus  den  friiberen 
Festsetzungen  uber  den  Zusammenbang  des  Drebsinnes  eines 
Kraftepaares  mit  dem  Pfeile  des  dazu  geborigen  Momenten- 
vektors.  Dass  die  beiden  Auflagerkrafte  PXP2  wirklicb  von 
gleicber  Grosse  sein  mussen,  folgt  iibrigens  einfacb  daraus, 
dass  sicb  der  Scbwerpunkt  des  ganzen  Systems  nicbt  in  verti- 
kaler  Ricbtung  verscbiebt.  Wenn  man  die  Lange  der  Welle 
mit  l  bezeicbnet,  bat  man  far  jede  dieser  Krafte 

p  _ p  _ u@w 

^1—^2  —  -f-  * 

Wir  spraehen  bisher  you  den  Kraften,  die  Tom  Grestelle 
auf  die  Welle  und  den  Scbwungring  ubertragen  werden.  Am 
Fahrzeuge  selbst  kommen  die  Reaktionen  dieser  Krafte  in  Be- 
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tracbt;  wenn  wir  die  Beanspruchung  des  Fabrzeugs  durcb  diese 
Auflagerkrafte  untersucben  wollen,  miissen  wir  daber  die  Pfeile 
umkebren.  Wir  seken  daraus,  dass  das  Fabrzeug  am  linken 
Lager  der  Welle  (in  der  Abbildung)  geboben,  am  anderen 
niedergedruckt  wird.  Unter  Umstanden  kann  es  dadurcb  voll- 
standig  umgeworfen  werden. 

Natdrlieh  kann  man  yon  dieser  Betracbtung  ancb  unmittel- 
bar  Gebraucbt  maeben,  um  die  Abanderung  in  der  senkrecbten 
Componente  des  Raddrucks  zu  berechnen,  die  infolge  der  Um- 
drebung  der  Rader  beim  Fabren  eines  Eisenbabnfabrzeugs  in 
einer  Cnrye  zu  Stande  kommt,  denn  dass  bier  zwei  Rader  auf 
einer  Axe  sitzen,  wabrend  bisber  nur  von  einem  Scbwnngringe 
die  Rede  war,  macbt  offenbar  nicbts  aus.  Man  bezeicbne  den 
Halbmesser  des  Radnmfangs  mit  r,  die  Fabrgescbwindigkeit 
des  Eisenbabnzngs  mit  v7  den  Kriimmungshalbmesser  des  Ge- 
leises  mit  _R,  so  wird 


also 


nnd 


w 


v 

a 


V 2  © 

WV 


Unter  0  ist  jetzt  das  Doppelte  yom  Tragbeitsmomente  eines 
einzelnen  Rades  zu  yersteben,  unter  l  die  Spurweite.  Be- 
tracbtet  naan  zum  Zwecke  einer  Abscbatzung  ein  Rad  nur  als 
einfacben  Reifen  yom  Radius  r  und  yom  Gewicbte  Q,  so  kann 

naberungsweise  (aber  sicber  etwas  zu  gross)  ®  =  2  y  r2  ge- 
setzt  werden  und  die  yorige  Gleicbung  gebt  damit  fiber  in 


Wenn  v  so  gross  wird,  dass  der  als  Faktor  yon  Q  auftretende 
Rrucb  gleieb  Eins  wird,  sinkt  der  Raddruck  auf  der  nacb 
innen  bin  gelegenen  Scbiene  um  das  ganze  Gewicbt  eines  Rades. 
Eine  allein  auf  dem  Geleise  dabin  rollende,  mit  zwei  auf- 
gekeilten  Radem  yersebene  Axe  musste  bei  Uebersebreitung 
der  angegebenen  Gescbwindigkeit  entgleisen. 

Setzt  man  etwa  r  =  1  m  (Lokomotivrader  sind  zuweilen 
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so  kock),  B  =  200  m  (scliarfe  Curve,  wie  sie  aber  bei  Weicben 
u.  s.  f.  yorkommt)  und  l  =  1,435  m  (Normalspur  der  Haupt- 
eisenbaknen),  so  erkalt  man  fur  die  fraglicbe  Gesckwindigkeit 
v  =  37,5  m  sec-"1. 

Ein  Ead,  das  ganz  besonders  scknell  umlauft,  ist  das 
Laufrad  einer  Layal’scken  Dampfturbine.  Man  denke  sick 
eine  solcke  anf  einem  Sckiffe  montirt  nnd  das  Sckiff  moge 
die  sckaukelnden  Bewegungen  ausfiikren,  die  bei  einem  keftigen 
Sturme  eintreten  konnen.  Wenn  die  Welle  der  Layal’sclien 
Turbine  steif  construirt  ware,  imisste  sie  nach  Gl.  (125)  ein 
sekr  erkeblickes  Kraftepaar  K  iibertragen,  um  das  Ead  aus 
seiner  Eotationsebene  abzulenken,  denn  kier  ist  nicht  nur  u 
ungewoknlick  gross,  sondern  auck  w7  die  Winkelgesckwindig- 
keit,  mit  der  das  Sckiff  seine  pendelnde  Bewegung  ausfuhrt, 
ist  nickt  allzuklein.  Um  ein  Zaklenbeispiel  anzufiikren,  setze 
man  etwa  u  —  2000  sec"1  (entspreckend  etwa  19000  Touren 
in  der  Minute),  w  —  0,2  sec-1,  das  Gewickt  des  Laufrads  gleick 
100  kg  und  den  Tragkeitsradius  gleick  0,2  m.  Dann  wird 
nack  Gl.  (125) 

K  —  163  mkg. 

Das  Kraftepaar  wirkt  yerbiegend  auf  die  Welle.  Die  Welle 
ist  aber  so  dunn  construirt,  dass  sie  sick  sckon  bei  kleinen 
Biegungsmomenten  ziemlick  stark  yerbiegt.  Desskalb  folgt  die 
Eotationsebene  des  Kades  nur  zum  Tkeile  den  Sckwingungen 
des  Schiffskorpers.  Wenn  die  Welle  ganz  biegsam  ware,  wiirde 
sick  die  Eotationsebene  des  Eades  iiberhaupt  nickt  verrucken* 
sie  wiirde  im  Eaume  feststeken  und  die  durck  die  Sckwingungen 
des  Sckiffes  keryorgerufenen  relativen  Bewegungen  wiirden  in 
den"  Verbiegungen  der  Welle  allein  zum  Ausdrucke  kommen. 
Auck  tiber  die  der  pseudoregularen  Pracession  des  Kreisels 
yerwandten  Bewegungsersckeinungen,  die  das  Laufrad  zeigt, 
wenn  der  Sckiffskorper  etwa  einfacke  Sinussckwingungen  aus- 
fiikrt,  yermag  man  sick  leickt  ungefakre  Eeckensckaft  zu 
geben,  falls  man  aus  kinreickenden  Angaben  iiber  die  Starke 
der  Welle,  den  Elasticitatsmodul  und  die  Entfernungen  des 
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Rades  you  den  Lagern  die  elastiscbe  Verbiegung  der  Welle 
fur  ein  Biegungsmoment  K  —  1  mkg  nacb  den  Satzen  der 
Festigkeitslebre  zuvor  berecbnet  bat. 

Bei  dem  eben  besprocbenen  Beispiele  konnte  die  Masse 
des  Laufrades  als  so  gering  gegenuber  dem  scbwingenden 
Schiffskorper  angeseben  werden,  dass  man  auf  die  Riick- 
wirkung,  die  es  auf  diesen  ausubt,  nicbt  zu  acbten  braucbte. 
Unter  anderen  Umstanden  kann  dies  aber  notbig  werden;  man 
muss  sicb  dann  erinnem,  dass  das  von  dem  rotirenden  Rade 
auf  das  Fabrzeug  ausgeubte  Kraftepaar  dieses  nicbt  im  Sinne 
der  Hauptdrebung,  die  es  ausfubrt,  sondern  um  eine  reclit- 
winklig  dazu  stebende  Axe  zu  dreben  sucbt.  Es  wird  nicbt 
notbig  sein;  dies  nocb  weiter  auszufubren,  da  scbon  bei  dem 
Beispiele  des  Scbwungrings  auf  der  Lokomotive  darauf  ein- 
gegangen  wurde. 

Ein  ferneres  Beispiel  fur  Betracbtungen  dieser  Art  bildet 
der  Bumerang.  Auf  dessen  Bescbreibung  selbst  will  icb  bier 
zwar  nicbt  eingeben;  sondern  ibn  durcb  ein  einfacheres  Bei¬ 
spiel  ersetzen,  bei  dem  der  Bewegungsvorgang  im  Wesent- 
licben  der  gleicbe  ist.  Man  denke  sicb  eine  Scbeibe  (den 
Diskus  der  Alten)  fortgeworfen,  indem  man  ihr  zugleicb  eine 
scbnelle  Drebung  um  die  auf  der  Scbeibenebene  senkrecbte 
Figurenaxe  ertbeilt.  Wenn  der  Wurf  durcb  den  luftleeren 
Raum  erfolgte,  wiirde  der  Scbwerpunkt  der  Scbeibe  einfacb 
eine  Parabel  bescbreiben  und  die  Rotationsaxe,  die  eine  freie 
Axe  ist7  bebielte  unverandert  ibre  Ricbtung  im  Raume;  die 
Scbeibenebene  wiirde  also  stets  der  Anfangslage  parallel  bleiben. 
Im  lufterfullten  Raume  kann  aber  die  Bewegung  nicbt  in 
dieser  Weise  erfolgen.  Der  Luftwiderstand  wird  sebr  gross; 
sobald  die  Scbeibenebene  nicbt  mebr  parallel  zur  Bewegungs- 
ricbtung  ist.  Wie  sicb  der  Luftwiderstand  im  vorliegenden 
Falle  im  Einzelnen  vertbeilt;  ist  freilich  scbwer  zu  sagen;  wir 
wollen  es  aber7  um  nicbt  in  eine  Erorterung  dariiber  eintreten 
zu  rnussen,  als  ausgemacbt  anseben,  dass  er  sicb  jedenfalls  in 
solcber  Weise  geltend  macbt,  dass  ein  merklicbes  Heraustreten 
der  Scbeibenebene  aus  der  Bewegungsricbtung  durcb  ibn  ver- 
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butet  wird.  Ausserdem  wird  eine  merkliche  Aenderung  des 
Dralls  S3  der  selir  scbnell  rotirenden  Scbeibe  so  bald  nicbt  zu 
erwarten  sein.  Dann  karm  sicb  die  Scbeibe  nabezu  nur  inner- 
balb  der  Ebene  bewegen,  die  durch  die  Anfangslage  der  Scbeibe 
gegeben  ist.  Der  Bewegungsvorgang  ist  demnacb  ungefahr 
derselbe;  als  wenn  die  unterbalb  an  die  Scbeibenflacbe  angren- 
zende  Lnft  sicb  wie  eine  starre  scbiefe  Ebene  verhielte,  die  sicb 
jeder  Bewegnng  recbtwinklig  zu  ibr  widersetzte.  An  Stelle  der 
in  einer  lotbrecbten  Ebene  liegenden  gewobnlicben  Wurfparabel 
muss  jetzt  der  Scbwerpunkt  der  Scbeibe  eine  in  der  ursprimg- 
licben  Scbeibenebene  liegende  Babn  bescbreiben.  Wenn  er 
sicb  anfanglicb  senkrecbt  zur  Horizontalspur  der  Scbeiben¬ 
ebene  nacb  oben  bin  bewegte;  wird  er  sicb  in  dieser  scbief 
nacb  aufwarts  gehenden  geraden  Linie  bis  zu  einem  bocbsten 
Punkte  bin  bewegen  und  nacbdem  er  diesen  erreicbt  bat?  die- 
selbe  Babn  in  umgekebrter  Ricbtung  zuriick  durcblaufen  und 
so  zum  Ausgangspunkte  zuriickkebren.  Wirft  man  die  Scbeibe 
in  borizontaler  Ricbtung,  so  wird  sie  nabezu  in  gerader  bori- 
zontaler  Ricbtung  weiterfliegen  und  wenn  die  yorausgebenden 
Betrachtungen  streng  anwendbar  waren,  mtisste  sie,  alien  Fall- 
gesetzen  zum  Trotze,  beliebig  weit  fortfliegen  konnen,  obne  zu 
sinken.  Das  ist  naturlicb  nicbt  genau  ricbtig;  man  wird  sicb 
aber  erinnem,  dass  gescbickte  Tascbenspieler  in  ibren  Vor- 
stellungen  gelegentlicb  Spielkarten  mit  grosser  Kunstfertigkeit 
so  binausscbleudern,  dass  sie  in  der  Tbat  weite  Strecken  durch- 
eilen,  obne  in  gewobnter  Weise  aus  der  Wurfricbtung  ab- 
gelenkt  zu  werden  und  das,  was  ich  vorher  auseinandersetzte, 

giebt  wenigstens  eine  ungefahre  Er- 
klarung  desYorganges,  der  dem  beim 
Werfen  des  Bumerangs  gleicbt. 

Aucb  die  bekannte  seitlicbe  Ab- 
lenkung  der  ausgezogenenGesebutzen 
abgescbossenen  Wurfgescbosse  ge- 
bort  bierber.  .Der  Luftwiderstand  spielt  bier  nur  eine  andere 
Rolle.  Wir  wollen  uns  day  on  summariscb  in  folgender  Weise 
Recbenscbaft  geben.  In  Abb.  30  sei  A.JB  ein  Tbeil  der  Babn 


Abb.  30. 
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des  Schwerpunktes  S-  Wenn  kein  Luftwiderstand  wirkte,  batte 
die  Rotationsaxe  ibre  ursprunglicbe  Ricbtung  beibebalten  und 
die  Granate  wiirde  etwa  die  in  Abb.  30  gezeicbnete  Stellnng 
einnehmen.  Der  Lnftwiderstand ,  dem  sie  in  dieser  Lage  be- 
gegnet,  sei  etwa  dnrch  3®  angegeben.  Es  kommt  dann  wesent- 
licb  daranf  an,  wie  der  Scbwerpunkt  S  gegen  die  Ricbtungs- 
linie  von  9®  liegt.  Liegt  er  oberbalb,  wie  in  der  Figur,  so 
gebort  zu  9®  ein  statiscbes  Moment  das  eine  Drebung  der 
Granate  in  die  Ricbtung  der  Flugbabn  berbeizufubren  sucbt. 
Diese  Drebung  setzt  sicb  aber  mit  jener  zusammen,  die  die 
Granate  scbon  um  ibre  Langsaxe  ausfdbrte.  Der  Erfolg  wirdr 
wie  in  den  friiberen  analogen  Fallen,  zunacbst  darin  besteben,. 
dass  sicb  ©  und  mit  ibm  u  und  die  Figurenaxe  aus  der  Ebene 
der  Flugbabn  etwas  berausdreben.  Aucb  der  Sinn  dieser  Ab- 
lenkung  ist  leicbt  festzustellen.  Wenn  das  Geschutz  mit  Links- 
drall  versehen  ist,  baben  wir  u  vom  Scbwerpunkte  aus  nacb 
oben  bin  abzutragen  und  ©  ist  mit  ibm  gleicbgericbtet.  Das 
Moment  von  9®  drebt  in  der  Abbildung  im  Sinne  des  Ubr- 
zeigers  und  der  Momentenvektor  $  gebt  daber  vom  Zeicben- 
blatte  aus  nacb  dem  Bescbauer  bin.  Yereinigen  wir  nun  © 
mit  so  erbalten  wir  eine  Ricbtung,  die  nacb  vom  bin 
(d.  b.  nacb  dem  Bescbauer  bin)  etwas  geneigt  ist.  Das  vordere 
Ende  der  Granate  zeigt  daber  aucb  nacb  dieser  Ricbtung. 
Sobald  das  Gescboss  im  Grundrisse  ein  wenig  scbrag  gestellt 
ist,  erfabrt  es  auf  der  vorausgebenden  Seite  einen  gross eren 
Luftwiderstand,  als  auf  der  ein  wenig  nacb  hinten  zu  gedrebten. 
Es  wird  dadurcb  seitlicb  abgelenkt  und  zwar  vom  Geschutz 
aus  geseben  nacb  recbts  bin  (bei  Recbtsdrall  nach  links  hin). 
Gerade  die  nun  im  Grundrisse  etwas  excentriscbe  Angriffslinie 
des  Winddrucks  bringt  dann  ein  statiscbes  Moment  bervor, 
das  die  Gescbossaxe  in  die  Ricbtung  der  Flugbabn  drebt.  — 
Naturlicb  soil  diese  Betrachtung  nur  eine  ungefabre  Yorstellung 
geben;  im  Einzelnen  sind  die  pendelnden  Bewegungen  des 
Gescbosses  sebr  verwickelt.  Ausserdem  ist  auch  darauf  zu 
achten,  dass  die  Seitenablenkung  nacb  der  entgegengesetzten 
Seite  bin  erfolgt,  wenn  der  Scbwerpunkt  S  in  Abb.  30  unter- 
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balb  von  SB  liegt.  Bei  den  gewobnlicb  verwendeten  Grescboss- 
formen  scbeint  dies  iibrigens  in  der  Regel  der  Fall  zu  sein. 

Eng  verwandt  mit  der  Kreiselbewegnng  ist  aucb  die  Be¬ 
wegung  des  rollenden  Rades,  die  in  nnserer  Zeit  des  Fabrrad- 
sports  von  allgemeinerem  Interesse  ist.  Eine  braucbbare  Theorie 
des  zweiraderigen  Fabrrads  ist,  soweit  mir  bekannt  ist,  bisber 
nicbt  anfgestellt  worden.  Jedenfalls  wird  es  aucb,  wenn  sie 
einmal  gegeben  sein  wird,  immer  nocb  viel  leicbter  sein,  das 
Radfabren  praktiscb  zu  erlemen,  als  die  Tbeorie  dieser  Be- 
wegung  zu  studiren.  —  Hier  bescbranke  icb  micb  auf  die 
Besprecbung  des  einfacbsten  Falles  der  Bewegung  eines  ein- 
zelnen  Rades  unter  dem  Einflusse  seines  Gewicbtes  auf  einer 
borizontalen  Ebene. 

Den  Umfang  des  Radreifs  denke  icb  mir  etwas  gewolbt, 
so  dass  das  Rad  —  abgeseben  von  der  elastiscben  Abplattung, 
die  dabei  entstebt  —  den  Boden  immer  in  einem  Punkte  be- 
rubrt.  Der  Punkt,  mit  dem  es  im  gegebenen  Augenblicke  auf 

dem  Boden  aufsitzt,  moge 
als  der  Auflagerpunkt  be- 
zeicbnet  werden.  Damit  das 
Rad  rollt,  obne  zu  gleiten, 
muss  der  Auflagerpunkt  in 
augenblicklicher  Rube  sein, 
d.  b.  die  Bewegung  des  Rades 
aus  einer  Lage  in  die  folgende 
kann  immer  nur  in  einer 
Drebung  um  eine  durcb  den 
Auflagerpunkt  gezogene  Axe 
besteben.  Die  Ricbtung  dieser  Axe  kann  beliebig  sein.  In 
Abb.  31,  die  das  Rad  in  irgend  einer  seiner  Stellungen  an- 
giebt,  ist  die  Richtung  der  Drebaxe  und  die  Grrosse  der  Winkel- 
gescbwindigkeit  durcb  den  Yektor  u  angegeben.  Grescbwindig- 
keiten  kann  man  zerlegen  wie  Krafte.  Man  thut  bier  am 
besten  daran,  u  nacb  drei  zu  einander  recbtwinkligen  Ricb- 
tungen  zu  zerlegen,  die  in  Abb.  31  durcb  die  Ricbtungsfaktoren 
i  J  I  kenntlich  gemacbt  sind.  Die  i- Ricbtung  stebt  senkrecbt 
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■zum  Fussboden,  die  J- Richtung  fallt  mit  der  Horizontalspur 
der  Radebene  zusammen  und  die  l -Richtung  ist  schon  durch 
die  beiden  vorigen  mit  bestimmt. 

Die  augenblickliche  Bewegung  des  Rades  kann  man  sich 
fitets  ans  einem  Zusammenwirken  von  Drehungen  nm  die  ge- 
nannten  Hauptrich.tungen  bestebend  denken.  Es  wird  daher 
nutzlich  sein,  wenn  man  zunachst  nnr  die  Drehungen  nm  jede 
der  drei  Hauptrichtungen  fur  sich  betrachtet.  Zunachst  moge 
das  Rad  nur  eine  Drehung  um  die  t-Axe  besitzen.  Der  Auf- 
iagerpunkt  bleibt  dann  dauernd  an  seiner  Stelle  und  das  Rad 
kann  einfach  als  ein  Kreisel  aufgefasst  werden,  der  eine  Pra- 
cessionsbewegung  ausfiihrt.  Das  Rad  bildet  freilich  keinen 
Kugelkreisel  und  nicht  einmal  einen  ??symmetrischen"  Kreisel 
und  daher  konnen  die  in  §  23  fur  die  regulare  Pracession  ab- 
geleiteten  Formeln  hier  nicht  ubemommen  werden  Man  muss 
vielmehr  beachten,  dass  die  Richtung  Yon  ©  recht  erheblich 
Yon  der  Richtung  der  Drehaxe  abweichen  wird.  Im  anderen 
Palle  ware  auch  eine  dauemde  Rotation  um  die  i-Axe  iiber- 
haupt  ausgeschlossen,  denn  wir  wissen  schon,  dass  ©  unter 
dem  Einflusse  des  Gewichtes  und  des  ihm  zugehorigen  stati- 
schen  Moments  eine  KegelfTache  beschreiben  muss.  In  der 
That  kann  aber  nun  eine  regulare  Pracession  stattfinden,  und 
zwar  so,  dass  jedem  JSTeigungswinkel  der  Radebene  gegen  den 
Fussboden  eine  ganz  bestimmte  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
t-Axe  entspricht,  die  zu  einer  regularen  Pracession  ftihrt.  Ich 
erinnere  nur  an  das  bekannte  Experiment,  bei  dem  man  einen 
Thaler  auf  einem  Tische  in  dieser  Weise  rotiren  lasst.  Wenn 
die  Winkelgeschwindigkeit  abnimmt,  neigt  sich  der  Thaler 
immer  mehr.  Auch  rechnerisch  lasst  sich  der  Zusammenhang 
zwischen  Neigungswinkel  und  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
i-Axe  leicht  Yerfolgen;  ich  sehe  aber  hier  daYon  ab. 

Drehungen  um  die  j-Axe  sind  als  Pendelbewegungen  auf- 
zufassen;  Yolle  Pendelschwingungen  konnen  hier  freilich  nicht 
zu  Stande  kommen,  die  Bewegung  endet  vielmehr  mit  dem 
Umfallen  des  Rades  auf  den  Fussboden.  Ueberdies  ist  auch 
zu  beachten,  dass  schon  vor  dem  vollstandigen  TJmfallen  ein 

Foppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  14 
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Gleiten  des  Rades  anf  dem  Boden‘  zu  erwarten  ist.  Auck 
dariiber  kann  man  sich  ohne  Schwierigkeit  Rechenschaft  geben; 
am  einfachsten  wendet  man  dazn  das  d’Alembert’sche  Princip 
an.  Man  betracktet  das  fallende  Rad  in  irgend  einer  seiner 
Stelliingen,  fukrt  die  Tragheitskrafte  ein  und  ermittelt  nack 
der  Lekre  yom  Gleichgewichte  eines  starren  Korpers  den  ini 
Auflagerpunkte  ubertragenen  Druck.  Solange  die  Ricktung 
des  Auflagerdrucks  nock  innerkalb  des  Reibungskegels  liegt, 
tritt  kein  Abgleiten  ein;  die  Bewegung  setzt  sick  vielmekr 
einstweilen  nock  so  wie  eine  Pendelschwingung  fort.  Gegen 
das  Ende  der  Bewegung  kin  wird  "man  aber  die  Bedingung 
nicht  mekr  erfiillt  finden  und  dann  gleitet  der  Auflagerpunkt 
liber  den  Fussboden. 

Die  beiden  bis  jetzt  betrackteten  Drekungen  fiikren  uber- 
kaupt  nickt  zu  einem  Rollen  des  Rades;  dieses  wird  nur  durck 
die  Drekung  um  die  f-Axe  bewirkt.  Freilick  kann  yon  einer 
dauemden  Drekung  um  eine  fest  liegende  f-Axe  kier  nickt 
die  Rede  sein;  die  Drekung  fiikrt  sofort  zu  einem  Weeks  el 
des  Auflagerpunktes  und  die  I -Axe  kann  daker  nur  als  Mo- 
mentanaxe  in  Betrackt  kommen.  Wir  konnen  uns  aber  eine 
Bewegung  Yorstellen,  bei  der  in  jeder  neuen  Lage  des  Rades- 
die  nack  der  gegebenen  Vorsckrift  stets  yon  Neuem  con- 
struirte  Ricktung  der  f-Axe  die  augenblicklicke  Drekungs- 
axe  angiebt.  Eine  solcke  Bewegung  mag  als  eine  rein  rollende 
bezeicknet  werden;  im  Gegensatze  zu  ikr  kann  die  Drekung 
um  die  i-Axe  als  eine  Wendung  und  die  Drekung  um  die 
j-Axe  als  eine  Fallbewegung  des  Rades  bezeicknet  werden,, 
wobei  im  letzten  Falle  nicht  ausgescklossen  ist,  dass  sie  im 
gegebenen  Augenblicke  auck  nack  oben  kin  erfolgt. 

Im  allgemeinen  Falle  besteken  alle  drei  Bewegungscom- 
ponenten  zugleick  und  sie  beeinflussen  sick  gegenseitig.  Ein 
besonderes  Interesse  kann  aber  die  rein  rollende  Bewegung,. 
die  sick  leickt  tkeoretisck  behandeln  lasst,  immerhin  bean- 
sprucken.  Dm  sie  zu  untersucken,  denke  man  sick  eine  Senk- 
rechte  zur  Radebene  yom  Radmittelpunkte  aus  gezogen.  Sie 
trifft  den  Fussboden  auf  der  f-Axe.  Yom  Schnittpunkte  aus: 
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als  Spitze  denke  man  sick  einen  Kegel  konstruirt,  dessen 
Grundlinie  der  Radnmfang  ist  nnd  der  mit  dem  Rade  fest 
Yerbunden  sein  mag.  Dann  muss  die  Kegelspitze  wabrend  der 
rollenden  Bewegung  des  Rades  dauemd  in  Rube  bleiben,  da 
sie  in  jedem  Angenblicke  auf  der  f-Axe,  also  auf  der  Momen- 
tanaxe  entbalten  ist.  Wir  konnen  daber  die  Bewegnng  geradezn 
dnrcb  das  Rollen  des  Kegels  auf  der  Bodenflache  bescbreiben, 
d.  b.  der  Kegel  bildet  in  Anlebnung  an  die  friilier  eingefukrten 
Bezeicbnungen  den  Polodiekegel  fur  die  Bewegung  um  die  als 
festen  Punkt  anzusebende  Kegelspitze.  Der  Herpolodiekegel 
ist  bier  in  eine  ebene  Flacbe,  namlicb  in  die  Oberflacbe  des 
Bodens  ausgeartet. 

Yon  ausseren  Kraften  wirken  auf  das  Rad  das  Gewicbt 
nnd  der  Anf lager druck.  Die  senkrechte  Componente  des  Auf- 
lagerdrucks  muss  dem  Gewicbte  gleicb  sein,  da  der  Scbwer- 
pnnkt  des  Rades  Gescbwindigkeitscomponenten  in  senkrecbter 
Ricbtnng  weder  besitzt  nocb  erlangt.  Daneben  muss  freilicb 
zngleicb  eine  Horizontalcomponente  des  Anflagerdrncks  anf- 
treten,  die  die  Centripetalkraft  fur  die  vom  Scbwerpnnkte  aus- 
gefnbrte  kreisformige  Bewegnng  abgiebt.  Die  Horizontal- 
comp  onente  gebt  biernacb  in  jedem  Angenblicke  durcb  die 
Kegelspitze  nnd  wenn  wir  den  Flacbensatz  filr  die  Kegelspitze 
als  Momentenpunkt  anwenden  ist  ibr  Moment  stets  gleich  Null. 

Man  siebt  jetzt  leicbt,  wie  die  Recbnung  durcbzufiihren 
ist.  Wenn  das  Rad  im  Anfangszustande  gegeben  ist,  kennt 
man  sofort  die  Kegelspitze,  die  yon  ibm  bei  der  rein  rollenden 
Bewegnng  umkreist  wird.  Man  konstruire  nnn  das  Tragbeits- 
ellipsoid  fur  die  Kegelspitze  als  festen  Punkt.  Mit  dessen 
Hnlfe  findet  man  in  scbon  oft  benntzter  Weise  die  Ricbtnng 
des  Dralls  bezogen  anf  den  festen  Punkt.  Das  Moment  St 
der  ausseren  Krafte  ist  ebenfalls  bekannt;  es  ist  das  statiscbe 
Moment  des  ans  dem  Gewicbte  nnd  der  senkrecbten  Compo¬ 
nente  des  Anflagerdrncks  bestebenden  Kraftepaars.  Beim 
Weiterrollen  des  Rades  drebt  sich  mit  ibm  sowobl  ©  als 
die  stets  recbtwinklig  zn  einander  bleiben.  Die  Grosse  Yon  $ 
ist  nnr  you  der  Neigung  der  Radebene  gegen  den  Fussboden, 
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die  absolute  Grosse  von  ©  aber  zugleicb  yon  der  Anfangs 
gescbwindigkeit  abbangig.  Wie  gross  aber  diese  Anfangs 
gescbwindigkeit  sein  muss,  damit  bei  der  gegebenen  Neigun 
des  Rades  eine  rein  rollende  Bewegung  zn  Stande  komme: 
kann;  folgt  ans  der  Gleicbung  des  Flacbensatzes 


Anf  die  wirkliche  Durcbfiihning  der  Recbnung,  die  nan 
dem  angegebenen  Plane  leicbt  erfolgen  kann,  geke  icb  nicli 
ein.  Dagegen  macbe  icb  nocb  ausdriicklicb  darauf  aufmerksan 
dass  die  rein  rollende  Bewegung  nur  bei  einer  ganz  bestimmte: 
Beziebung  zwiscben  der  Scbiefstellung  des  Rades  gegen  di 
Vertikale  und  der  Gescbwindigkeit  der  Rollbewegung  moglic 
ist.  Wenn  das  Rad  im  Anfangszustande  eine  rein  rollend 
Bewegung  batte  und  die  genannte  Bedingung  nicbt  erfiillt  wa: 
kann  sie  sicb  nicbt  in  dieser  Weise  fortsetzen;  es  tritt  vielmel] 
alsbald  nocb  eine  „Fallbewegung“  (nacb  unten  oder  aucb  nae 
oben  hin)  dazu.  Dadurcb  wird  die  Neigung  der  Radeben 
gegen  den  Fussboden  geandert  und  zwar  in  solcbem  Sinn< 
dass  eine  Annaberung  an  jene  Radstellung  stattfindet;  fiir  di 
bei  der  gegebenen  Fabrgescbwindigkeit  die  Bedingung  de 
reinen  Rollens  erfiillt  ist. 

Schliesslicb  moge  nocb  bemerkt  werden,  dass  man  z 
einer  allgemeineren  Tbeorie  der  Radbewegung  dadurcb  gelange 
kann,  dass  man  zwar  immer  nocb  die  „Wendebewegung“  ui 
die  t-Axe  ausscbliesst,  dagegen  das  Auftreten  von  Drebunge 
urn  die  j-  und  die  f-Axe  zugleicb  zulasst.  Diese  wiirde  sic 
dem  allgemeinen  Yerbalten  des  Rades  beim  Rollen  ziemlic 
genau  anschliessen,  da  die  als  Wendebewegung  bezeicbnei 
Drebung  um  die  i-Axe  auf  eine  „bohrende“  Reibung  stosj 
und  daber,  wenn  sie  nicbt  scbon  anfanglicb  mit  binreicbend* 
Winkelgescbwindigkeit  gegeben,  also  absichtlicb  berbeigefiih: 
war,  spaterbin  scbnell  erliscbt  und  aucb  nicbt  von  selbi 
wieder  entsteben  kann. 

Sebr  eng  verwandt  mit  der  vorigen  ist  aucb  die  B< 
wegung  einer  Kugel  auf  einer  rauben  borizontalen  Eber 
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(Billardball)  bei  beliebigen  Anf angs b e dingungen.  Man  bat 
diese  Falle  scbon  ausflihrlicb  bebandelt,  icb  gebe  aber  aus 
yielen  gewicbtigen  Gr  linden  nicbt  darauf  ein,  wo  von  icb  aucb 
den  einen  —  aber  nicbt  den  ausscblaggebenden,  da  er  sicb 
bald  beseitigen  liesse  —  ganz  offen  eingesteben  will,  namlicb 
den,  dass  ich  micb  selbst  mit  diesem  Probleme  nocb  nicht 
eingebender  bescbaftigt  babe. 

§  25  a.  Stosse  am  starren  Korper. 

Auf  einen  vollig  freien  starren  Korper,  der  vorber  in  Rube 
war,  moge  ein  Stoss  einwirken,  d.  b.  es  soil  wabrend  einer 
sebr  kurzen  Zeit  an  irgend  einem  Angriffspunkte  eine  Kraft  ^ 
angreifen,  derart  dass  das  Zeitintegral  der  Kraft  j  tydt  liber 
die  ganze  Stosszeit  erstreckt  von  gegebener  Ricbtung  und 
Grosse  ist.  Ausser  9$  sollen  wabrend  des  Stossvorgangs  keine 
ausseren  Krafte  an  dem  Korper  angreifen.  Es  bandelt  sicb 
zunacbst  darum,  die  Bewegung  anzugeben,  die  der  Korper 
dureb  den  Stoss  erlangt. 

Hierbei  ist  daran  zu  erinnern,  dass  das  Bild  des  starren 
Korpers  keineswegs  ausreicbt,  urn  alle  Fragen  zu  beantworten, 
die  sicb  auf  den  Stoss  bezieben.  Je  kleiner  wir  uns  die  Stoss¬ 
zeit  vorstellen,  desto  grosser  muss  wabrend  ibr  der  durcb- 
scbnittlicbe  Wertb  des  Stossdruckes  angenommen  werden, 
damit  der  Antrieb  ^ tydt  die  vorgescbriebene  Grosse  erlange. 
Allzugross  darf  aber  ^  nicbt  werden,  obne  Formanderungen 
von  merklicber  Grosse  oder  einen  Brucb  des  Korpers  berbei- 
zufiibren.  Im  ersten  Bande  wurde  dies  scbon  ausfiibrlicb  be- 
sprocben.  Hier  soli  aber  einstweilen  vorausgesetzt  werden, 
dass  die  Stosszeit,  wenn  aucb  klein,  so  docb  nicbt  so  kurz 
bemessen  sei,  dass  es  notbig  wurde ;  auf  die  durch  den  Stoss 
bewirkten  Formanderungen  einzugeben.  Unter  dieser  ausdriick- 
licben  Yoraussetzung  konnen  wir  an  dem  Bilde  des  starren 
Korpers  bei  der  Losung  der  aufgeworfenen  Frage  festbalten. 

Die  Gescbwindigkeit  t)0,  die  der  Scbwerpunkt  S  des  ge- 
stossenen  Korpers  erlangt,  lasst  sicb  nacb  dem  Satze  von  der 
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Bewegung  des  Schwerpunkts  sofort  angeben.  Wenn  die  Masse 
des  Korpers  mit  M  bezeicbnet  wird;  ist  in  jedem  Augenblicke 
wabrend  des  Stosses 

und  durcb  Integration  nacb  der  Zeit  folgt  darans 


M 


M  > 


(125  a) 


wenn  ftir  den  Antrieb  Jtydt  des  Stosses  ausserdem  nocb  zur 
Abkiirzung  der  Bucbstabe  81  gebrauebt  wird. 

Znr  Scliwerpnnktsbewegung  b0  tritt  nocb  eine  Rotation 
um  eine  durcb  den  Schwerpunkt  gebende  Axe;  deren  Winkel- 
geschwindigkeit  nacb.  Ricbtung  und  Grosse  mit  u  bezeicbnei 
werden  soil.  Wir  finden  sie?  indem  wir  zunacbst  den  auf  den 
Schwerpunkt  bezogenen  Drall  83  des  rotirenden  Korpers  be- 
rechnen.  Nacb  dem  Elachensatze  ist  in  jedem  Augenblicke 


d® 

dt 


wenn  p  den  vom  Scbwerpunkte  nacb  dem  Angriffspunkte  des 
Stosses  gezogenen  Radiusyektor  bedeutet.  Durcb  Integratioi 
nacb  der  Zeit  folgt  darans 

8_  (125V 


Um  yon  85  auf  it  uberzugeben,  zerlegen  wir  85  in  seine  |dre 
recbtwinkligen  Componenten  BXB2BZ  nacb  den  Richtungei 
der  drei  Haupttragbeitsaxen  des  starren  Korpers.  Werden  ii 
diesen  Ricbtungen  drei  Einbeitsyektoren  oder  Ricbtungsfaktorei 
tjf  angegeben,  so  ist  nacb  Grl.  (97)  S.  162 


.  Bt  ,  ,  B, 

'©T  +  i 


Die  Componenten  yon  83  finden  sicb  durcb  Entwickelung  de 
ausseren  Produkts  VSlp  zu 


JB1  -Agft  JL§p2  f  B2  A-sPt  -A1P3 ;  -®3  — 

und  wenn  man  diese  einsetzt,  erbalt  man 
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racbdem  &0  und  u  berecbnet  sind?  kennt  man  die  durcb  den 
toss  hervorgerufene  Bewegnng  bereits  vollstandig.  Um  auch 
ocb  die  Gescbwindigkeit  D  zu  berecbnen;  die  ein  beliebiger  Punkt 
es  starren  Korpers  erlangt  hat,  ziehen  wir  nacb  diesem  Punkte 
om  Schwerpunkte  aus  einen  Radiusvektor  r  und  setzen 

1)  =  i>0  +  Vru. 

)urch  Entwickelung  des  ausseren  Prodnkts  nnd  Einsetzen  der 
[ir  to0  nnd  u  gefundenen  Wertbe  gebt  dies  uber  in 

h  t  l  A  I  r  -^2  Pi  As  Pi  ^iPs\ 
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Hiermit  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt;  den  Satz 
on  de*r  Gregenseitigkeit  der  Stossgeschwindigkeiten 
n  beweisen.  Man  denke  sich  namlich  am  staiTen  Korper 
wei  Punkte;  die  jetzt  mit  I  und  II  bezeicknet  werden  mogen, 
eliebig  ausgewahlt  und  ausserdem  an  jedem  von  ilmen  eine 
eliebig  gewahlte  Richtung  a  nnd  /3  angegeben,  ganz  so  wie 
s  bei  dem  Maxwell’schen  Satze  von  der  Gegenseitigkeit  der 
^erschiebungen  in  der  Festigkeitslehre  gescbiebt.  Dann  lasst 
ich  behaupten,  dass  ein  Stoss  am  Punkte  1  in  der 
tichtung  a  dem  Punkte  II  eine  Greschwindigkeit  ver- 
eiht,  deren  Componente  in  der  Ricbtung  /3  ebenso 
;ross  ist;  als  die  Greschwindigkeitscomponente  in  der 
ticbtung  a,  die  ein  Stoss  am  Punkte  II  von  gleich 
;rossem  Antriebe  am  Punkte  I  bervorbringt. 

Zum  Beweise  der  Bebauptung  beacbte  man;  dass  der  fur 
aufgestellte  Ausdruck  sofort  aucb  zur  Berecbnung  der  Gre- 
cbwindigkeit  to'  benutzt  werden  kann;  die  der  Punkt  vom 
tadiusvektor  £  erlangt ;  wenn  ein  Stoss  yon  irgend  einem 
inpulse  3  am  Punkte  vom  Radiusvektor  r  angebracbt  wird. 
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Man  braucbt  nur  die  Bezeicbnungen  entspreebend  zu  ver- 
tauscben  und  erbalt  dann 
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Uni  anf  die  Componenten  yon  to  nnd  to'  in  den  Riebtunger 
yon  3  nnd  yon  81  zu  kommen,  bilden  wir  die  inueren  Produkt* 
to  3  nnd  to'  81  und  subtrabiren  sie  des  Yergleicbes  wegen  yor 
einander.  Dabei  ‘beacbte  man,  dass  z.  B. 

*,  c* _  t  Mi  f  r  Axp.2  A2  px  _  As Pi  Ax  pz\ 

*  J*  —  \ji -r r*  ©r~  @2  ) 
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zu  setzen  ist.  Nacbdem  aucb  to'81  in  derselben  Weise  ent 
wickelt  ist,  heben  sieb  beim  Subtrabiren  alle  Glieder  gegei 
einander  fort  und  man  erbalt  daber  * 

to3  =  U'8l.  (125e 

Da  aber  81  und  3  nacb  Voraussetzung  den  gleicben  absolute] 
Wertb  baben  sollten,  folgt  bieraus,  dass  aucb  die  Projektio] 
yon  to  auf  die  Ricbtung  yon  3  ebenso  gross  sein  muss,  wi 
die  Projektion  yon  to'  auf  die  Ricbtung  von  8t,  womit  der  Sat 
bewiesen  ist.  —  Ein  anderer  Beweis  des  Satzes,  der  sicb  der 
in  der  Festigkeitslebre  gegebenen  Beweise  des  ibm  ahnlicbe: 
Satzes  yon  der  Gegenseitigkeit  der  Yerscbiebungen  aucb  de 
Form  nacb  aufs  Engste  anscbliesst,  ergiebt  sicb  aus  dem  Zr 
sammenbange  zwiscben  der  vom  Stossdrucke  geleisteten  Arbei 
und  der  lebendigen  Kraft,  die  der  Korper  durcb  den  Stos 
erlangt. 

Zwar  folgt  scbon  obne  Weiteres  aus  dem  Satze  yon  de 
lebendigen  Kraft,  dass  die  Arbeit  des  Stossdruckes  gleicb  de 
von  ibr  bervorgebracbten  lebendigen  Kraft  sein  muss.  Wege 
des  Yerlustes  an  lebendiger  Kraft,  der  in  mancben  Fallen  de 
Stosses  eintritt,  ist  es  aber  der  Yorsicbt  wegen,  um  sic 
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namlich  vor  naheliegenden  irrigen  Schlussen  zu  schiitzen;  rath- 
sam;  sich  auch  noch  unmittelbar  dayon  zu  iiberzeugen,  dass 
der  Satz  yon  der  lebendigen  Kraft  in  unserem  Fall©  ebenfalls 
zu  Recht  besteht.  Um  diesen  Nachweis  zu  fiihren,  wende  man 
den  in  Gl.  (125  d)  fiir  t)  aufgestellten  Ausdruck  zur  Berechnung 
der  Geschwindigkeit  an;  die  der  Angriffspunkt  des  Stosses  selbst 
erlangt  hat.  Dazu  ist  nur  nothig,  die  Componenten  rt  r2  r.d 
des  Radiusyektors  r  durch  die  Componenten  p1  p2  pz  yon  .jj  zu 
ersetzen.  Nebenbei  bemerkt,  ergiebt  sich  daraus  zugleich,  dass 
sich  der  Angriffspunkt  des  Stosses  im  Allgemeinen  keineswegs 
in  der  Stossrichtung  selbst,  sondern  in  einer  dayon  ai>weichenden 
Richtung  bewegt. 

Wir  wollen  ferner  ein  Zeitelement  dt  auswahlen;  das  in 
die  Stosszeit  hineinfallt.  Bis  zum  Beginne  dieses  Zeitelements 
hat  der  Angriffspunkt  des  Stosses  noch  nicht  seine  yolle  Ge¬ 
schwindigkeit  erlangt.  Wir  konnen  aber  die  zu  dieser  Zeit 
bereits  bestehende  Geschwindigkeit  ebenfalls  nach  der  fruheren 
Formel  berechnen,  wenn  wir  darin  jetzt  unter  A1  A2  As  die 
Componenten  jenes  Theiles  des  ganzen  Antriebs  Jfydt  yer- 
stehen,  der  zeitlich  yor  dt  liegt.  Der  Weg  d%  des  Angriffs- 
punktes  wahrend  dt  ergiebt  sich  dann  zu 


+  j  (••")+*  (•"•)) 

und  die  Arbeit  des  Stoss druckes  wahrend  dt  wird  gleich 


I  V  (A  I  y\  APz  APz  ^  A  Pa  A  Pi\ 

i-  ^2  tft  gt  Pi  g9  ) 

i  -d  f  A  i  „  APi  Apz  Aps  —  Aps\) 

-rA\M-rPt  @2  ih  &t  )y 

Andererseits  wollen  wir  berechnen,  um  wie  yiel  sich  die 
lebendige  Kraft  des  gestossenen  Korpers  wahrend  dt  yermehrt. 
Beziehen  sich  auch  hier  to0  und  n  auf  den  Anfang  des  Zeit- 
elementes  dt,  so  ist  die  zugehorige  lebendige  Kraft  L  (ygl. 
Gl.  (97a),  S.  162) 
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L  =  |  Mb o2  +  |  6W  +  i  ®2V  +  i  ®8  V 

oder;  wenn  man  die  fruher  bereclmeten  Componenten  yon  to0 
mid  it  einsetzt; 

T  1  it2+ii22+i32  ,  i  (APs  —  Ap*)*  I  1  (A Pi  —AihY 

x'~ "2  m  “>2  e1  '  2  e2 

I  1  (Ap*  —  ApiY 

'  2  '  «9S 

In  diesem  Ansdrucke  sind  mir  die  Componenten  yon  % 
mit  der  Zeit  veranderlick  nnd  zwar  so;  dass 

dA.^  _  p  d  A.%  -p  dA.$  p 

~dt  ^ ;  1T~  ~Ji  ~  3 

ist.  Fiir  den  Zuwacks  dL  yo nl  wakrend  dt  findet  man  daher 
dL  =  dt  { 4.^Hr,.--4P2+-48P3  +  (p2ft  _ 

+  (P.A  ■ -PlJ)s)  +  (P,ft  -  Aft) 

Dieser  Ausdruck  stimmt  aber  mit  dem  yorlier  fiir  die 
Arbeit  des  Stossdruckes  anfgestellten  —  abgesehen  yon  der 
etwas  abweicbenden  Anordnung  der  einzelnen  Glieder  —  genau 
uberein  nnd  die  Anwendbarkeit  des  Satzes  yon  der  lebendigen 
Kraft  ist  Hermit  auck  nnmittelbar  bewiesen. 

Eke  ick  weiter  geke,  mockte  ick  kier  nock  daranf  auf- 
merksam  macken ;  dass  die  Gtiltigkeit  des  Satzes  von  der 
lebendigen  Kraft  in  der  gewoknlicken  Form  wesentlick  von 
der  an  die  Spitze  dieser  Betracktungen  gestellten  Voraus- 
setznng  abkangt,  dass  die  Gestaltanderung  des  Korpers  wahrend 
des  Stossvorgangs  vernacklassigt  werden  diirfe.  Erfakrt  der 
Korper  F or mander ungen ;  die  selbst  nnr  in  der  Nackbarschaft 
des  Stossangriffspunktes  yon  merklicker  Grosse  zn  sein  brau- 
cken;  so  kort  die  Giiltigkeit  der  vorkergekenden  Entwickelnngen 
auf.  Der  Angriffspunkt  legt  namlick,  wenn  das  Material  des 
Korpers  etwas  nackgiebig  ist,  wegen  der  Zusammendriickung 
an  der  Kr  aftiib ertr agungs s telle  einen  etwas  grosseren  Weg 
zurlick,  als  vorker  berechnet  wnrde  nnd  damit  wird  anck  die 
Arbeit  des  Stossdruckes  grosser  als  vorker  nnd  Hermit  zugleick 
anck  grosser  als  die  lebendige  Kraft;  die  dnrck  den  Stoss  ker- 
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vorgebracbt  wird.  Der  Grand  fur  diese  Abweicbung  vom 
Satze  von  der  lebendigen  Kraft  in  der  liblichen  Form  liegt 
darin,  dass  nun  aucb  die  inneren  Krafte  Arbeit  leisten.  Der 
Ueberscbuss  der  Arbeit  des  Stossdrucks  uber  die  bervorgebracbte 
lebendige  Kraft  wird  zur  Ueberwindung  der  inneren  Krafte 
verwendet  und  falls  der  Korper  voUkommen  elastiseb  sein  sollte, 
in  Gestalt  von  Formanderungsarbeit  aufgespeicbert. 

In  je  ktirzerer  Zeit  sicb  ein  Stoss  von  gegebenem  An- 
triebe  abspielt,  um  so  mebr  tritt  der  Einfluss  der  Formande- 
rang  bervor  und  zwar  aus  doppeltem  Grande.  Zunacbst  muss 
namlieb  der  Stossdruck  um  so  grosser  sein,  je  kurzer  die 
Stosszeit  ist,  damit  der  Impuls  den  vorgescbriebenen  Wertb 
bebalte.  Der  grosseren  Kraft  entspricbt  aber  eine  grossere 
Formanderung.  Dazu  kommt  ferner  nocb,  dass  zugleicb  der 
Weg;  den  der  Angriffspunkt  des  Stosses,  abgeseben  von  der 
Formanderung,  wabrend  der  Stossdauer  zuriicklegt,  in  dem- 
selben  Yerbaltnisse  abnimmt,  wie  die  Stosszeit  selbst.  Aus 
beiden  Griinden  wacbst  daber  der  aus  der  Formanderung  ber- 
vorgebende  Antbeil  des  ganzen  Weges,  auf  dem  die  Arbeit 
des  Stossdrucks  geleistet  wird,  gegenliber  dem  Antheile,  der 
von  der  Bewegung  des  als  starr  aufgefassten  gesammten 
Korpers  berriibrt,  wenn  die  Stossdauer  kurzer  wird.  Man  er- 
kennt  bieraus,  in  welcbe  Widerspruebe  und  Febler  man  ge- 
ratben  kann,  wenn  man,  wie  es  immer  nocb  oft  genug  gescbiebt, 
eine  Lebre  vom  Stosse  starrer  Korper  bis  in  ibre  letzten 
Folgerungen  binein  durcbfubren  will,  obne  auf  die  Unzulang- 
licbkeit  des  gebraucbten  Bildes  zu  acbten,  sob  aid  die  Stoss¬ 
dauer  zu  kurz  wird. 

Um  dies  nocb  deutlicber  bervortreten  zu  lassen,  mogen 
die  vorbergebenden  Scblxisse  auf  den  Fall  angewendet  werden, 
dass  zwei  freie  Korper  auf  einander  stossen.  Dabei  soli  fur 
den  Augenblick  auf  die  —  von  mir  freilicb  keineswegs  ge- 
tbeilte  —  Vorstellung  eingegangen  werden,  dass  es  ein  zu- 
lassiges  Problem  der  Mecbanik  sei,  den  Stoss  von  Korpern  zu 
untersucben,  die  in  Gedanken  ohne  fernere  Bedingungen  nur 
als  absolut  starr  betracbtet  werden  konnten.  Der  Scbluss 
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liegt  dann  nab.©,  die  Arbeit  der  inneren  Krafte  wegen  des 
Feklens  jeder  Formanderung  gleich  Null  zu  setzen  und  daraus 
zu  folgern,  dass  die  Summe  der  lebendigen  Krafte  beider 
Korper  durch  den  Stoss  kerne  Aenderung  erfahre,  wakrend 
man  dock  im  Giegentlieile  gewohnlich  einen  Yerlust  an  leben- 
diger  Kraft  beim  Stosse  starrer  Korper  herausrechnet.  Der 
Widerspruch  Hart  sick  einfack  dadnrcla  auf,  dass  der  auf  die 
Formanderung  verwendete  Antkeil  der  Arbeit  des  Stossdruckes, 
sobald  man  den  Grenztibergang  zum  starren  Korper  vollzieht, 
in  der  Form  oo  •  0  auftritt.  Dies  ist;  solange  keme  weitere 
Bedingung  hinzutritt,  ein  unbestimmter  Ausdruck,  der  je  nack 
der  Art,  wie  man  sick  den  Grenztibergang  yollzogen  denkt, 
yersckiedene  Wertke  annimmt.  Der  Yerlust  an  lebendiger 
Kraft  beim  Stosse  starrer  Korper  kann  daker  okne  Zuhulfe- 
nakme  bestimmter  willkurlicker  Yoraussetzungen  durch  kein 
allgemein  bewakrtes  Grundgesetz  derMeckanik  berechnet  werden. 

Nack  diesen  Abschweifungen  kekre  ick  zum  Satze  von 
der  Gegenseitigkeit  der  Stossgesckwindigkeiten  zuriick.  Man 
denke  sick  an  den  Punkten  1  und  II  in  den  Richtungen  cc 
und  ft,  yon  denen  friiher  die  Rede  war,  nach  einander  zwei 
Stosse  yon  den  Impulsen  91  und  3  angebrackt.  Dabei  ist  es, 
wenn  nur  beide  Stosse  so  scknell  aufeinanderfolgen,  dass  sick 
der  Korper  in  der  Zwischenzeit  nickt  merklick  aus  der  anfang- 
licken  Lage  versckoben  hat,  nack  dem  Gesetze  von  der  Super¬ 
position  der  Bewegungen  gleichgtiltig,  in  welcker  Reikenfolge 
die  Stosse  ausgetibt  werden.  Bei  jeder  Reikenfolge  der  Stosse 
erlangt  der  Korper  dieselbe  lebendige  Kraft  und  daker  muss 
auck  die  Summe  der  Arbeiten  beider  Stossdriicke  denselben 
Werth  annehmen.  Diese  Arbeiten  lassen  sick  aber  sofort  be- 
rechnen.  Dazu  moge  die  Geschwindigkeit  von  Punkt  I  in 
jedem  Falle  mit  Ij/  und  zwar  jene,  die  durch  den  Impuls  91 
am  Punkte  I  kervorgebrackt  wird,  speciell  mit  to/,#,  jene,  die 
vom  Impuls  3  erzeugt  wird,  mit  b/^  bezeicknet  werden  und 
in  demselben  Sinne  sollen  fur  den  Punkt  II  die  Bezeichnungen 
ton,  %  und  b u,  $  gebrauckt  werden.  Wird  nun  der  Stoss  91 
zuerst  und  unmittelbar  darauf  der  Stoss  3  ausgefiikrt,  so  legt 
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ler  Angriffspunkt  I  yon  8l;  wegen  des  allmablicben  Anwachsens 
ler  Gescbwincligkeit  von  0  bis  to/,^  wabrend  der  Stosszeit  t 
sinen  Weg  *  to/,  %  •  %  zuriick  nnd  die  Arbeit  von  81  wabrend  der 
yanzen  Stosszeit  ist  daber  gleich 

Y  H  u  •  81' 

Der  Angriffspunkt  II  von  3  bat  zu  Beginn  des  zweiten  Stosses 
oereits  die  Grescbwindigkeit  to //,$  und  dazn  summirt  sicb  nocb 
vabrend  des  Stosses  die  von  0  bis  zn  ibrem  Endwertbe  an- 
vacbsende  Grescbwindigkeit  to//,  Die  Arbeitsleistnng  des 
sweiten  Stosses  berecbnet  sicb  daber  zu 

(»>//,  st  +  2  0//,  3 )  • 

Die  der  erzeugten  lebendigen  Kraft  gleicbe  Arbeitsleistung 
beider  Stosse  ergiebt  sicb  daber  zu 

2  *>/,  sc  •  81  +  bn,  st  •  3  +  ~2  bn,  3  *  3- 

Erfolgen  dagegen  beide  Stosse  in  umgekebrter  Reihen- 
folge,  so  findet  man  die  gesammte  Arbeitsleistung  auf  dem 
^leicben  Wege  zu 

l  to//,  3  ■  3  +  to/,  3  •  to/,  at  *  81. 

Beide  Wertbe  nriissen  einander  gleicb  sein  und  der  Ver- 
gleich  liefert 

to//,  $c  •  3  =  to/,  3  *  8t. 

Sind  demnacb  die  Antriebe  81  und  3  von  gleicber  abso- 
Luter  Grosse,  so  folgt  fur  die  Projektionen  der  Grescbwindig- 
keiten  to/,  3  und  to //,  %  auf  deren  Ricbtungslinien 

<3  -  (125f) 

womit  der  Satz  von  Neuem  und  zwar  diesmal  auf  ganz  gleicbem 
Wege  wie  friiber  der  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  Ver- 
scbiebungen  an  elastischen  Korpern  bewiesen  ist.  —  Hierbei. 
mag  nocb  bemerkt  werden;  dass  die  Punkte  I  und  II  aucb  in 
einen  einzigen  zusammenfallen  durfen,  wabrend  die  Ricbtungs- 
Linien  der  Stosse  81  und  3  verscbieden  von  einander  sind.  Aucb 
fur  diesen  Fall  gilt  der  Satz. 
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Sebliesslich  sei  bier  nocb  darauf  bingewiesen,  wie  sicb  das 
Princip  yon  d’Alembert  gestaltet,  wenn  es  auf  Stosse  am 
starren  Korper  angewendet  wird.  Solange  der  Stoss  vom 
Antriebe  9t  =  ffyclt  einwirkt,  bringt  er  an  jedem  Massenpnnkte 
des  Korpers  eine  gewisse  Bescbleunigung  beryor;  die  gleicb 

geschrieben  werden  kann  nnd  die  zu  jeder  Zeit  proportio¬ 
ns  § 

nal  mit  ist.  Bringt  man  die  Tragbeitskrafte  —  m  an7 

so  bilden  sie  mit  in  jedem  Augenblicke  ein  Grleicbgewicbts- 
system.  Um  dieses  Grleicbgewicbtssystem  naber  zn  untersncben, 
kann  man  sicb  an  Stelle  von  $  ancb  J  fydt  gesetzt  denken, 
wenn  man  nur  aucb  far  jede  Tragbeitskraft  ibr  Zeitintegral; 
also  —  m  ^  oder  mit  anderen  Worten  —  m  (p  —  D0) 

einsetzt,  falls  bier  nnter  iJ0  die  Grescbwindigkeit  verstanden 
wird;  die  der  betreffende  materielle  Pnnkt  etwa  scbon  vor  dem 
Stosse  batte.  In  Worten  beisst  dies;  dass  der  dnrcb  eine  Kraft 
in  irgend  einem  Maassstabe  dargestellte  Impuls  mit  den  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Zuwiicbsen  der  Be- 
wegungsgrossen,  falls  man  sie  sicb  im  gleicben  Maassstabe 
dnrcb  Krafte  wiedergegeben  denkt,  ein  Gleicbgewicbtssvsteni 
bildet.  Scbreibt  man  an;  dass  des  Gleicbgewicbts  wegen  die 
geometriscbe  Snmme  der  darstellenden  Krafte  gleicb  Nnll  sein 
nnd  dass  die  Snmme  ibrer  statiscben  Momente  verscbwinden 
mnss7  wobei  man  den  Scbwerpunkt  znm  Momentenpnnkte 
wablen  kann;  so  gelangt  man  wieder  zn  denselben  Gleiebungen, 
die  vorber  ans  dem  Scbwerpnnkts-  nnd  dem  Flacbensatze 
abgeleitet  worden  waren. 

§  25b.  Der  Satz  von  Carnot  liber  den  Verlnst  an  lebendiger 
Kraft  beim  Stosse  starrer  Korper. 

Unter  einem  starren  Korper  soil  jetzt  der  Grenzfall  eines 
weicben  oder  plastiscben,  d.  b.  eines  Korpers  vom  Elasticitats- 
grade  Knll  verstanden  werden,  der  ans  einem  solcben  dadnrcb 
bervorgebt ,  dass  man  sicb  die  Znsammendruckbarkeit  des 
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Korpers  unter  stetiger  Festhaltung  der  genannten  Eigenschaft 
bis  auf  NuR  yermindert  denkt.  Eine  solehe  nahere  Bestimmung 
ist?  wie  wir  yorher  erkannten,  noting,  um  den  Anfgaben  tiber 
den  Stoss  starrer  Korper  gegeneinander  eine  physikalisch  zu- 
lassige  Bedeutnng  zn  geben.  Wenn  dies  yon  anderen  Autoren 
auch  nicbt  ausdriicklich  ausgesprochen  wird;  liegt  diese  Yor- 
steUung  doch  iiberall  stills cbweigend  zu  Grunde ;  wo  ander- 
warts  yom  Stosse  starrer  Korper  geredet  wird  oder  die  dariiber 
angestellten  Betrachtungen  bleiben  wenigstens  nur  dann  richtig, 
wenn  man  dem  nnbestimmt  gelassenen  Begriffe  des  starren 
,  Korpers  nachtraglich  iiberall  den  liier  genauer  angegebenen 
Sinn  nnterlegt. 

Wenn  zwei  weicbe  Korper  anfeinander  stossen,  endigt  der 
Stoss  mit  der  ersten  Stossperiode,  d.  h.  mit  dem  Augenblicke, 
in  dem  die  Korper  an  der  Beriihrungsstelle  gleiche  Geschwindig- 
keiten  erlangt  baben.  Die  durcb  die  Zusammendriickung  der 
Korper  beryorgerufene  Annahernng  bat  dann  zngleich  iliren 
grossten  Werth  erreicbt.  Aucb  fiir  den  Stoss  starrer  Korper 
in  dem  hier  definirten  Sinne  ist  daber  die  Bedingung  fest- 
zuhalten,  dass  die  Korper  an  der  Stossstelle  gleicbe  Geschwindig- 
keiten  dnrcb  den  Stoss  erlangen.  Dabei  ist  zunachst  an  den 
graden  Stoss  gedacht.  Fiir  den  allgemeinsten  FaR  des  Stosses 
zweier  starrer  Korper  gegeneinander  soil  die  Anssage  dabin 
erganzt  werden,  dass  die  Stossstellen  gleiche  Geschwindigkeits- 
Oomponenten  in  der  Richtung  der  Stossnormalen  erlangen  und 
dass  ferner  einem  Gleiten  der  Oberflachen  iiber  einander  wah- 
rend  des  Stosses  keine  Reibnng  entgegenstebe.  Die  letzte 
Yoranssetzung  ist  freilicb  abermals  yollkommen  wRlkiirlicb  ein- 
gefiihrt  und  sie  entspricht,  wie  wir  wissen,  dem  wabren  Yer- 
balten  der  festen  Korper  kemeswegs.  Als  nahere  Definition 
des  idealen  starren  Korpers  ist  sie  aber  zulassig  und  da  der 
Satz  yon  Carnot,  der  sicb  auf  starre  Korper  yon  den  hier  yoraus- 
gesetzten  Eigenschaften  bezieht,  in  manchen  TheRen  der  tech- 
niscben  Mechanik  eine  nicbt  unerhebliche  Rolle  spielt,  mag 
sie  an  dieser  SteRe  gelten. 

Dabei  mocbte  icb  freilicb  sofort  bemerken,  dass  meine 
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Absicbt  bei  der  Bebandlung  des  Carnot’scben  Satzes  baupt- 
sacblich  darauf  binausgebt,  meine  Leser  durcb  eine  genauere 
Darlegung  des  wabren  Sacbyerhaltes  yor  einer  Ueberscbatzung 
dieses  Satzes ;  auf  den  man  sich  in  der  teebnischen  Hycbaulil 
sebr  baufig  beziebt,  zn  scbutzen  nnd  sie  dadnrcb  dayor  zn  be- 
biiten,  mancbe  Formeln,  die  als  Naberungsannabmen  eine  ge- 
wisse  Berecbtignng  baben,  fiir  streng  beweisbare  unci  dabei 
entsprecbend  zuverlassige  Folgerungen  aus  den  Grrundgesetzei 
der  Mecbanik  anzuseben.  Im  letzten  Abscbnitte  dieses  Bandes 
werde  icb  bierauf  zuriickkommen. 

Der  Yerlnst  an  lebendiger  Kraft  beim  graden  eentralei 
Stosse  weicber  (und  biermit  ancb  der  „starren“)  Korper  is 
scbon  im  ersten  Bande  ermittelt  worden.  Bezeicbnet  man  cli 
Massen  beider  Korper  mit  mx  nnd  m2  nnd  die  Greschwindig 
keiten  yor  dem  Stosse  mit  vx  nnd  v2,  wobei  v2>vx  sein  moge 
so  ist  die  gemeinsame  Grescbwindigkeit  am  Ende  der  ersten  Stoss 
periode,  die  bier  yorubergebend  mit  w  bezeicbnet  werden  mag 

w  = 

mx  +  m2 


nnd  der  Yerlust  an  lebendiger  Kraft  stellt  sicb  zunachst  i 
der  Form 


Yerl 


■  +  ' 


(mx  +  m2)  ■ 


dar.  Dieser  Ansdrnck  kann  anf  yerscbiedene  Art  nmgeform 
werden,  nnd  zwar;  uni  auf  den  Carnot’scben  Satz  zu  kommei 
ancb  in  folgender  Weise 

Yerl  =  —  +  m2  v22  -)-  (nix  -f-  m2)  w2  —  2  (inx  + 

oder,  wenn  man  in  dem  letzten  mit  w2  bebafteten  Grliede  fii 
den  einen  Faktor  w  den  yorber  dafiir  festgestellten  "Wert 
einsetzt, 

Yerl  =  -  (mxVi  -)-  m2 v22j\~ mx w2 -f-  m2w2 —  2w  {mxvx  -f-  m2 v2/ 

=  —  ~  m%  («a  —  wj.  (125  g 

Die  beiden  Grlieder  dieses  Ausdrucks  baben  eine  einfach 
Bedeutung.  Die  Differenzen  w  —  v1  nnd  v2 — w  geben  namlic 
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die  Geschwindigkeitsanderungen  an,  die  beide  Korper  durch 
den  Stoss  erfahren.  Fasst  man  daher  diese  Geschwindigkeits¬ 
anderungen  als  selbstandige  Bewegungszustande  auf,  so  ist 
die  Summe  der  zu  ibnen  gehorigen  lebendigen  Krafte 
ebenso  gross  als  der  in  Wirklicbkeit  eintretende  Ver- 
lnst  an  lebendiger  Kraft,  den  wir  berechnen  wollten. 
Diese  Anssage  spricbt  den  Carnot’scben  Satz  aus,  der  indessen, 
wie  sicb  sofort  zeigen  wird,  nicht  nur  fur  den  graden  centralen 
Stoss,  sondern  ancb  nocb  in  yiel  allgemeineren  Fallen  seine 
Giiltigkeit  bebalt. 

Zunachst  gilt  der  Satz  ancb  fur  den  beliebigen  — 
scbiefen  und  excentriscben  —  Stoss  yon  zwei  freien 
starren  Korpern  gegeneinander.  Um  dies  zu  beweisen, 
bezeicbne  icb  die  Gescbwindigkeit  der  yom  Stosse  getroffenen 
Stelle  des  ersten  Korpers  in  irgend  einem  Augenblicke  wabrend 
der  Stosszeit  mit  die  Gescbwindigkeit  der  Stossstelle  des 
zweiten  Korpers  mit  to2.  Da  sicb  die  Korper  an  der  Stossstelle 
wahrend  der  ganzen  Stossdauer  beruhren  —  obscbon  die  Ober- 
flacben  im  allgemeinen  zugleicb  iibereinander  gleiten  — ;  mlissen 
die  in  der  Richtung  der  Stossnormalen  genommenen  Compo- 
nenten  yon  und  to2  gleich  gross  sein.  Der  ebenfalls  in  die 
Richtung  der  Stossnormalen  fallende  Stossdruck  am  ersten 
Korper  sei  mit  das  bis  zu  dem  betracbteten  Augenblicke 
genommene  Zeitintegral  yon  mit  %  und  das  uber  die  ganze 
Stossdauer  erstrebte  Zeitintegral  mit  8T  bezeichnet.  Am  zweiten 
Korper  kehren  sich  die  Ricbtungen  yon  ^  und  81  dem  Wecbsel- 
wirkungsgesetze  zufolge  um  und  man  hat  daber  fiir  ibn  — 
bezw.  —  81  und  —  81'  zu  setzen.  Die  Arbeit  yon  am  ersten 
Korper  wabrend  eines  Zeitelementes'  dt  ist  gleicb 

und  die  Arbeit  des  Stossdrucks  am  zweiten  Korper  gleicb 

— 

Nach  dem,  was  yorher  liber  m1  und  to2  bemerkt  wurde, 
sind  beide  Arbeiten  yon  gleicber  Grosse  und  entgegengesetzten 
Yorzeichen,  also 

»a)“0:  (125b) 


P5p pi,  Dynamik.  2.  Aufl. 
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Die  Geschwindigkeiten  und  to2  der  Stossstellen  sind 
aber  nicht  jene;  die  diesen  zukamen,  wenn  sie  sich  so  be- 
wegten;  wie  es  dem  starren  Zusammenhange  mit  den  fern  you 
der  Stossstelle  gelegenen  Korpermassen  entsprache.  So  klein 
ancb  die  Formanderungen  sein  mogen  und  wenn  wir  sie  beim 
Gr  enziib ergange  yom  weicben  znm  starren  Korper  scbliesslicli 
selbst  ganz  verschwinden  lassen:  wahrend  der  dann  ebeufalls 
gegen  Null  bin  convergirenden  Stossdauer  mussen  wir  jeden- 
falls  darauf  Riicksicbt  nehmen,  dass  sich  die  Stossstelle  der 
minimalen  Formanderung  wegen  mit  anderer  Geschwindigkeit 
zu  bewegen  vermag,  als  es  dem  starren  Zusammenhange  mit 
der  Hauptmasse  des  gestossenen  Korpers  entsprecben  wurde. 
Jene  Geschwindigkeiten  der  Stossstellen,  die  den  Bewegungs- 
zustanden  der  beiden  Korper  im  gegebenen  Augenblicke  mit 
Yernachlassigung  der  Formanderung  an  der  Stossstelle  zu- 
gehorten,  seien  zum  Unterscbiede  yon  ltJx  und  to2  mit  tJx  und 
t)2  bezeicbnet. 

Die  Aenderung,  die  die  lebendige  Kraft  des  ersten  Korpers 
wahrend  dt  erfahrt,  ist  gleich  jener  Arbeit  des  Stossdrucks 
die  zum  Wege  t±dt  gehort,  denn  wir  wissen  scbon  aus  den 
Untersucbungen  des  vorhergehenden  Paragraphen,  dass  die 
Arbeit  eines  Impulses  tydt  gleich  der  von  ibr  verursachten 
Aenderung  der  lebendigen  Kraft  ist,  falls  wahrend  dt  keine 
Formanderung  eintritt.  Der  Rest,  also 
sp  (nil  —  bx)  dt 

wird  auf  die  Formanderungsarbeit  am  ersten  Korper  ver- 
wendet.  .Hierbei  ist  iibrigens  wohl  zu  beachten,  dass  auch  beim 
starren  Korper  eine  endliche  Formanderungsarbeit  moglich  ist,. 
denn  wenn  auch  der  Weg  der  Zusammendruckung  gegen  Null 
convergirt,  so  convergirt  gleicbzeitig  die  Grosse  des  Stossdrucks 
gegen  Unendlich  und  das  Produkt  0  •  oo  bebalt  bei  der  hier 
zu  Grunde  gelegten  Definition  des  starren  Korpers  einen  end- 
lichen  Werth. 

Ebenso  wird  wahrend  des  Zeitelementes  dt  die  Arbeit 
—  2  —  ^)dt 

auf  die  Formanderung  des  zweiten  Korpers  verwendet.  Die* 
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Summe  To  eider  Formanderungsarbeiten  ist  gleich  dem  Verluste 
an  lebendiger  Kraft  wahrend  dty  also 

tfVerl  =  (lUi  —  —  m2  -f-b  2)  dt 

nnd  dalier  mit  Beriicksichtigung  yon  Grl.  (125  h)  auch 
d  Verl  =  (i>2  —  toj  dt. 

Der  gesammte  Verlust  an  lebendiger  Kraft  wahrend  der 
ganzen  Stossdauer  folgt  daraus  zu 

Verl==/(b2  —  bt)yat. 

Um  die  Integration  nach  der  Zeit  auszufuhren,  bezeichne 
icb  die  Geschwindigkeit  to1;  die  dem  Anfange  des  Stosses  ent- 
spricht,  mit  bj0  und  die  am  Ende  des  Stosses  mit  t)/.  Die 
Aenderung  to/ —  V  entspricht  dem  ganzen  Stossimpulse  Wy 
die  Aenderung  tox —  to/  bis  zu  dem  betrachteten  Augenblicke 
dem  bis  dabin  bereits  yerstricbenen  Impulse  91  und  die  beiden 
Aenderungen  yerhalten  sicb  zu  einander  wie  die  absoluten 
Werthe  A  und  A  dieser  Impulse;  da  die  Ricbtung  des  Stoss- 
drucks  fortwahrend  mit  der  Stossnormalen  zusammenfallt  und 
sicb  dalier  nicbt  andert.  Man  hat  daher 

b  1  =  dx°  +  j7  (V  —  *1°)  UI3L<^  ebenso  to2  =  b2°  +  ~  (to/ —  to2°). 

Setzt  man  dies  in  die  yorige  Gleichung  ein;  so  erbalt  man 

Yerl  =  (V-  V) / +  (V-  <  -  V+  ^i0) fi 
Nun  ist  aber  fydt  =  d%  und  daher 

Verl  =  (V— *i0)  »'+  (V-V-V+ V)  4  *'• 

Beacbtet  man  ferner  noch;  dass  am  Ende  des  Stosses  die 
Projektionen  Yon  toj  und  to2  auf  die  Stossnormale  gleicb  gross 
geworden  sind,  so  yereinfacht  sich  dies  zu 

Verl  =  i  (b,° —  V)  #'•  (125  0 

Hiermit  ist  ein  Ausdruck  fur  den  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  gefunden,  Yon  dem  nur  nocb  gezeigt  zu  werden  braucbt, 
dass  er  mit  dem  nacb  depi  Camot’schen  Satze  berecbneten 
tiberein^mmt.  Zu  diesem  Zwecke  sein  nun  irgend  ein  fern 

15* 
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yon  der  StosssteUe  liegender  materieller  Punkt  des  ersten 
Korpers  ins  Ange  gefasst,  dessen  Gresckwindigkeit  vor  dem 
Stosse  mit  to0  und  nack  dem  Stosse  mit  to'  (also  unter  Weg- 
lassung  des  untern  Zeigers  gegeniiber  den  Yorker  gebrauchten 
Bezeicknungen)  bezeicknet  werden  soil.  Wir  komnen  dann 
sagen,  dass  der  spatere  Bewegungszustand  des  ersten  Korpers 
aus  dem  frukeren  dadnrck  kervorgekt,  dass  sick  ikm  ein  Be¬ 
wegungszustand  to' — to0  zngesellt.  Betracktet  man,  wie  es  bei 
der  Aussage  des  Carnot’scken  Satzes  gesckiekt,  den  Bewegungs- 
zustand  to' — to0  fur  sick,  so  gekorte  ikm,  wenn  er  allein  vor- 
kame,  eine  gewisse  lebendige  Kraft  zu,  die  mit  Lx  bezeichnet 
werden  mag.  Nack  dem  Satze  von  der  Superposition  der 
Bewegungen  liesse  sick  der  Bewegungszustand  to' — to0  jeden- 
f all's  dadurck  getrennt  fur  sick  kervorbringen,  dass  man  an 
dem  rukend  gedackten  ersten  Korper  den  Stoss  vom  Impulse  9T 
wirken  liesse.  Unter  der  Yoraussetzung,  dass  sick  dieser  Stoss 
okne  Formanderung  akspielte,  ware  dann  die  lebendige  Kraft 
L1}  die  durck  den  Stoss  kervorgebrackt  wurde,  gleick  der 
Arbeit  des  Impulses  zu  setzen.  Dabei  musste  die  Greschwindig- 
keit  der  StosssteUe  wakrend  des  Stosses  von  Null  bis  zu  dem 
Endwertke  to/ — to/  wacksen.  Die  Arbeit  des  Impulses  und 
kiermit  die  lebendige  Kraft  Ll  berecknet  sick  demnack  zn 

und  ebenso  findet  man  fur  den  zweiten  Korper 

4  =  -f 

wobei  nur  zu  beackten  ist,  dass  bei  ikm  —  9t'  an  Stelle  von 
91'  tritt.  Die  Summe  liefert 

4+4=1  (y  —  H+—  b2'+  v)  r. 

Da  nun,  wie  vorker  sckon  bemerkt  war,  am  Ende  des 
plastiscken  Stosses  die  Projektion  von  to/  auf  die  Stossnormale 
oder  auf  die  Ricktung  von  91'  ebenso  gross  ist  wie  die  Pro¬ 
jektion  von  to/,  stimmt  dies  genau  mit  dem  Werthe  in 
(rl.  (125  i)  uberein  und  man  findet  '$* 
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Verl  =  4+4,  (125k) 

womit  der  Carnot’sche  Satz  auch  fur  den  allgemeinsten  Fall 
des  Stosses  Ton  zwei  „plastisch-starren“  Korpem  gegeneinander 
bewiesen  ist. 

Aucb  auf  den  Fall,  dass  die  stossenden  Korper  nicbt  vollig 
frei,  sondern  bestimmten  Bedingungen  unterworfen  sind,  ]asst 
sicb  der  Satz  unter  Beibebaltung  der  fruberen  Scblussweise 
tibertragen,  falls  dabei  nur  immer  vorausgesetzt  wird,  dass  alle 
Korper,  durcb  die  diese  Bedingungen  verwirklicbt  sind,  aucb. 
wenn  sie  in  der  Grenze  als  starr  angesehen  werden,  selbst  im. 
Grenzfalle  nocb  den  Elasticitatsgrad  Null  baben  und  dass 
ferner  kein  weiterer  Ygrlust  an  lebendiger  Kraft  durcb  Rei- 
bungen  herbeigefuhrt  wird.  Icb  begmige  micb  damit,  dies 
bier  nocb  an  einem  einfacben  Falle  dieser  Art  zu  zeigen. 

Ein  starrer  Korper  moge  zunacbst  vollig  frei  sein 
und  eine  beliebige  Anfangsbewegung  besitzen.  Dann 
soil  irgend  ein  Punkt  von  ibm  durcb  eine  geeignete 
Yorrichtung  plotzlicb  festgebalten  werden,  so  dass 
sicb  der  Korper  von  da  ab  nur  nocb  um  diesen  festen 
Punkt  welter  zu  drehen  vermag.  Man  soil  angeben, 
wie  er  sicb  weiterbin  bewegt  und  wie  gross  der  Yer- 
lust  an  lebendiger  Kraft  ist,  den  er  durcb  den' Stoss 
erleidet. 

Die  Gescbwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes  vor  dem 
Stosse  sei  wieder  mit  to0,  die  nacb  dem  Stosse  mit  to'  be- 
zeicbnet,  die  Gescbwindigkeiten  der  Stossstelle  insbesondere, 
sofern  von  der  Formanderung  abgesehen  wird,  mit  to/  und 
to/,  wobei  freilicb  zu  beacbten  ist,  dass  aucb  bier  wieder 
wabrend  der  Stosszeit  die  wabre  Gescbwindigkeit  1%  des 
Punktes,  den  man  festzubalten  im  Begriffe  ist,  der  unvermeid- 
licben  Formanderung  wegen,  von  verscbieden  ist.  Die  End- 
gescbwindigkeit  to/  ist  iibrigens  nacb  der  im  vorliegenden  Falle 
vorgescbriebenen  Bedingung  gleicb  Null  zu  setzen.  —  Durch 
den  Stoss  wird  der  Bewegungszustand  um  to' — to0  abgeandert 
und  wir  konnen  uns  einen  selbstandigen  Bewegungszustand 
denken,  der  sicb  dem  vorbergebenden  uberlagert  und  bei  dem 
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jeder  Punkt  die  Geschwindigkeit  to' — to0,  die  Stossstelle  also 
speciell  die  Geschwindigkeit  —  tox°  besitzt.  Der  Stossimpuls, 
von  dem  zunachst  nnr  der  Angriffspnnkt  gegehen  ist,  muss 
jedenfalls  so  gerichtet  und  von  solcher  Grosse  sein,  dass  er 
fur  sich  den  Bewegungszustand  to' — to0  hervorruft,  insbeson- 
dere  also  seinem  Angriffspunkte  die  gegebene  Geschwindigkeit 
—  tox 0  ertheilt.  Dadurch  ist  aber,  wie  aus  §  25  a  hervorgeht,  der 
Stossimpnls  schon  voUstandig  bestimmt.  Nach  Gl.  (125  d)  (S.  215) 
folgt  namlich,  wenn  man  darin  die  Componenten  von  r  noch 
speciell  durch  die  von  ersetzt,  die  zu  einem  gegebenen  Stoss- 
impulse  %  gehorige  Geschwindigkeit  to  des  Angriffspunktes 
von  91.  Zerlegt  man  diese  Gleichung^  in  drei  Componenten. 
gleichungen  nach  den  Richtungen  der  i,  j,  I,  so  lassen  sich 
diese  drei  Gleichungen  auch  nach  den  Componenten  Ax  A2  A$ 
von  91  auflosen,  indem  sie  fur  diese  Unbekannten  vom  ersten 
Grade  sind.  Nachdem  dies  geschehen  ist,  kennt  man  den 
Stossimpuls  91  nach  Richtung  und  Grosse,  der  auf  den  fest- 
zuhaltenden  Punkt  vom  Gestelle  aus  ubertragen  werden  muss- 
Hiermit  ist  auch  der  Bewegungszustand  nach  dem  Stosse  als 
bekannt  zu  betrachten. 

Fur  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  konnen  wir  ohne 
Weiteres  den  Ausdruck  in  Gl.  (125  i)  in  Anspruch  nehmen, 
wenn  wir  unter  dem  zweiten  Korper,  auf  den  sich  to2°  bezieht, 
das  Gestell  verstehen,  also  die  Yorrichtung,  durch  die  der 
betreffende  Punkt  genothigt  wird,  nach  Ablauf  des  Stosses  in 
Ruhe  zu  bleiben.  Die  Geschwindigkeit  to2°  selbst  ist  daher 
gleich  Null  zu  setzen  und  man  hat 

Yerl  =  —  * 

Das  hier  auftretende  Minus-Zeichen  erklart  sich  leicht 
damit,  dass  91'  den  Stossimpuls  am  ersten  Korper  bedeutet, 
der  die  Geschwindigkeit  to*0  vernichtet,  also  ungefahr  —  wenn 
auch  keineswegs  genau  —  entgegengesetzt  gerichtet  mit  toj0 
sein  muss.  Das  innere  Produkt  to-,0#'  hat  daher  an  sich  einen 
negativen,  der  Yerlust  an  lebendiger  Kraft  dagegen,  des  Minus- 
zeichens  wegen,  einen  positiven  Werth. 
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Nun  beacbte  man,  dass  der  Stossimpnls  81'  am  ruhend 
gedacbten  Korper  den  Bewegungszustand  to'  —  to0  hervorbracbte. 
Die  diesem  zugeborige  lebendige  Kraft  sei  wieder  mit  L±  be- 
zeichnet.  Dann  ist  Lx  ebensogross  wie  die  Arbeit  des  Stoss- 
impnlses  8t'?  wenn  dieser  den  Bewegungszustand  to'  —  to0  aus 
dem  Rnbeznstande  berans  bervorbringt.  Dabei  steigt  aber  die 
Grescbwindigkeit  des  AngrifFspunktes  von  81'  von  Null  an  bis 
auf  —  to/  an  und  fur  die  Arbeit  von  81'  und  biermit  zugleicb 
fur  L±  erbalt  man  daher 


Mit  dem  vorber  fur  Yerl  gefundenen  Wertbe  stimmt  dies  aber 
genau  iiberein  und  wir  linden  daber  auch  bier  den  Carnot’schen 
Satz  durcb  die  Grleicbung 

Yerl  =  Lt 

bestatigt. 

Man  siebt  nun  aucb  leicbt  ein;  dass  sicb  derselbe  Beweis- 
gang  aucb  auf  andere  Arten  von  Zwangsbedingungen  iiber- 
tragen  lasst,  so  lange  »es  sieb  um  einen  rein  plastiscben  Stoss 
bandelt,  fur  den  die  zu  Grl.  (125  i)  fubrende  Betracbtung  stets 
■obne  Aenderung  iibernommen  werden  kann. 

Dagegen  wird  der  Carnot’scbe  Satz  stets  ungultig,  sobald 
der  Stoss  entweder  nicbt  ganz  unelastiscb  ist  oder  sobald  (etwa 
beim  scbiefen  Stosse)  Reibungen  vorkommen,  die  sicb  dem 
TTebereinanderweggleiten  der  Stossstellen  widersetzen. 

§  26.  Scbwingungen  von  Staben  mit  gleicbformig 
vertbeilter  Masse. 

In  der  theoretischen  Pbysik  bat  das  Problem  der  scbwin- 
genden  Saiten,  also  etwa  der  Yiolinsaiten,  das  zuerst  von 
Fourier  vollstandig  gelost  wurde,  von  jeher  eine  wicbtige 
Rolle  gespielt.  Die  Matbematiker  bebandeln  es  mit  Yorliebe 
scbon  desbalb,  weil  sicb  an  die  Losubg  dieses  Problems  einige 
der  wichtigsten  Fortscbritte  der  Matbematik  geknupft  baben. 
Icb  werde  hier  nicbt  darauf  eingehen,  sondern  an  Stelle  davon 
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das  Problem  des  schwingenden  Stabs  behandeln,  das  mit  jen 
sebr  verwandt,  dabei  aber  yon  grosserem  Interesse  fur  ( 
Techniker  ist7  well  es  Licbt  liber  die  Scbwingungen  verbrei' 
die  z.  B.  ein  Briickenbalken  oder  iiberbaupt  ein  belaste 
Trager  auszufiibren  vermag.  Dagegen  mocbte  icb  nocb  berv 
beben,  dass  dieses  Problem  niclit  mit  einem  anderen  verwechf 
werden  darf,  das  sclion  friiber  yon  Stokes  nnd  neuerdi] 
besonders  yon  Zimmermann  in  sebr  gescbickter  nnd  a 
fiibrlicber  Weise  bebandelt  worden  ist.  Bei  diesem  wird  m 
licb  der  Pall  untersucbt,  dass  ein  Fabrzeug,  das  als  materiel 
Pnnkt  aufgefasst  werden  kann,  auf  einen  Briickentrager  ] 
gegebener  Gescbwindigke.it  auffahrt  nnd  dabei  yorausgese 
dass  die  Masse  des  Bruckentragers  vernachlassigt  werden  kor 
Auf  die  Zimmermann’sche  Untersucbung  werde  icb  bier  ni 
eingeben,  weil  micb  dies  zu  weit  fiihren  wiirde;  icb  empfe 
aber  den  sicb  dafiir  Interessirenden  die  daruber  veroffentlic 
Scbrift  „Die  Scbwingungen  eines  Tragers  mit  bewegter  Li 
von  H.  Zimmermann,  Berlin  1896.  Icb  muss  freilicb  lei 
binzufiigen,  dass  diese  an  sicb  sebr  scbone  Untersucbung  dii 
die  Vernacblassigung  der  Masse  des  Tragers  sebr  an  We 
einbiisst. 

Darum,  wie  die  Scbwingungen  des  Tragers,  die  wir  un 
sucben  wollen,  urspriinglicb  angeregt  wurden,  werde  icb  m 
iiberbaupt  nicbt  kummern;  es  wird  sicb  nur  darum  bandeln, 
untersucben,  wie  sie  sicb,  nacbdem  sie  einmal  bestanden  bat 
weiterbin  fortsetzen.  Aber  aucb  dieses  Problem  bebandle 
nichtyollstandig;  icb  begniige  micb  vielmebr,  die  allerwicbtigs 
Betracbtungen,  die  sicb  dariiber  anstellen  lassen,  bier  wie< 
zugeben. 

Gegeniiber  dem  Probleme  der  scbwingenden  Saiten  best 
bier  nur  der  Unterscbied,  dass  bei  den  Saiten  der  Biegux 
widerstand  vernachlassigt  werden  kann,  so  dass  nur  die  Lar 
spannungen  in  Frage  kommen,  wabrend  bei  den  Staben 
Biegungswiderstand  die  ausscblaggebende  Bolle  spielt,  * 
dem  Hinzutreten  einer  Langszugspannung  dagegen  abgese 
werden  kann. 
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TJnter  der  gleichinassig  vertheilten  Last,  die  dem  Trager 
aufgeburdet  ist,  und  die  die  Schwingungen  mit  ihm  zusammen 
ausfuhrt,  erfahrt  der  Trager  schon  im  Ruhezustande  eine 
geringe  elastische  Durch¬ 

biegung,  die  als  Function 
der  Quersehnittsabscisse  aus 
der  Gleichung  der  elasti- 
schen  Linie  nach  bekannten 
Entwickelungen  der  Festigkeitslehre  berechnet  werden  kanm 

Diese  „statische“  Durchbiegung  ys  kiimmert  uns  hier  wenig. 
Wenn  der  Trager  sehwingt,  wird  die  gesammte  Durchbiegung 
in  einem  bestimmten  Augenblicke  you  ys  im  Allgemeinen  ver- 
scliieden  sein.  Der  Unterschied  moge  mit  y  und  die  totale 
Durchbiegung  mit  yd  oder  als  ;;dynamische^  Durchbiegung 

bezeichnet  werden.  Man  hat  also 


Vd  —  24  +  2/ 

und  in  Abb.  32  ist  dieser  Zusammenhang  noch  naher  nach- 
gewiesen.  Die  eine  Linie  soli  die  elastische  Linie  fur  den 
liuhezustand,  die  andere  die  Mittellinie  des  Stabs  in  irgend 
einem  Augenblicke  wahrend  der  Schwingung  andeuten. 

Dm  die  Aufgabe  nach  den  Methoden  der  Festigkeitslehre 
behandeln  zu  konnen;  machen  wir  you  dem  d’Alembert’schen 
Princip  Gebrauch.  Wir  konnen  Yoraussetzen7  dass  im  Wesent- 
lichen  nur  V*erschiebungen  senkrecht  zur  Stabaxe  in  Frage 
kommen  und  wollen  uns  auch  Yon  Yornherein  nur  auf  Ver- 
scbiebungen  in  der  Yertikalebene  beschranken.  Naturlich  lassen 
sich  aber  die  erlangten  Resultate  auch  auf  Horizontalschwin- 
gungen  olme  Weiteres  anwenden.  Dann  ist  die  Beschleunigung 
im  gegebenen  Augenblicke  fur  die  im  Abstande  x  Yom  linken 
Auflager  liegenden  Massentheilchen  ebenfalls  nach  abwarts  (oder 
bei  negatiyem  Yorzeichen  nach  aufwarts)  gerichtet  und  gleich 

d2y 

dt* 

zu  setzen,  Wenn  die  auf  die  Langeneinheit  bommende  Masse 
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der  Belastnng  (sammt  Eigengewicbt  des  Stabs)  mit  ^  bezeiebnet 
wird?  erbalten  wir  fur  die  Tragheitskraft,  die  wir  an  dem 
Langenelement  dx  anbringen  mussen;  um  die  Aufgabe  auf  ein 
Gleichgewichtsproblem  zuriickzuftihren, 

—  lidx  • 

Es  moge  nocb  bemerkt  werden,  dass  man  in  diesem  Aus- 
drncke  y  anch  durch  yd  ersetzen  konnte;  da  ys  der  Zeit  nacb 
constant  ist.  Es  ist  aber  bequemer,  sofort  iiberall  mit  y  zu 
recknen. 

Die  Tragbeitskrafte,  als  Lasten  an  dem  Stabe  angebracbt, 
fiibren  am  rubenden  Stabe  im  Yereine  mit  den  wirklicb  vor- 
bandenen  Lasten  zu  der  elastiscben  Durcbsenkung  yd.  Anstatt 
dessen  konnen  wir  ancb  sagen;  dass  die  Tragbeitskrafte  fiir 
sicb  genommen,  als  Lasten  am  rubenden  Stabe  eine  elastische 
Linie  hervorrufen  wiirden,  deren  Ordinaten  y  waren.  bTatiirlich 
ist  dabei  Yorausgesetzt,  dass  das  Material  des  Stabes  dem 
Hooke’scben  Gesetze  geborcbt,  dass  also  die  Proportionalitats- 
grenze  im  Verlanfe  der  Scbwingung  niemals  uberscbritten  wird. 
In  diesem  Falle  setzen  sich  aber  in  der  Tbat;  wie  aus  den 
Untersucbungen  der  Festigkeitslebre  bekannt  ist;  die  Yon  zu- 
sammengesetzten  Lastensystemen  erzeugten  Durcbbiegungen 
durcb  algebraiscbe  Summirung  aus  jenen  zusammen,  die  den 
einzelnen  Lasten  fiir  sicb  genommen  entsprecben. 

Die  Gleicbung  der  elastiscben  Linie  fiir  die  Durcbbiegungen 
y  lautet 

E®  =  —  M. 

CX“ 

Das  Biegungsmoment  M  ist  aber  bier  niclit  unmittelbar  ge™ 
geben;  wir  baben  nur  einen  Ausdruck  fiir  die  Belastung  irgend 
eines  Stab  elements  dx.  Wir  befinden  uns  also  genau  in  der- 
selben  Lage  wie  bei  den  im  6.  Abscbnitte  der  ;;Festigkeits- 
lebre“  untersucbten  Staben  auf  nacbgiebiger  TTnterlage;  wir 
mussen  daber  aucb  genau  so  Yerfabren  wie  dort.  Wir  diffe- 
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rentiiren  also  die  Gleichung  der  elastisclieii  Linie  zweimal  nach 
x  und  erhalten 

_ _ &Z. 

dx*  dx2  dx  * 


!Piir  das  Differential  dV  der  Scheerkraft,-  das  zum  Differential 
dx  der  Abscisse  gehort,  haben  wir 


dV= 


-|-  yidx 


d*y 
dt 2> 


denn  die  Tragheitskrafte  sind  nach  aufwarts  gekekrte  Lasten, 
wenn  sie  negatiy  sind  und  sie  fiihren  in  diesem  Falle  zu  einer 
Vergrosserung  der  Scheerkraft,  die  nach.  oben  hin  positiy  ge- 
rechnet  wird.  Die  yorhergehende  Gleichung  geht  hiermit 
uber  in 


E® 


c*y 

dx* 


(126) 


Das  ist  die  Differentialgleichung  unseres  Problems.  Sie 
ist  eine  partielle  Differentialgleichung,  in  deren  allgenieine 
Losung  daher  willkiirliche  Functionen  eintreten  miissen.  Die 
Schwingungen  des  Stabes  konnen  daher  yon  sehr  mannichfaltiger 
Art  sein.  Das  kann  auch  nicht  iiberraschen,  wenn  wir  be- 
denken,  dass  die  Gestalt  des  Stabes  zu  Anfang  ganz  willkiirlich 
gegeben  sein  kann  und  dass  auch  die  anfanglichen  Geschwindig- 
keiten  ganz  beliebige  stetige  Functionen  der  Querschnittsabscisse 
x  sein  konnen.  Jedem  anderen  Anfangszustande  miissen  aber 
in  der  Folge  auch  andere  Schwingungen  entsprechen. 

Unter  diesen  Umstanden  sucht  man  zunachst  partikulare 
Losungen  der  Gleichung  yon  moglichst  einfacher  Form.  Man 
gelangt  dadurch  zur  Kenntniss  besonderer  moglicher  Schwin¬ 
gungen  und  aus  einer  Combination  der  einzeln  als  moglich 
erkannten  Schwingungen  sucht  man  die  allgemeine  Losung 
oder  die  zu  gegebenen  Anfangsbedingungen  gehorige  Losung 
zusammenzusetzen.  Das  Zusammensetzen  der  einzelnen  Losungen 
wird  mathematisch  gesprochen  dadurch  ermoglicht,  dass  die 
Differentialgleichung  linear  ist,  oder  physikalisch  gesprochen 
dadurch,  dass  sich  die  Schwingungen  zu  superponiren  yer- 
•mogen,  so  dass  eine  die  andere  nicht  stort. 
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Die  einfachste  Losung  yon  Gl.  (126)  ist  von  der  Form 
y  =  A  sin  ax  sin  /3 1 .  (127) 

Yon  den  hierbei  yorkommenden  Constanten  ist  indessen  nnr  A 
wiUkiirlich;  es  giebt  den  grossten  Ausschlag  an,  der  an  irgend 
einer  Stelle  nnd  zn  irgend  einer  Zeit  yorkommt.  Zwiscben  den 
anderen  O.onstanten  a  nnd  /3  muss  zunachst  eine  Bedingungs- 
gleichnng  erfiillt  sein,  damit  GL  (127)  wirklich  eine  Losung  yon 
Gl.  (126)  darstelle.  Setzt  man  namlich  den  fur  y  yorgeschlagenen 
Wertb  in  Gl.  (126)  ein;  so  gebt  sie  nacb  Wegheben  gleicber 
Faktoren  anf  beiden  Seiten  iiber  in 

J5@a4  =  ^/32.  (128) 

Ausserdem  muss  a  aucb  so  gewahlt  werden,  dass  die 
Grenzbedingnngen  an  -den  Enden  erfiillt  werden.  Fur  x  =  0 
ist  y  nacb  Gl.  (127)  scbon  yon  selbst  gleicb  Null;  ausserdem 
muss  aber  y  auch  fur  x  =  l  zu  jeder  Zeit  gleich  Null  bleiben. 
Hiemacb  muss  der  Winkel  al  entweder  gleich  %  oder  2it  oder 
uberhaupt  gleich  irgend  einem  ganzen  Vielfacben  yon  %  sein. 
Je  nachdem  man  sich  fur  die  eine  oder  die  andere  Amaabme 
entscheidet,  erhalt  man  yerscbiedene  Schwingungsbewegungen 

des  Stabes.  Jene,  die  zum  Werthe  a  =  ~  gehort,  wird  die 

Grundscbwingung  des  Stabes  genannt.  Es  ist  jene,  die  dem 
tiefsten  Tone  der  yon  dem  schwingenden  Stabe  ausgesendeten 
Scballwellen  entspricbt.  Fur  hat  man  'damn  nach  Gl.  (128) 

und  Gl.  (127)  nimmt  fiir  die  Grundschwingung  die  bestimmtere 
Form  an 

y  =  A  sin  ~y  sm  t  y  — —  •  (129) 

Wahrend  der  Dauer  einer  yollen  Schwingung  wachst  der  Winkel 
/ U  um  an;  fiir  die  Schwingungs dauer  T  hat  man  daher 
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Wablt  man  a  gleicb  einem  Vielfacben  yon  -y,  so  treten  nach 

Gl.  (127)  Scbwingungsknoten  auf,  d.  h.  es  giebt  Punkte,  die 
die  ganze  Stablange  in  gleiche  Abscbnitte  eintbeilen  und  die 
wahrend  der  S cbwingungsb ewegung  fortwahrend  in  Rube  bleiben. 
Die  dazwiscben  liegenden  Abscbnitte  deformiren  sicb,  so  wie 
im  yorigen  Falle  der  ganze  Stab,  nacb  dem  Gesetze  einer 
Sinuscurye;  sie  bilden  die  zwiscben  den  Knoten  liegenden 

,,Scbwingungsbaucbe“.  Setzt  man  z.  B.  a  =  2  y ,  so  bat  man 

einen  Scbwingungsknoten  in  der  Mitte,  denn  fur  x  —  wird 

ccx  zn  7t  und  der  Sinus  zu  Null.  Die  Stabmittellinie  zerfallt 
beim  Scbwingen  in  zwei  Scbwingungsbaucbe.  Wenn  a  auf 
das  Doppelte  wacbst,  steigt  /3  nacb  Grl.  (128)  auf  das  Vierfacbe. 
Die  Scbwingungsdauer  betragt  daher  bei  dieser  Scbwingung 
nur  den  yierten  Theil  yon  der  Schwingungsdauer  der  Grund- 
scbwingung.  Je  mebr  Bauche  der  Stab  bei  den  einfacben 
Sinusscbwingungen  bildet,  desto  kleiner  ist  die  Scbwingungs¬ 
dauer  und  um  so  bober  ist  daber  der  Ton  der  yon  dem  Stabe 
ausgesendeten  Scballwellen.  Man  nennt  diese  Tone  die  „Ober- 
tone“  des  schwingenden  Stabs  im  Gegensatze  zu  dem  yon  der 
Grundscbwingung  ausgebenden  ;;Grundtone“. 

In  je  mebr  Abschnitte  die  ganze  Stablange  durcb  die 
Scbwingungsknoten  zerlegt  ist,  um  so  kleinere  Scbwingungs- 
amplituden  A  sind  nocb  mit  einem  gewissen  Krummungsradius 
yon  gegebener  Grosse  oder  aucb  mit  einer  gegebenen  Form- 
anderungsarbeit ,  des  Stabes  moglich.  Die  Grundscbwingung 
yermag  daber  scbon  zu  grossen  Ausschlagen  zu  fiibren,  obne 
dass  etwa  die  Proportionalitatsgrenze  scbon  bald  erreicbt  ware, 
oder  obne  dass  eine  besonders  grosse  Arbeit  ausserer  Krafte 
zur  Herstellung  der  Scbwingungen  und  der  dazu  geborigen 
Formanderungen  aufgewendet  werden  musste.  Je  bober  aber 
die  Scbwingungszahlen  der  Oberscbwingungen  liegen,  um  so 
kleiner  miissen  notbwendig  die  Scbwingungen  scbon  dessbalb 
bleiben,  weil  sonst  die  Proportionalitatsgrenze  uberscbritten 
und  damit  die  Scbwingungen  sofort  gedampft  wiirden  und  zu- 
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gleicli  auch  weil  eine  viel  grossere  Arbeit  zu  ihrer  Erregung 
bei  gleicber  Amplitude  aufgewendet  werden  miisste.  Ausserdem 
werden  die  S chwingungen  aucb  an  sick  scbon  um  so  starker 
gedampft,  je  scbneller  sie  erfolgen,  da  der  Luftwiderstand  mit 
der  Geschwindigkeit  wachst.  Von  der  Schwingungsamplitude 
liangt  aber  die  Schallstarke  der  von  dem  schwingenden  Stab 
auf  die  Luft  ubergehenden  Scballwellen  ab  und  man  erkeunt 
daher,  dass  sich'  der  Grundton  bei  beliebiger  Erregung  der 
S  chwingungen  im  Allgemeinen  am  starksten  bemerkbar  macben 
wird  und  jeder  Oberton  um  so  weniger,  je  hoher  er  liegt. 

§  27.  Schwingungen  von  schnell  umlaufenden  schwanken. 

Wellen.  (Laval’sclie  Turbinenwelle.) 

Solange  die  Mittellinie  einer  Welle  eine  freie  Axe  des  aus 
ibr  und  den  darauf  sitzenden  Radern  u.  dgl.  bestebenden  roti- 
renden  Korpers  bleibt,  liegt  kein  Grund  zur  Beftircbtung  vor, 
dass  die  Welle  eine  schadliche  Beansprucbung  durcb  eine  bobe 
Umlaufsgeschwindigkeit  erfabren  konne.  Nun  ist  es  aber  zu- 
nacbst  sebr  schwer,  die  genannte  Bedingung  genau  genug  zu 
erfiillen;  man  kann  es  aucb  bei  genauester  Centrirung  nicht 
erreichen,  dass  die  Umdrebungsaxe  wirklich  durcb  den  Scbwer- 
punkt  des  rotirenden  Korpers  geht,  wenn  sich  die  Abweichung 
vielleicht  aucb  nur  auf  kleine  Brucbtbeile  eines  Millimeters 
beschrankt.  Nocb  schwerer  ist  es  haufig,  die  Umdrebungsaxe 
in  die  Ricbtung  der  Haupttragheitsaxe  zu  legen.  Ausserdem 
ist  man  aber,  selbst  wenn  die  beiden  Bedingungen  anfanglich 
vollstandig  erfiillt  waren,  im  Zweifel  dariiber,  ob  sie  aucb 
wahrend  des  Ganges  *der  Maschine,  bei  der  sicb  zufallige  Er- 
scbiitterungen  nicbt  vermeiden  lassen,  dauemd  erfiillt  bleiben 
werden. 

Solange  die  Geschwindigkeiten  nicht  allzugross  wurden, 
geniigte  es,  durcb  moglicbst  genaue  Centrirung  die  freie  Axe 
so  gut  als  moglicb  mit  der  Wellenmittellinie  zusammen  fallen 
zu  lassen.  Die  Welle  wurde  bierbei  steif  genug  construirt,. 
um  ibr  die  Uebertragung  der  zur  Aufrecbterbaltung  der  Um¬ 
drebungsaxe  wegen  der  unvermeidlichen  Abweichung  von  der 
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Haupttragheitsaxe  erforderlichen  Zwangskrafte  unbesorgt  zu- 
muthen  zu  konnen.  Dieses  Verfahren  musste  aber  versagen,. 
sobald  die  Umlaufsgeschwindigkeiten  uber  ein  gewisses  Maass 
binaus  wuchsen;  denn  die  Zwangskrafte  wacbsen  mit  dem 
Quadrate  der  Greschwindigkeit  nnd  beim  Uebergange  zur  zehn- 
fachen  Grescbwindigkeit  batte  man  daber  scbon  mit  einem 
100-facben  Biegungsmomente  der  Zwangskrafte  zu  rechnen,, 
das  Yon  der  Welle  tibertragen  werden  musste.  In  der  That 
bat  man  friiber  ofters  Rechnungen  daruber  angestellt,  welcbe 
Grescbwindigkeiten  hochstens  erreicbt  werden  konnten;  man 
setzte  dabei  genaueste  Centrirung  voraus,  beachtete  aber;  dass 
eine  kleine  Erscbiitterung  scbon  geniigt;  den  Schwerpunkt  ein 
wenig  aus  der  Mittellinie  der  Welle  zu  entfernen.  Die  hier- 
mit  heryorgerufene  Centrifugalkraft  sucbt  dann  die  zufallig 
entstandene  kleine  Ausbiegung  nocb  weiter  zu  yergrossern 
und  je  mehr  diese  wacbst,  wacbst  aucb  die  Centrifugalkraft. 
Es  war  biermit  genau  wie  bei  der  Knickfestigkeit  und  die 
Rechnung  schloss;  wie  bei  dieser,  damit  ab?  dass  bei  gegebener 
Lange,  bei  gegebener  Last  und  gegebenem  Querschnitte  eine 
gewisse  Geschwindigkeit  (der  Euler’scben  Knicklast  entspre- 
cbend)  nicbt  erreicbt  werden  durfe,  um  trotz  anfanglicb  ge- 
nauester  Centrirung  ein  Ausweicben  und  biermit  eine  Zerstorung 
der  Welle  zu  yermeiden. 

Betrachtungen  dieser  Art  fiihrten  zu  yerhaltnissmassig 
niedrigen  gefahrlicben  Umlaufszablen,  die  beute  tbatsacblicb 
nicbt  nur  erreicbt,  sondern  nocb  weit  uberschritten  sind.  Diese 
Betrachtungen  waren  in  einem  sehr  wesentlicben  Punkte  un- 
genau  und  fiihrten  daber  zu  ganz  falscben  Resultaten:  man 
batte  namlich  nicbt  auf  die  Schwingungen  geacbtet,  die  sofort 
entsteben  miissen,  wenn  sicb  die  scknell  rotirende  Welle  etwas 
ausbiegt.  Der  scbwediscbe  Ingenieur  de  Layal  war  der  Erste, 
der  durcb  praktische  Versuche  nacbwies,  dass  man  eine  Welle 
yiel  scbneller  umlaufen  lassen  kann,  als  man  es  friiher  fur 
moglicb  bielt.  Anstatt  die  Welle  so  stark  zu  macben,  dass 
sie  die  Umdrehung  um  ibre  Mittellinie  trotz  nicbt  yollig  ge- 
nauer  Centrirung  erzwingen  konnte,  machte  er  sie  umgekehrt 
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yiel  schwacher;  er  yerzichtete  damit  auf  die  yollstandige  Be- 
herrschung  des  rotirenden  Korpers  durch  die  Welle,  liess  ibm 
yielmehr  die  Moglichkeit,  sich  leicht  ein  wenig  in  der  Rich- 
tiing  qner  znr  Welle  zu  yerschieben  oder  sich  auch  ein  wenig 
dagegen  zn  drehen. 

Als  die  Layal’schen  Yersuchsergebnisse  bekannt  wurden, 
sties  sen  sie  anfanglich  iiberall  anf  Unglanben.  Kachdem  aber 
der  experimented  Nachweis  ihrer  Ricbtigkeit  aucb  die  hart- 
nackigsten  Zweifler  iiberzeugt  hatte,  begann  man  mit  Erkla- 
rungsyersuchen,  die  oft  ganz  yerfeblt  waren.  Man  spracb  yon 
der  ,,Selbsteinstellnng“  eines  rotirenden  Korpers  in  die  freie 
Axe  nnd  that  dabei  so,  als  wenn  jeder  sick  selbst  iiberlassene 
Korper  mit  der  Zeit  seine  Rotationsaxe  in  die  benachbarte 
freie  Axe  yerlege.  Diese  yiel  nacbgesprocbene  Phrase  bewies 
nur,  dass  ihre  TJrheber  nnd  ihre  Yerbreiter  eine  ganz  falsche 
Yorstellung  yon  der  Dynamik  des  sich  selbst  iiberlassenen 
Korpers  hatten. 

Wie  die  Theorie  des  Vorganges  zn  fassen  ist,  um  einer- 
seits  in  Uebereinstimmnng  mit  den  allgemein  giiltigen  Satzen 
der  Mechanik  zn  bleiben  nnd  andererseits  dnrch  passende  Yer- 
einfachnngen  zn  beqnem  anwendbaren  Formeln  nnd  Regeln  zn 
gelangen,  die  sich  in  hinreichender  Uebereinstimmnng  mit  den 
thatsachlichen  Beobachtnngen  befinden,  habe  ich  selbst  gezeigt 
nnd  ich  werde  diese  Theorie  hier  wiederholen.  Dass  sich  meine 
Losung  mit  dem  wirklich  beobachteten  Yorgange  so  weit  deckt, 
als  die  Grenanigkeit  der  Beobachtnng  iiberhaupt  zu  reichen 
yermag,  ist  dnrch  ein|  besondere  Experimentalnntersnchung 
bewiesen  worden,  die  Herr  Professor  Lndw.  Klein,  der  da- 
mals  Assistent  nnserer  Hochschnle  war,  in  meinem  Labora- 
torium  ausfuhrte. 

Zunachst  mache  ich  darauf  anfmerksam,  dass  ein  geringer 
Richtnngsnnterschied  zwischen  der  Rotationsaxe  nnd  der  Haupt- 
tragheitsaxe  des  rotirenden  Korpers  nicht  yiel  Bedeutnng  hat, 
wenn  die  Welle  sehr  biegsam  ist.  Man  kann  sich  dayon 
sowohl  anf  Grrund  des  Flachensatzes  wie  mit  Hulfe  des  d’Alem- 
bert’schen  Princips  iiberzeugen.  Ich  wahle  den  letzten  Weg. 
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In  Abb.  33  sei  AB  die  zunachst  gradlinig  gedacbte  Mittel- 
linie  der  Welle  und  DE  die  dayon  ein  wenig  abweicbende- 
Haupttragheitsaxe  des  rotirenden  Korpers.  Wenn  der  Korper 
mit  constanter  Greschwindigkeit 
um  AB  rotirt,  reduciren  sich 
die  Tragheitskrafte  auf  Centri- 
fugalkraffce,  die  mit  C  bezeich-  ^ 

net  nnd  in  Abb.  33  eingetragen  _ 

sind.  Wir  konnen  jetzt  den 
Korper  und  die  Welle  im  Ruhe- 
ziustande  betracbten  und  finden, 
dass  die  C entrifngalkraft e  G  ein 
.Kraftepaar  bilden,  das  eine  Yer- 
biegung  der  Welle  berbeifukrt. 

Diese  Verbiegung  erfolgt  aber  in  solcbem  Sinne,  dass  sicb  die 
Hauptaxe  DE  der  Yerbindungslinie  AJB  der  Zapfenmittelpunkte 
-der  die  Welle  stiitzenden  Lager  nahert.  Die  urspriinglicb  yor- 
bandene  Abweicbung  zwischen  DE  und  AB  gleicbt  sicb  dem- 
nach  zum  Tbeile  yon  selbst  aus  und  zwar  um  so  mehr,  je 
biegsamer  die  Welle  ist  und  zugleicb  je  mebr  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeit  wacbst,  denn  mit  dieser  wachst  aucb  das  Mo¬ 
ment  des  Kraftepaars  der  Centrifugalkrafte.  Allerdings  kann 
DE  hierdurcb  nicbt  yollstandig  zum  Zusammenfallen  mit  AB 
gebracbt  werden,  da  immer  nocb  ein  Moment  der  Centrifugal¬ 
krafte  zuriickbleiben  muss,  das  die  erforderlicbe  Yerbiegung 
der  Welle  aufrecbt  erbalt.  Die  Folge  dayon  wird  eine  Kreisel- 
bewegung  des  rotirenden  Korpers  yon  der  Art  der  pseudo- 
regularen  Pracession  sein.  Wenn  man  scbon  beim  Aufkeilen 
des  rotirenden  Korpers  darauf  achtete,  den  anfanglichen  Rich- 
tungsunterscbied  zwischen  DE  und  AB  so  gering  zu  machen, 
dass  die  Welle  sicb  leicbt  um  so  yiel  yerbiegen  kann,  als  er  aus- 
macht,  so  kann  diese  Pracessionsbewegung  niemals  fur  sicb  zu 
grossen  Wellenyerbiegungen  und  zu  einer  Grefahx  des  Brucbes 
fiihren.  Icb  kann  daher  weiterhin  yon  dieser  Erscbeinung  ganz 
abseben  und  die  Aufgabe  so  behandeln,  als  wenn  tiberhaupt 
kein  Ricbtungsunterscbied  zwischen  DE  und  AB  yorkame. 

P5ppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  16 
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Abb.  34. 


Ganz’  anders  ges'taltet  Sick  die  Betracktung,  wenn  wir 
annekmen,  die  Wenenmittellinie  AB  geke  nickt  genau  durck. 
den  Schwerpunkt  des  rotirenden  Korpers.  Auck  hier  denken 
j  wir  nns  den  Korper  nnter  Einfiikrung- 

der  Tragkeitskrafte  znr  Ruke  gebrackt.. 
In  Abb.  34  gebe  S  die  augenblickliche- 
Lage  des  Sckwerpunktes  an.  Die  Centri- 
t  fagalkrafte  geben  dann  eine  Resultirende,. 
die  S  von  AB  zu  .entfernen  sncbt.  Efier- 
durcb  entstekt  eine  Biegung  der  Welle,., 
durch  die  die  Excentricitat  e  yergrossert.' 
wird.  Gerade  anf  Grand  dieser  Ueber- 
legung  scbloss  man  friiher,  dass  eine 
gewisse  grosste  Winkelgeschwindigkeit 
iiberbaupt  nicbt  ubersckritten  werden  konnte,  ohne  eine  danernde 
Verbiegung  oder  den  Brack  der  Welle  und  ein  Heraussckleu- 
dern  des  rotirenden  Korpers  kerbeizufiikren. 

Die  Erfakrang  lekrt  indessen,  dass  bei  wacksender  Ge- 
sckwindigkeit  ein  absicktlick  etwas  excentrisck  aufgekeiltes- 
Rad  zunackst  in  der  Tkat  in  U eb  er eins tinunung  mit  der 
voransgekenden  Betracktung  zu  immer  starkeren  Biegnngen 
der  WeUe  fiihrt  und  daker  immer  starker  schleudert.  Das  gilt, 
aber  nnr  bis  zn  einer  gewissen  Grenze.  An  dieser  wird  das 
Sckleudem  so  stark,  dass  die  Welle,  wie  man  es  friiker  sckon 
yorausgeseken  katte,  ganz  yerbogen  oder  zerbrochen  werden 
miisste,  wenn  sie  nickt  dnrck  eine  Fiikrung,  die  sie  nmgiebt,. 
an  starkeren  Formanderungen  yerkindert  wiirde.  Die  Welle 
stosst  nun  bei  der  fraglicken  Gesckwindigkeit,  die  als  ikre 
kritiscke  Gesckwindigkeit  bezeicknet  werden  soil,  gegen 
die  Fukrungen,  kat  einen  stark  unregelmassigen  Gang,  yer- 
brauckt  wegen  der  Reibung  und  der  Stosse  gegen  die  sie- 
ringartig  umgebende  Fulirung  yiel  Arbeit  und  yersetzt  den 
ganzen  Apparat  in  starke  Ersckutterungen.  Bei  der  kritischen 
Gesckwindigkeit  liesse  sick  in  der  Tkat  trotz  des  Auskunfts- 
mittels  der  ,,Fukrung“,  das  sckliesslick  auf  eine  zeitweilige 
Herabsetzung  der  freien  Lange  der  Welle  kinauskommt,  keiir 
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geordneter  Maschinenbetrieb  aufrecht  erhalten.  Sowie  man 
aber  nun  die  Gescbwindigkeit  der  Welle  nocb  weiter  steigert, 
bemerbt  man,  dass  die  Welle  anfangt,  wieder  rubiger  zu  laufen 
und  wenn  die  Gescbwindigkeit  gross  genug  geworden  ist,  lauft 
sie  rubiger  als  jemals  Yorber.  Man  kann  die  Fiibrung  jetzt 
yollst’andig  entfemen  und  bemerkt,  dass  selbst  aussere  Stosse 
zn  keinen  grossen  Ausschlagen  der  Welle  mebr  fiibren.  Schaltet 
man  bierauf  den  Antrieb  aus  und  iiberlasst  den  rotirenden 
Korper  sicb  selbst,  so  lauft  die  Welle  anfanglich  rubig  weiter; 
sobald  sicb  aber  in  Folge  der  Reibungen  u.  s.  f.  die  Ge¬ 
scbwindigkeit  so  weit  vermindert  hat,  dass  sie  sicb  wieder  der 
kritiscben  nahert,  treten  wieder  starkere  Scbwingungen  ein 
und  es  wird  Zeit,  dass  man  yon  Neuem  eine  Ftihrung  oder 
iiberbaupt  irgend  eine  Sicberung  gegen  zu  grosse  Ausschlage 
der  Welle  anbringt,  um  ein  Herausschleudem  zu  verbiiten. 
Die  als  Fiibrung  bezeichnete  Scbutzyorkebrung  ist  daber  immer 
nur  fiir  das  TJeberschreiten  der  kritiscben  Gescbwindigkeit,  sei 
es  im  einen  oder  im  anderen  Sinne  erforderlicb.  Yorber  und 
nacbher  lauft  die  Welle  ganz  frei  und  sicber. 

Ausserdem  zeigt  aucb  die  Erfabrung,  dass  man  die  Welle 
selbst  ohne  Benutzung  einer  Scbutzyorkebrung  der  genannten 
Art  zu  regelmassigen  Umlaufen  ohne  grosse  Scbwingungen 
bringen  kann,  wenn  man  sie  nur  schnell*  genug  in  sehr  grosse 
Umdrehungsgeschwindigkeit  yersetzt.  Dazu  muss  man  natiir- 
lich  nacb  Art  eines  „Drehstosses“  ein  sebr  grosses  Kraftepaar 
auf  sie  einwirken  lassen,  das  ibr  scbon  nacb  ganz  kurzer 
Zeit  die  erforderliche  Umdrebungsgescbwindigkeit  zu  ertbeilen 
yermag. 

Icb  babe  die  Bescbreibung  dieser  Erfahrungen  yoraus- 
gescbickt,  weil  sicb  aucb  die  tbeoretiscbe  Erklarung  erst  an 
sie  ankniipfte.  Es  ist  zwar  moglich,  aber  nicbt  wabrscbeinlicb, 
dass  man  auf  tbeoretiscbem  Wege  zur  Erkenntniss  der  Mog- 
licbkeit  gekommen  ware,  eine  Welle  iiber  ibrer  kritischen  -  Ge-1 
scbwindigkeit  laufen  zu  lassen,  wenn  die  Erfabrung  nicbt  den 
Weg  dazu  gewiesen  hatte.  Es  ware  aber  yerfehlt,  wenn  man! 
die  erst  nachtraglich  gefundene  Theorie  des  Yorgang^  darum 

16* 
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geringscbatzig  beurtbeilen  wollte.  Solange  man  sicli  nicbt 
tbeoretiscb  Recbensebaft  iiber  diesen  zu  geben  yermocbte,  be- 
sass  man  nrcbts  als  einige  yereinzelte  Erfabrungen,  iiber  deren 
Zusammenhang  man  so  wenig  ausznsagen  yermocbte,  als  iiber 
die  Bedingungen,  nnter  denen  die  gesebenen  Erscbeinungen 
stets  sicber  zu  erwarten  seien.  Erst  durcb  die  theoretische 
Bearbeitung  wurden  die  vereinzelten  Erfabrungen  zu  einem 
woblgeordneten  Bilde  yereinigt,  aus  dem  sich  erkennen  lasst} 
warum  und  unter  welcben  XJmstanden  so  bobe  TJmlaufs- 
gescbwindigkeiten  zulassig  sind. 

Icb  beginne  zunacbst  mit  der  Erklarung  der  zuletzt  be- 
scbriebenen  Erscbeinung?  bei  der  die  Welle  in  sebr  kurzer 
Zeit  in  eine  Grescbwindigkeit  yersetzt  wird,  die  iiber  der  kriti- 

©scben  liegt.  In  Abb.  35  sei  durcb  den 
ausseren  Kreis  der  Umriss  des  auf  der 
biegsamen  Welle  sitzenden  Rades  in  der 
Anfangslage  angegeben.  Die  Zeicbenebene 
stebt  senkrecbt  anf  der  Mittellinie  der 
Welle  in  der  Rubelage,  oder  wie  wir  sagen 
wollen,  senkrecbt  anf  der  Y erb indung slinie 

AilIdId  35  *  ^ 

der  Zapfenmittelpunkte  der  Welle,  die  sicb 
in  0  projiciren  moge.  Der  Wellenquerscbnitt  ist  in  der  Zeicb- 
nung  nicbt  angegeben.  Der  Scbwerpunkt  des  rotirenden  Korpers 
soli  anfanglicb  in  S  liegen.  Die  Strecke  OS  giebt  also  die 
Excentricitat  e  an;  sie  ist  der  Deutlichkeit  wegen  in  der 
Zeicbnung  yiel  grosser  angegeben,  als  sie  in  Wirklicbkeit  zu 
erwarten  sein  wird. 

N"un  moge  die  Welle  und  mit  ibr  das  Rad  in  schnelle 
Umdrebung  yersetzt  werden.  Das  Kraftepaar,  das  wir  bierzn 
am  Rade  angreifen  lassen  miissen,  wird  durcb  die  auf  Torsion 
beansprucbte  Welle  auf  das  Rad  iibertragen.  Nun  wissen  wir 
aber,  dass  ein  Kraftepaar  stets  nur  eine  Drebung  um  eine 
durcb  den'  Scbwerpunkt  gebende  Axe,  aber  keine  Yerscbiebung 
des  Scbwerpunkts  berbeizufubren  yermag.  Das  Rad  wird  also, 
sobald  wir  durcb  Torsion  der  Welle  drebend  auf  es  ein- 
zuwirken  beginnen,  nicbt  eine  Drehung  um  0,  sondem  eine 


§  27.  Schwingungen'  von  schneli  umlaufenden  schwanken  Wellen.  245 

Drehung  urn  &  auszufuhren  suchen.  Da  die  Welle  liinrei- 
chend  biegsam  sein  sollte,  wird.  es  daran  auch  nicht  merklich 
gehindert.  Wenn  die  Welle  gar  keine  Biegungssteifigkeit 
hatte,  konute  sogar  dauernd  uberhaupt  nur  eine  Drebung  um 
S  erfolgen.  Der  Befestigungspunkt  der  Welle,  der  ursprung- 
licb  mit  0  zusammenfiel,  miisste  dann  einen  Kreis  um  S  be- 
schreiben,  der  in  die  Abbildung  punktirt  eingetragen  ist. 
Granz  obne  Biegungswiderstand  durfen  wir  die  Welle  freilicb 
nicht  voraussetzen.  Denken  wir  uns  also  den  Befestigmngs- 
punkt  des  Rades  auf  der  Welle  in  seiner  kreisformigen  Bahn 
nm  den  Schwerpunkt  S  etwa  nacb.  A  gelangt,  so  ist  OA  der 
Biegnngspfeil  der  Welle  und  wegen  der  Biegung  wird  die 
Welle  aasser  dem  Kraftepaare,  das  die  Umdrehung  herbeifuhrt, 
auch  noch  eine  Kraft  auf  das  Rad  ubertragen,  die  A  nach  0 
zuruckzufiihren  sucht.  Erst  diese  Kraft  wird  nun  auch.  eine 
Bewegung  des  Schwerpunktes  S  yeranlassen.  Wir  mussten 
uns  aber  ohnehin  vorstellen,  dass  das'  Rad  sehr  schneli  in 
Umdrehung  versetzt  werden  sollte  und  konnen  daher  an- 
nehmen,  dass  das  diese  Umdrehung  bewirkende  Kraftepaar  so 
gross  ist,  dass  es  das  Rad  schon  mehrmals  umgedreht  hat, 
bevor  die  durch  die  Biegungselasticitat  heryorgerufene  Kraft 
den  Schwerpunkt  merklich  yon  seiner  Stelle  riicken  konnte. 
Wie  gross  das  Kraftepaar  hierzu  sein  miisste,  liesse  sich  leicht 
ausrechnen ;  wir  konnen  aber  darauf  verzichten,  da  es  sich  jetzt 
nur  um  eine  qualitative  Untersuchung  handelt  und  man  sich 
das  Kraftepaar  jedenfalls  immer  gross  genug  vorstellen  kann, 
um  die  gestellte  Bedingung  zu  ’erfullem 

Nach  dem  Satze  vom  Antriebe  ist  die  Bewegungsgrosse^ 
die  das  Rad  wegen  der  Schwerpunktsbewegung  wahrend  eines 
Umlaufs  erlangt,  gleich  dem  Zeitintegrale  der  Biegungskraft. 
Ausserdem  kann  dieses  Zeitintegral  gleich  der  Dauer  eines 
Umlaufs  multiplicixt  mit  dem  graphischen  Mittelwerthe  der 
Biegungskraft  wahrend  eines  Umlaufs  gesetzt  werden.  Wir 
wollen  uns  daher  uberlegen,  welche  Richtung  diesem  Mittelwerthe 
zukommt.  In  Abb.  36  (s.  S.  246)  ist  der  Kreis,  den  A  in  Abb.  35 
beschrieb,  vergrossert  herausgezeichnet.  A  fallt  der.Reihe  nach 
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-mit  0,  At  A2  u.  s.  f.  zusammen,  um  dann  wieder  nacb  0  zu 
gelangen.  In  jedem  Augenblicke  ist  die  von  der  gebogenen 
Welle  auf  das  Rad  ubertragene  „Biegungskraft“  von  A  aus 

nacb  0  zu  gericbtet;  ansserdem  ist 
die  Grosse  der  Kraft  der  Sebne  AO, 
d.  b.  dem  Biegungspfeile,  proportional. 
Jedem  Punkte  At  auf  der  oberen 
Halfte  des  Kreises  entspricbt  ein  zum 
Durcbmesser  dnrcb  0  symmetriscb 
liegender  .Punkt  A5  auf  der  unteren 
Halfte.  Die  durcb  die  Sebnen  Ax0 
und  A50  dargestellten  Biegungskrafte 
baben  gleicbe  und  gleicbgericbtete  borizontale,  aber  entgegen- 
gesetzt '  gericbtete  Vertikalcomponenten.  Solange  der  Punkt  A 
die  obere.  Halfte  des  Kreises  durcblauft,  wird  der  Scbwerpunkt 
nacb  links  und  zugleicb  nacb  ab warts  bescbleunigt;  durcblauft 
A  die  untere  Kreisbalfte,  so  wird  S  immer  nocb  nacb  links, 
aber  jetzt  zugleicb  nacb  aufwarts  bescbleunigt.  Nun  durcb¬ 
lauft.  freilicb  A  den  Kreis  nicbt  gleicbformig,  sondern  be¬ 
scbleunigt.  Wir  wollen  aber,  um  nicbt  zu  weitlaufig  zu  werden, 
von  diesem  Umstande  jetzt  abseben.  Dann  konnen  wir  sagen, 
.dass  der  Mittelwertb  der  Biegungskraft  fur  einen  ganzen  ITm- 
lauf  im  Allgemeinen  nacb  links  bin  gericbtet  ist.  Jedenfalls 
erkennen  wir  daraus,’  dass  sicb  im  Mittel  S  nacb  0  bin  ver- 
scbieben  muss  und  nicbt  nacb  aussen  bin.  Das  ist  es  aber, 
worauf  es  ankommt. . 

Nebmen  wir  nun  an,  S  sei  nacb  einigen  Umlaufen  so  nabe 
,an  0  bin  geruckt,  dass  es  als  mit  0  zusammenfallend  be- 
tracbtet  werden  kann,  so  wird  nacbber  A  einen  Kreis  um  0 
bescbreiben,  dessen  Halbmesser  gleicb  der  Excentricitat  e  oder 
gleicb  der  Strecke  OS  in  der  Anfangslage  ist.  Die  Biegungs¬ 
kraft  wirkt  dann  wabrend  eines  Umlaufs  der  Reibe  nacb  von 
alien  moglicben  Ricbtungen  ber  mit  stets  gleicber  Starke  auf 
das  Rad  ein  und  'J'tydt  fur  einen  Umlauf  wird  zu  Null.  Der 
Scbwerpunkt  vermag.  also  spaterbin  dauernd  in  der  Nabe  von 
0  zu  bleiben.  .  Die  .anfanglicbe  Excentricitat  ist  durcb  die 
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geringe  Ausbiegung  der  Welle  ausgeglichen  und  das  Rad  hat 
sich,  wenn  man  so  will,  von  selbst  so  eingestellt,  dass  es  nm 
eine  freie  Axe  rotirt. 

Bei  dieser  Betrachtung  wird  man  freilich  einen  Nachweis 
-dafur  vermissen,  dass  diese  Bewegung  nnn  auch  eine  -stabile 
Bewegung  ist,  d.  h,  man  sieht  wohl  leicbt  ein,  dass  die  Be¬ 
wegung  so  wie  bescbrieben  weiter  gehen  kann;  aber  es  bleibt 
szweifelhaft,  ob  nicbt  etwa  dnrcb  einen  zufalligen  Stoss  von 
.aussen  her,  der  den  Schwerpnnkt  S  etwas  ans  der  Nate  von 
0  verruckt,  der  ganze  Charakter  der  Bewegung  geandert  und 
das  Rad  scbliesslicb  dock  nock  abgesckleudert  werden  konnte. 
Um  uns  hieriiber  Grewissheit  zu  verschaffen,  mussen  wir  nun 
nock  in  eine  genauere  quantitative  Untersuckung  der  Bewegung  . 
•eintreten. 

Hierbei  nekme  ick  an,  dass  der  Anfangszustand  des  be- 
reits  in  sckneller  Rotation  begriffenen  Rades  beliebig  gegeben 
sei  und  dass  es  kierauf  okne  aussere  Einwirkung  sick  selbst 
iiberlassen  werde.  Ick  nekme  also  mit  anderen  Worten  an, ' 
dass  von  der  Welle  nur  noch  ein  Torsionsmoment  von  solcker 
Grrosse  und  solckem  Sinne  auf  das  Rad  ubertragen  werde,  um 
die  Rotation  auf  gleicker  Hohe  zu  erkalten,  also  um  entweder 
die  Bewegungswiderstande  aufzukeben  oder  um  (bei  einem 
Turbinenrade)  die  femere  Besckleunigung  durck  die  daran 
angreifenden  ausseren  Krafte  zu  verhindern.  Ausserdem  soil 
auck  das  Grewicht  des  Rades  nickt  in  Berucksichtigung  ge- 
zogen  werden.  Man  kann  sick  dessen  Einfluss  etwa  dadurch 
beseitigt  denken,  dass  die  Welle,  um  die  das  Rad  rotirt,  loth- 
reckt  steht;  im  Uebrigen  ist  aber  das  Eigengewickt  des  Rades 
auck  so  gering  gegenuber  den  gewaltigen  Centrifugalkraften, 
die  bei  merklichen  Excentricitaten  und  bei  den  grossen  Gre- 
schwindigkeiten,  um  die  es  sick  kier  kandelt,  vorkommen,  dass 
es  oknekin  keine  grosse  Rolle  spielt.  Ausserdem  soil  sckliesslick 
nock  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Excentricitat  auf  jeden 
Eall  gering  gegenuber  dem  Tragheitshalbmesser  des  Rades  ist, 
so  dass  sie  genau  genug  diesem  gegenuber  als  unendl-ich  klein 
betrachtet  werden  darf. 
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In  Abb.  37  bedeutet  wie  yorber  0  die  Projektion  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  beider  Zapfen,  mit  denen  die 
Welle  im  Gestelle  gelagert  ist.  S  ist  der  Ort  des  Scbwer- 


Abb.  37. 


punktes  und  A  der  Ort  des  Befesti- 
gungspunktes  zur  Zeit  t,  OA  demnacli 
der  Biegungspfeil.  Alle  Strecken  sincL 
in  die  Abbildung  stark  yergrossert- 
eingetragen.  Ansserdem  sind  zwei 
Coordinatenaxen  gezogen  nnd  der 
Winkel,  den  AS  mit  der  X-Axe 
bildet,  ist  mit  cp  bezeiebnet.  Die 
X-Axe  moge  man  sicb  in  solcber 
Ricbtung  gezogen  denken,  dass  der 
Winkel  cp  znr  Zeit  t  =  0,  also  im 
Anfange  der  Bewegung,  gleich  Null 


war.  Die  Rotation  des  Rades  mit  der  constanten  Winkel- 


gescbwindigkeit  u  moge  in  solcber  Ricbtung  erfolgen,  dass 
der  Winkel  cp  mit  der  Zeit  wacbst.  Dann  kann  der  Winkel 
<p  zur  Zeit  t 


cp  —  ut 


gesetzt  werden.  Die  Biegungskraft  $  ist  gleichgericbtet  mit 
AO  und  bat  die  Grosse  c  .  AO,  wenn  c  einen  yon  der  Bie- 
gungsfabigkeit  der  Welle  abbangigen  constanten  Faktor  be- 
deutet,  der  nacb  bekannten  Satzen  der  Festigkeitslebre  aus  der 
Spannweite,  dem  Querscbnitte  Ser  Welle  und  dem  Elasticitats- 
modul  stets  leicbt  berecbnet  werden  kann.  Die  Biegungskraft 
gebt  zwar  nicbt  durcb  den  Scbwerpunkt  wenn  wir  sie 
uns  parallel  nacb  S  verlegt  denken,  tritt  yielmebr  nocb  ein 
Kraftepaar  auf.  Der  Hebelarm  dieses  Kraftepaars  kann  aber 
nacb  einer  scbon  yorber  ausgesprocbenen  Yoraussetzung  als 
unendlicb  klein  angeseben  werden,  so  dass  der  Einfluss  des 
Kraftepaars  auf  die  Aenderung  der  Winkelgescbwindigkeit  ansser 
Betracbt  bleiben,  u  also  in  der  Tbat  als  constant  angeseben 
werden  kann. 

Horizontal-  und  Vertikalprojektion  der  Excentricitat  e  oder 
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A  sind  in  der  Abbildnng  mit  den  Bncbstaben  p  nnd  q  be- 
iebnet;  naan  bat  dafiir 

p  =  e  cos  utj  q  —  e  sin  ut. 

ie  dynamisebe  Grnndgleicbnng  soli  ebenfalls  far  jede  Axen- 
ebtung  gesondert  angesebrieben  werden.  Wenn  die  Masse 
ss  Rades  mit  m  bezeiebnet  wird;  ist 

=  —  c(«+jp) 

ciy  +  q), 

3im  x  -f-  p  ist  die  Horizontalprojektion  des  Biegungspfeiles 
A,  daber  c  (x  -f-  p)  die  Horizontalprojektion  der  Biegungs- 
raft  nnd  das  Minnszeicben  driickt  aus;  dass  nnd  daber 
icb  die  Horizontalprojektion  von  nacb  deni  TJrsprnnge  0 
in;  der  positiven  Seite  der  X-Axe  also  entgegengesetzt  ge- 
cbtet  ist.  Dnrcb  Einfubrnng  der  fur  p  nnd  q  aufgestellten 
fertbe,  geben  die  yorigen  Gleicbnngen  liber  in 
m  d2x  ,  ,  .  r\ 

T  ’  If2  \  x  \  e  cos  u *  —  ^ 

m*  d2y  .  ,  ,  A 

v m  "dt*  y  “t" e  sm  =  ^ 

[ierm.it  haben  wir  die  Differentialgleicbnngen  des  Problems 
fanden.  Die  allgemeinen  Losnngen  dieser  Gleicbnngen  konnen 
neb  sofort  angegeben  werden;  sie  lanten 

x  =  A  sin  at  +  B  cos  at  4-  e  — *  cos  ut 

1  1  u2 —  a2 

cc2 

y  =  C  sin  at  4-  D  cos  at  4-  e  — - sin  ut 

[ierin  ist  a  eine  Constante,  die  so  ermittelt  werden  mnss,  dass 
ie  Losnngen  riebtig  sind;  dagegen  sind  A,  JB}  C,  D  willknr- 
.cbe  Integrationsconstanten,  dnrcb  deren  geeignete  Wabl  man 
icb  jedem  beliebig  gegebenen  Anfangsznstande  anznpassen 
ermag.-  Hierans  folgt,  dass  wir  in  der  That  die  allgemeinste 
iosnng  gefnnden  baben;  falls  nnr  tiberbanpt  die  angegebenen 
Vertbe  die  Gleicbnngen  (131)  befriedigen.  Man  xiberzengt 
icb  davon  leiebt;  icb  will  die  kleine  Zwiscbenrecbnnng,  die 
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dazu  erforderlicb  ist,  wenigstens  fur  die  sick  auf  die  X-Ricb- 
tung  beziebende  Gleicbung  durcbfubren. 

Aus  Differentiation  nacb  t  folgt  aus  Grl.  (132) 

=  Aa  cos  at  — Ba  sin  at  —  « jjrzr?  w  sin  ut 

— 5  —  —  sjji  at  —  Ba2  cos  at  —  e  2  u 2  cos  ut.  . 

dt2  w-  —  a 

Setzt  man  nun  x  und  seinen  zweiten  Differentialquotienten  in 
die  erste  der  Gleicbungen  (131)  ein,  so  erbalt  man 

—  —  a2  (a  sin  at  +  B  cos  at  -f-  e  — »  cos  ui\  A  sin  at 

c  \  1  uz  —  a*  J 

4-  B  cos  at  +  e  — 5  cos  ut  4-  e  cos  ut  =  0. 

1  1  u~  —  or  1 

Die  zwei  letzten  Glieder  auf  der  linken  Seite  yereinigen  sicb 
aber  zu 

u 2  , 

e  — - 5  cos  ut 

ir  —  or 

und  die  ganze  Gleicbung  lasst  sicb  daber  scbreiben 

^1  —  a^j  (A  sin  at  -]-  B  cos  at  -|-  e  U_  ^  cos  u$j  —  0.  . 

Diese  Gleicbung  ist  nun  in  der  That  identiscb,  d.  b.  fur  jeden 
Wertb  der  Yeranderlicben  t  und  zugleicb  fur  beliebige  Werthe 
der  Constanten  A  und  B  erfiillt,  wenn  der  in  der  ersten  Klammer 
stebende  Faktor  durcb  eine  passende  Wabl  yon  a  zum  Yer- 
scbwinden  gebracbt  wird.  Man  muss  also 

‘-VI  '  m 

setzen.  —  Fur  die  sicb  auf  die  F-Ricbtung  beziebende  Glei¬ 
cbung  lasst  sicb  die  Recbnung  genau  in  derselben  Form 
wiederbolen;  man  findet  dabei  fiir  a  denselben  Wertb. 

Fassen  wir  nun  die  durcb  die  Gleicbungen  (132)  be- 
scbriebene  Bewegung  naber  ins  Auge,  so  bemerken  wir  sofort, 
dass  nur  die  ersten  beiden  Glieder  des  dreigliederigen  Aus- 
drucks  fur  x  oder  y  yon  den  Integrationsconstanten,  also  yom 
Anfangszustande  abbangen;  das  dritte  Glied  ist  im  Uebrigen 
unabba ngig  yom  Anfangszustande ,  wobl  aber  abbangig  yon 
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dem  constanten  Werthe  der  W inkelges cbwindigkeit  u,  die 
ibrerseits  wieder  in  den  ersten  Gliedern  nicbt  Yorkommt.  Hier- 
nacli  konnen  wir  uns  die  Gesammtbewegung  des  Scbwerpunkts 
in  zwei  Tbeile  zerlegt  denken,  also  etwa 

x  =  xx  +  x^ 

■  xt  =  A  sin  at  4-  B  cos  at:  x»  =  e  — 5  cos  ut 

■setzen  nnd  ahnlicb  fur  y.  Die  Integrations constanten  bestimmen 
•sicb  aus  der  anfanglichen  Lage  des  Scbwerpunkts  znr  Zeit 
t  —  0  nnd  ans  der  Gescbwindigkeit,  die  er  zn  dieser  Zeit  batte. 
Dagegen  kommt  u  in  x±  nickt  yor?  d.  b.  der  durcb  xx  nnd  yx 
bescbriebene  Bewegungsantheil  erfolgt  genan  so,  als  wenn  das 
Bad  uberbaupt  nicbt  rotirte.  In  diesem  Falle  batten  wir  es 
aber  mit  einer  gewobnlicben  barmoniscben  Scbwingnng  zn 
tbnn  nnd  wir  wissen  scbon,  dass  der  Scbwerpnnkt  bierbei 
eine  Ellipse  bescbreibt,  die  ancb  (bei  passenden  Anfangs- 
bedingnngen)  in  einen  Kreis  oder  in  eine  Gerade  iibergeben 
kann.  Jedenfalls  kann  dieser  B e wegnngs antbeil ,  aucb  wenn 
etwa  zu  Anfang  dnrcb  einen  Stoss  eine  grossere  Entfemnng 
des  Scbwerpnnkts  Yon  0  berbeigefiibrt  wurde,  niemals  zn 
dauemd  wacbsenden  Ausscblagen  fubren.  Wir  werden  viel- 
mehr  zn  erwarten  baben,  dass  wegen  der  in  der  Recknnng 
nicbt  beriicksicbtigten  Dampfung,  diese  barmoniscben  Scbwin- 
gnngen  in  Wirklicbkeit  nacb  einem  etwa  erfolgten  Stosse  mit 
der  Zeit  ebenso  abklingen,  wie  wir  dies  fruber  bei  der  Unter- 
suchung  der  gedampften  Scbwingnngen  gefnnden  baben. 

Ganz  anders  ist  es  aber  mit  dem  dnrcb  x.2  und  y2  dar- 
gestellten  zweiten  Bewegungsantbeile,  der  nnr  Yon  u  nnd  sonst 
gar  nicbt  Yon  den  Anfangsbedingnngen  abbangt.  Ware  etwa 
(nacb  dem  Abklingen  der  nrspriinglicb  Yorbandenen  barmo¬ 
niscben  Scbwingnng  nnd  bei  Pembalten  jedes  spateren  Stosses 
Yon  anssen  ber)  xx  nnd  y±  zn  Null  geworden,  so  nmsste  der 
dnrcb  x2  und  y2  dargestellte  Bewegnngsantbeil  jedenfalls  immer 
nocb  fortdauern.  Die  Bewegung  xxyx  (wie  wir  der  Kiirze  balber 
sagen  wollen)  giebt  demnacb  eine  Yon  zufalligen-  Umstanden 
abhangige  Bewegnng  an,  die  der  rotirende  Korper  genan  so 


\ 
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ausfiihrt,  als  wenn  er  nicht  rotirte  und  die  daher  nicht  als 
ein  wesentlicher  Bewegungsantheil  aufgefasst  werden  karm. 
Jene  Bewegung,  die  grade  der  rotirenden  Welle  eigenthiim- 
lich  ist  and  die  fur  alle  Erscheinungen  bestimmend  auftritt, 
fiir  die  wir  uns  bier  interessiren,  ist  vielmehr  die  Bewegung 
x2y%.  Setzen  wir  also,  urn  diese  fiir  sich  zu  untersuchen,  yor- 
laufig  den  unwesentlichen  Bewegungsantlieil  xxyx  gleich  Null, 
so  bleibt  nur  nocb  die  Bewegung 

^2  =  6  COS  y*2  =  <2  tfTZTa*  sm  ut 

iibrig.  Man  erkennt  sofort,  dass  diese  in  einer  kreisformigen 
Bewegung  des  Scliwerpunkts  besteht,  die  mit  der  Wink  el- 
gescbwindigkeit  u  bescbrieben  wird.  Der  Halbmesser  des 
Kreises  r  ist 

(134) 

Kommt  dagegen  die  Bewegung  x2y2  zur  karmonischen  Schwin- 
gung  xxyx  binzu?  so  legt  der  Scbwerpunkt  eine  epicycloidiscbe 
Babn  zuriick*  er  durchlauft  namlich  einen  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt  auf  der  Ellipse  der  barraonisclien  Scbwingung  fort- 
schreitet. 

Die  Starke  der  Ausschlage,  die  man  zu  erwarten  hat, 
hangt  nun  yor  allem  yon  der  Grosse  des  Halbmessers  r  ab. 
Fxir  kleine  Werthe  yon  u  wird  r  negatiy;  das  Yorzeichen  ist 
indessen  hier  unwesentlich.  Jedenfalls  ist  dem  Absolut  werthe 
nach  r  etwas  grdsser  als  die  Excentricitat  e .  Sobald  sich  nun 
u  dem  Werthe  yon  a  nahert,  fangt  r  stark  zu  wachsen  an 
und  fiir  u  ==  a  liefert  Gl.  (134)  so  gar  r  —  oo.  Wir  sehen 
hiermit,  dass  bei  dieser  Geschwindigkeit  oder  in  ihrer  Nahe 
unter  alien  Umstanden  sehr  starke  Ausschlage  zu  erwarten 
sind,  d.  h.  u  =  a  ist  die  schon  aus  den  Yersuchen  bekannte 
kritische  Geschwindigkeit.  Bezeichnen  wir  diese  mit  vkJ  so 
erhalten  wir  nach  Einsetzen  des  Werthes  yon  a  aus  Glei- 
chung  (133) 


(135) 
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Wenn  u  grosser  wird  als  uk,  nimmt  der  Absolutwerth  yon  r 
wieder  ab  und  fur  eine  sehr  grosse  Geschwindigkeit  u  wird  r 
fast  zu  Null.  In  diesem  Falle  beschreibt  (nabezn  wenigstens) 
der  Schwerpunkt  nur  nock  die  Ellipse  der  harmonischen  Schwin- 
gung  oder  er  bleibt,  wenn  diese  abgeklungen  ist  und  aussere 
Storungen  fern  gebalten  werden,  in  Ruhe,  indem  er  dauemd 
niit  0  zusammenf  allt.  Damit  komxnen  wir  auf  jene  Bewegung 
zuruck,  die  wir  schon  yorber  bei  der  bios  qualitatiyen  Unter- 
sncbung  als  moglich  erkannt  batten.  Wir  wissen  aber  jetzt 
aucb,  dass  diese  Bewegung  eine  stabile  ist,  d.  b.  dass  dnrcb 
einen  ausseren  Stoss  nur  eine  barmoniscbe  Scbwingung  yon 
derselben  Art  wie  beim  nicbtrotirenden  Korper  beryorgerufen 
wird,  die  allm’ablicb  abklingt,  so  dass  der  Schwerpunkt  wieder 
nacb  0  zuriickgefuhrt  wird.  Ein  Herausscbleudern  des  Rades 
ist  also  bei  Geschwindigkeiten,  die  weit  uber  der  kritiscben 
liegen,  auf  keinen  Pall  zu  befiirchten. 

Man  gewinnt  nocb  eine  anscbaulicbere  Yorstellung  yon 
der  scbwingenden  Bewegung  des  Rads  durcb  die  folgende  Con¬ 
struction.  Man  •  trage  auf  der  Ge- 
raden  8  A  in  Abb.  38,  die  im  Uebrigen 
Tollstandig  mit  Abb.  37  uberein- 
stimmt,  eine  Strecke  $Pab,  so 'dass 

SP=-e^s  (136) 

ist.  Ftir  Wertbe  yon  w,  die  unter 
dem  kritiscben  Wertbe  uk  liegen, 
wird  dieser  Ausdruck  positiy  und 
dann  soil  SP  in  jener  Richtung  ab- 
getragen  werden,  wie  es  in  der  Ab- 
bildung  gescbeben  ist.  Ein  negatiyer 
Wertb  yon  SP  ware  dagegen  in  der  entgegengesetzten  Rich¬ 
tung,  also  yon  8  aus  in  der  Verlangerung  yon  AS  abzutragen. 
Man  beacbte,  dass  P  hiemach  niemals  zwiscben  S  und  A  liegen 
kann.  Bei  kleinen  Wertben  yon  u  liegt  P  in  der  Nahe  yon  A , 
aber  ausserbalb  der  Strecke  AS ;  wenn  u  wachst,  riickt  P  yon 
A.  ab  und  ftir  u  =  uk  riickt  es  ins  IJnendlicbe.  Wenn  u  nocb 
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grosser  wird,  riickt  P  aus  dem  Unendliclieii  von  der  anderen  , 
Seite  der  Geraden  her  auf  S  zu*  fur  sehr  grosse  Werthe  von 
u  liegt  P  ganz  in  der  Nahe  von  8  und  fur  u  =  oo  fallt  P 
mit  8  zusammen. 

Der  in  dieser  Weise  fur  ein  bestimmtes  u  construirte 
Punkt.  P  moge  anf  dem  Bade  markirt  werden  und  wir  wollen 
zusehen,  welche  Bewegung  dieser  Punkt  ausfuhrt.  Die  Coordi- 
naten  des  Punktes  seien  mit  $r]  hezeichnet.  Dann  ist  mit 
Rucksicht  auf  GL  (136)  „ 

|  =  x  —  e  — ~ — o  cos  ut, 

■  *  u2 —  a "  / 

a2  .  , 

V  =  y  —  eu i  — , 

also,  wenn  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen 
(132)  einfiihrt, 

|  =  A  sin  at  +  P  cos  atP 

ri  —  C  sin  at  +  P  cos  at 

Wir  erkeimen  hieraus,  dass  im  allgemeinsten  Falle  nicht  der 
Schwerpunkt,  sondern  der  Punkt  P  eine  einfache  harmonische 
Schwingung  ausfuhrt;  der  Schwerpunkt,  wie  schon  vorher  ge- 
funden,  nur  dann,  wenn  P  mit  8  zusammenfallt,  d.  h.  ftir 
u  =  oo.  Die  ganze  Bewegung  kaun  nun  in  eine  Translation 
zerlegt  werden,  die  den  Punkt  P  auf  seiner  elliptischen  Bahn 
herumfuhrt  und  in  eine  Rotation  mit  der  constant en  Winkel- 
geschwindigkeit  u  um  den  Punkt  P.  Bei  dieser  Darstellung 
iiberblickt  man  vielleicht  noch  deutlicher  als  vorher,  dass  grosse 
Bewegungen  des  Schwerpunktes,  also  ein  starkes  Schaukeln  des 
Rades,  von  der  Lage  des  Punktes  P  und  hiermit  von  dem 
Werthe  der  Winkelgeschwindigkeit  u  bedingt  werden. 

Schliesslich  moge  noch  der  in  Gl.  (135)  fur  die  kritische 
Geschwindigkeit  aufgestellte  Werth  in  eine  Form  gebracht 
werden,  die  fur  die  unmittelbare  Anwendung  in  der  Praxis 
moglichst  bequem  ist.  Hierzu  fiihre  ich  eine  Kraft  P  ein,  die 
als  Biegungslast  an  der  ruhenden  Welle  angebracht  einen 
Biegungspfeil .  von  1  cm  herbeifiihren  wtirde.  Wenn  die  Ab- 
messungen  der  Welle  u.  s.  £  gegeben  sind,  wird  .man  P  nach 
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den  Formeln  der  Festigkeitslebre  immer  leicbt  berecbnen.  konnem 
An  einer  fertigen  Maschine  kann  man  P  aucb  dnrch  einen  un- 
mittelbaren  BelastungSYersucb  sofort  experimentell  feststellem 
Wenn  die  Welle  zu  steif  ist,  um  eine  Durcbbiegung  nm  1  cm. 
obne  dauemde  Yerbiegungen  zu  ertragen,  ist  unter  P  das  10- 
facbe  der  Biegungslast  zu  versteben,  die  einen  Biegungspfeil 
yon  1  mm  bervorruft  oder  uberbaupt  das  n-  facbe  der  zum 
Biegungspfeile  —  cm  geborigen  Last.  Nacb  der  Bedeutung  der 
Constanten  c7  die  in  den  yorausgebenden  Recbnungen  Yorkamr 
bat  man  damn 


P 

P  =  e  *  1  cm  oder  e  =  ~ —  • 

1  cm 

Das  Gewicbt  des  Rades  sei  mit  Q  bezeicbnet;  an  Stelle  der 
Masse  m  tritt  daber  jetzt 


m  — 


Q 

981  cm 


sec2. 


Femer  soil  nocb  an  Stelle  der  auf  Bogenmaass  bezogenen  Winkel- 
gescbwindigkeit  u  die  Zabl  der  in  der  Minute  ausgefiibrten  Um- 
drebungen  N  eingefiibrt  werden,  wie  es  in  der  Praxis  gebraucb- 
licb  ist.  Unter  Nk  ist  also  die  kritiscbe  Tourenzabl  zu  ver¬ 
steben.  Dann  ist 

60  sec  •  w, 

AT -  - h 


und  Gl.  (135)  gebt  nacb  Einfiibrung  dieser  Wertbe  iiber  in 

oder  zur  Abrundung  und  genau  genug  fur  die  praktiscbe  An- 
wendung 

^=B00]/|.  (137) 

Die  Tourenzabl  Nk  muss  jedenfalls  vermieden  werden. 
Wenn  die  Welle  mindestens  1%  bis  2mal  so  viel  Touren 
macbt,  kann  bereits  auf  einen  rubigen  Gang  der  Welle  ge- 
recbnet  werden.  Besser  ist  es  aber,  wenn  man  die  Welle  bei 
gegebener  Tourenzabl  so  scbwank  construirt,  also  P  so  klein 
macbt,  dass  das  nacb  GL  (137)  berecbnete  N.k  moglicbst  weit 
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unter  der  beabsiclitigten  ITmlaufsgescbwindigkeit  liegt.  Diese 
Bemerkung  beziebt  sicb  aber  naturlicb  nur  auf  sebr  scbnell 
umlaufende  Wellen;  .bei  langsam  umlaufenden  construirt  man 
umgekebrt  die  Welle  so  steif,  dass  das  nacb  Gl.  (137)  be- 
recbnete  Nk  weit  iiber  der  beabsicbtigten  Ge s chwindi gkeit  liegt. 

§  28.  Sclrwingungen  von  sclinell  nmlanfenden  Hangespindeln. 

Unter  einer  Hangespindel  soli  bier  ein  Stab  verstanden 
werden,  der  oben  an  einem  Gelenkbolzen  drebbar  befestigt  ist, 
von  da  aus  berabbangt  und  am  unteren  Ende  eine  Last  tragt, 
die  etwa  mit  Hiilfe  eines  Hakens  daran  aufgebangt  sein  mag. 
Der  Gelenkbolzen  ist  an  einer  scbnell  rotirenden  Welle  be¬ 
festigt,  er  wird  von  dieser  mit  berumgenommen  und  dadurcb 
wird  aucb  die  Hangespindel  sammt  dem  daran  aufgebangten 
Korper  (etwa  einer  Centrifugentrommel)  in  ITmdrebung  um  die 
lotbrecbte  Axe  mit  constanter  Winkelgescbwindigkeit  erbalten. 

In  der  Lage  einer  solcben  Hangespindel  ist  z.  B.  jedes 
Pendel  eines  gewobnlichen  Watt’scben  Centrifugalregulators. 
Nur  wird  ein  solcber  Regulator  gewobnlicb  mit  Gescbwindig- 
keiten  betrieben,  die  weit  unter  jenen  liegen,  bei  denen  sicb 
•die  merkwiirdigen  Bewegungsersebeinungen  einstellen,  die  bier 
erortert  werden  sollen.  Bei  Milcbcentrifugen  und  abnlicben 
Mascbinen  von  bober  Umdrebungsgescbwindigkeit  kommen  aber 
Falle  dieser  Art  ofters  vor. 

Wir  wissen  scbon  von  friiber  ber  (Bd.  I,  §  18),  dass 
ein  solebes  Pendel  einfacb  lotbreebt  berabbangt,  so  lange  die 
Winkelgescbwindigkeit  einen  gewissen  Wertb,  der  jetzt  mit 
bezeicbnet  werden  mag,  nicbt  iiberscbreitet.  Bei  grosseren  Ge- 
scbwindigkeiten  entstebt  ein  Ausscblag  des  Pendels,  der  nacb 
•den  friiber  dafiir  entwickelten  Betracbtungen  leicbt  berecbnet 
werden  kann.  Bei  jenen  einfacben  Ueberlegungen  war  aber 
keine  Rticksicbt  auf  die  Scbwingungen  genommen  worden,  die 
das  Pendel  (oder  die  ,, Hangespindel^)  um  diese  Gleicbgewicbts- 
lage  berum  auszufiibren  vermag  und  es  liess  sicb  daber  da- 
mals  nicbt  vorausseben,  dass  bei  sebr  boben  Gescbwindigkeiten 
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'em  Zustand  eintreten  kann,  der  ganz  ahnlich  dem,  bei  der 
Laval’schen  Turbinenwelle  ist.  In  .  der  That  wird  aus  der 
nacbfolgenden  Untersuchung  bervorgeben;  dass  es  fiir  die 
Hangespindel  eine  gewisse  Geschwindigkeit  u%  giebt,  nach  deren 
Ueberscbreitung  die  Spindel  wieder  im  stabilen  Zustande  loth- 
recbt  herabhangt.  Dass  uberhaupt  eine  genau  lotlirecbte  Steb 
lung  der  Spindel  moglich  ist  bei  beliebigen  Winkelgeschwindig- 
keiten,  die  grosser  als  ut  sind,  erkennt  man  freilicb  leicht,  denn 
wenn  die  Spindel  anf  anglich .  lothrecht  berabbing  und  Stosse 
von  aussen  ber  ferngebalten  werden,  bestebt  kein  Grand,  dass 
sie  nacb  irgend  einer  Seite  bin  ausweichen  sollte.  Das  ist 
aber  im  Allgemeinen  nur  eine  labile  Lage  der  Spindel,  die 
von  ibr  bei  der  geringsten  Storang  aufgegeben  wtirde,  wobei 
die  Ausschlage  schnell  wachsen  und  zu  .einem  Fortschleudern 
der  an  ibr  aufgebangten  Last  fiibren  miissten.  Praktiscb  ver~ 
w'endbar  ware  daber  eine  solcbe  Anordnung  nicbt;  sie  wird  es 
erst,  wenn  die  Gescbwindigkeit  iiber  u2  binaus  gewacbsen  ist, 
weil  sicb  zeigen  wird,  dass  die  ausseren  Ersehiitterungen  dann 
nicbt  zu  grosseren  Ausschlagen  fiibren.  Natiirlicb  muss  bier, 
ebenso  wie  im  Falle  der  Laval’schen  Turbinenwelle  eine  Yor- 
richtung  angeordnet  werden,  die  beim  Anlaufen  der  Mascbine, 
so  lange  die  Gescbwindigkeit  nocb  zwiscben  ux  und  u2  liegt, 
starkere  Ausscblage  der  Spindel  verbindert.  Sobald  u2  iiber- 
schritten  ist,  wird  aber  diese  Anordnung  uberflussig  und  die 
Spindel  lauft  frei. 

Aucb  in  diesem  Falle  spielt  die  elastiscbe  Yerbiegung  der 
Spindel  eine  entscbeidende  Rolle;  je  scbwanker  sie  construirt 
ist,  urn  so  niedriger  liegt  u2  und  um  so  sicberer  kann  man 
die  Spindel  mit  boben  Geschwindigkeiten  umlaufen  lassen. 
Das  ist  aucb  von  manchen  Praktikern  schon  wobl  bemerkt 
worden,  bevor  die  Tbeorie  des  Yorgangs  bekannt  war. 

Zur  recbneriscben  Yerfolgung  der  Schwingungsbewegungen, 
■die  das  untere  Spindelende  ausfiihrt,  denke  icb  mir  durcb  die 
Mitte  des  Gelenkbolzens  senkrecht  zur  Gelenkaxe  eine  loth- 
recbte  Ebene  E  gelegt,  die  mit  der  const anten  Winkelgeschwin- 
digkeit  u  um  die  lotbrechte  Axe  der  Antriebswelle  berum- 

reppl,  Dynamik.  2.  AufL  17 
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xotirt:  Wir  wollen  uns  auf  die  Untersuckung  der  Sckwingungs- 
b.ewegungen  besckranken,  bei  denen  sick  das  Spindelende  n ur 
so  wenig  von  der  lotkreckten  Umdrekungsaxe  entfernt,  dass 
die  Ausscklage  im  Yergleiclle  zur  Lange  der  Spindel  als  un- 
endlick  klein  angeseken  werden  konnen.  Dann  bewegt  sich 
das  Spindelende  (genau  genug)  in  einer  korizontalen  Ebene. 

Diese  Ebene  sei  die  Zeicknungsebene 
yon  Abb.  39;  0  ist  die  Spur  "der 
lotkreckten  Umdrekungsaxe ;  EE  die 
Spur  der  Ebene  E.  W.enn  keine 
Yerbiegungen  der  Spindel  vorkamen, 
musste  das  Spindelende  stets  in  der 
rotiren,den  Ebene  E  entbalten  sein, 
Der  Ausschlag  .der  .Spindel  wiirde 
dann  dilrck  eine  auf  EE  liegende 
Strecke  a  gemessen,  die  gleicli  der 
Spindellange  mal  deni  Winkel  ware, 
um  den  sick  die  Spindel  gegen  den 


Abb.  39. 


Gelenkbolzen  gedrekt  kat.  In  Wirklickkeit  liegt  aber  das 
Spindelende  8  im  gegebenen  Augenblicke  nickt  in  EE,  son- 
dern  es  ist  wegen  der  Verbiegung  um  eine  Strecke  b  davon 
entfernt.  Der  Umdrekungssinn  der  Hangespindel  moge  so 
angenommen  werden,  dass  der  Winkel  <p,  den  die  Ebene  EE 
mit  der  X-Axe  des  festliegenden  Co  ordinatensys  terns  bildet, 
im  Laufe  der  Zeit  wackst.  Dann  konnen  wir  Sagen,  dass  in 
der  Abbildung  S  kinter  der  Ebene  EE  zuriickgeblieben  ist 
und  immer,  wenn  dies  der  Fall  ist,  wollen  wir  die  Biegung  l 
positiy  recknen. 

Dass  tiberkaupt  ein  Anlass  zu  Biegungen  und  zwar  zu 
starken  Biegungen  der  Hangespindel  bestekt,  ist  ubrigens  leickt 
einzuseken.  Man  nekme  z.  B..  an,  dass  der  Ausscklag  a,  der 
yon  der  Drekung  im  Grelenke  kerrukrt, .  grade  im  Wacksen  be- 
griffen  sei.  Dann  erlangt  die  Masse  m  der  am  Ende  der  Spindel 
kangenden  Last  eine  grossere  Gesckwindigkeit,  denn  bei  con- 
stanter  Winkelgesekwindigkeit  u  wird  die  lineare  Gresckwindig- 
keit  yon  m  um  so  grosser,  j'e  mekr  sick  m  von  der  Uni- 
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drehungsaxe  entfernt.  Die  Greschwindigkeit  yon  m  kann  aber 
nur  durch  eine  daran  angreifende  Tangentialkraft  beschleunigt 
werden.  Es  muss  also  eine  Kraft  an  m  angreifen,  die  senk- 
recht  zur  Ebene  E  steht  und  die  einzige  Kraft,  die  in  dieser 
Richtung  auf  m  iibertragen  werden  kann,  kann  nur  die  durch 
eine  Verbiegung  b  geweckte  Biegungskraft  sein.  Man  sieht 
sofort,  dass  das  Spindelende  S  in  der  That  hinter  der  Ebene  E 
zuriickbleiben  muss,  wenn  der  Ausschlag  a  im  Wachsen  be- 
griffen  sein  soil,  denn  die  Spindel  sunht  sich  dann  wieder  grad 
zu  strecken,  also  i  zu  vermindern  und  sie  tjeibt  hierbei  die 
Masse  m,  die  wir  uns  in  S  concentrirt  denken  konnen,  gegen 
E  hin,  bewirkt  also  damit  die  erforderliche  Tangentialbeschleu- 
nigung  yon  m.  Umgekehrt  muss  b_ei  abnehmendeni  Ausschlage 
a  die  Biegung  h  negatiy  sein,  S  also  yor  der  Ebene  E  (im 
Sinne  der  Umdrehung  gezahlt)  liegen.  Bei  grossen  Winkel- 
geschwindigkeiten  sind  die  Tangentialbeschleunigungen,  die  zu 
Aenderungen  des  Ausschlags  a  gehoren,  sehr  betrachtlich ;  sie 
wachsen,  wie  man  leicht  erkennt,  mit  dem  Quadrate  der  Winkel- 
geschwindigkeit,  sind  also  z.  B.  bei  Centrifugengeschwindig- 
keiten  yon  6000  Touren  10000  Mai  so  gross  als  bei  einer 
langsamen  Rotation  yon  60  Touren  in  der  Minute.  Hieraus, 
sieht  man  auch,  wie  wichtig  die  Yerbiegungen,  die  unter  dem 
Einflusse  yon  Kraften  entstehen,  die  nach  diesem  Gresetze  zu- 
nehmen,  bei  grossen  XJmdrehungszahlen  werden  miissen,  wenn 
sie  auch  bei  den  gewohnlich  vorkommenden  niedrigen  Gre- 
schwindigkeiten  nur  eine  ganz  untergeordnete  Rolle  spielen. 
Jedenfalls  miissen  wir  also  darauf  rechnen,  dass  bei  hinreichend 
hohen  Greschwindigkeiten  die  Biegungen  b  von  gleicher  Grrossen-, 
ordnung  mit  den  Ausschlagen  a  selbst  zu  werden  vermogen 
und  wir  sehen,  dass  die  Theorie  der  Schwingungsbewegungen 
nur  unter  Beriicksichtigung  dieser  Biegungen  zu  richtigen 
Resultaten  fiihren  kann. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  S  sind  mit  x  und  y 
bezeichnet;  sie  lassen  sich  mit  Hiilfe  des  Winkels  <p ,  wie  man 
aus  Abb.  39  sofort  erkennt,  leicht  in  a  und  b  ausdrucken  und 
zwar  erhalt  man 


17* 
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x  —  a  cos  <p  +  b  sin  cp 
y  =  a  sin  cp  —  b  cos  cp 


(138) 


Um  die  Besebleunigungen  you  S  in  den  Richtungen  der  Coordi- 
natenaxen  zn  erhalten,  differentiire  icb  diese  Gleicbungen  zwei- 
mal  nacli  t,  wobei  zu  beacbten  ist,  dass 


oder  gleich  der  constanten  Winkelgescbwindigkeit  ist.  Man 
erbalt  dann  * 


d2x  d*a,  ,  d2b  . 

7775  =  777*  cos  9  +  777*  sm  <P 


0  da 

2  u  sm  (p 


+  ^  u  cos  (p  —  au 2  cos  <p  —  bu2  sin  <p 


d*y  d2a  .  d2b  ,  ^da 

-d==a?smv-i[t>COS(P  +  2dtueosv 

•  r\  d  b  •  a  • 

*f2^^sni9  —  sin  9 


Zm2  cos< 


Diese  Werthe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  geben  nacb  dem 
dynamiscben  Grundgesetze  die  in  den  Ricktnngen  der  Coordi- 
natenaxen  genommenen  Componenten  der  resnltirenden  Kraft 
an,  die  auf  die  Masse  m  (die  bier  stillscbweigend  stets  als 
materieller  Punkt  bebandelt  wurde)  wirkt.  Auf  m  wirken  aber 
drei  Krafte  ein:  das  Grewicbt  Q  von  der  Grrosse  mg,  die  ron 
der  Spindel  in  axialer  Ricbtung  (d.  h.  langs  der  Yerbindungs- 
linie  beider  Spindelenden)  iibertragene  Aufbangekraft  und  die 
,;Biegungskraft“  die  wie  bei  der  TJntersucbung  der  Layal- 
scben  Turbinenwelle  gleicb  cb  gesetzt  werden  kann;  die  Con- 
stante  c  ist  also  wiederum  ein  Maass  fiir  die  Elasticitat  der 
Spindel.  Die  zuletzt  angefiibrte  Kraft  liegt  scbon  in  der  Coordi- 
natenebene  und  aucb  die  beiden  ersten  mussen  sicb  zu  einer 
Resultirenden  in  der  Coordinatenebene  vereinigen  lassen,  da 
die  Bewegung  in  dieser  Ebene  yerlauft.  Diese  Resultirende  ist 
yoin  Spindelende  nacb  dem  Coordinatenursprunge  bin  gericbtet 

und  gleicb  Q  ~  zu  setzen,  wenn  mit  s  der  Abstand  beider 
Punkte  und  mit  l  die  Spindellange  bezeicbnet  wird. 
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Zerlegt  man  die  Resultirende  and  die  Biegungskraft  in 
Componenten  nacli  den  Coordinatenaxen,  so  hat  man  nach  der 
dynamischen  Grundgleichung 


Q  &%x _ 

g  dt 2 


Q 


—  c  b  sin  cp 


Q  d*y 
9  dt 2 


Q  y  -|-  cb  cos  <p 


(140) 


Hier  sind  noch  far  die  Beschleunignngscomponenten  ihre  Werthe 
aas  den  Gleichungen  (139)  einznsetzen.  Fiihrt  man  dies  aus 
and  ordnet  nach  den  Faktoren  sin  cp  und  cos  <p}  so  gehen  die 
Gleichungen  uber  in 


<Qd*b 


■2 

a  dt 


f  u*b  +  fb  +  cl}  + 


-]-*  cos  cp  | 


1  9  dt  g  'l  I 


9  i it1 


sin  q> 


■  9  dt 2 

+  C08W-7S 


(1 

l  a 


-  W  “5T 

g  dt 


9 

Q 

9 


■7*+|«]  + 


+  2$-UYf+-v?b— 

1  9  dt  1  g  l 


-cb}- 


=0 


(141) 


Man  bemerkt  nan  sofort,  dass  der  Faktor  von  cos  gp  in  der 
ersten  Gleichung  mit  dem  Faktor  yon  sin  cp  in  der  zweiten 
ubereinstimmt,  wahrend  der  Faktor  von  sin  cp  in  der  ersten 
Gleichnng  das  Negative  des  Faktors  yon  cos  cp  in  der  zweiten 
Gleichnng  ist.  Die  beiden  Gleichungen  sind  also,  wenn  man 
die  KLammerwerthe  zur  Abkdrzung  mit  <P  and  W  bezeichnet, 
yon  der  Form 


45  #  sin  cp  -f-  W  cos  cp  —  0 , 

W  sin  cp  —  cos  tp  —  0. 
Aas  der  ersten  erhalt  man 


tg  y  =  —  ¥ 

and  aas  der  zweiten 

4-  $ 

9  =  ^  * 


Wenn  beide  mit  einander  vertraglich  sein  sollen,  muss  also 
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sein,  und  da  sowokl  <p  als  W  stets  reelle  Wertke  besitzen, 
kann  dies.  nur  dadurck  erfullt  sein,  dass  beide  gleicb  Null  sind. 

Man  kann  biernacb  die  Gleickungen  (141)  durck  zwei 
einfacbere  -ersetzen,  die  aussprecken,  dass  und  W  Null  sind. 


Nack  Wegkeben  des  Faktors  ~  erkalt  man  daher 


d*b 

dt* 


a  da 
•  2  U  -TT  • 
dt 


■*'*  +  Tl+-gh 


% 

0 


d*a  c  db 
.  +  .2  u  ■ 


(142) 


Das  sind  die  Differentialgleickungen  unseres  Problems.  Da  die 
abkangigen  Variakeln  a  und  b  nock  in  beiden  yorkommen, 
eliminire  ick  zunackst  die  Veranderlicke  Z>;  indem  ick,  die  erste 


db  d3b 

Gleickung  nack  t  differentiire  und  fur  und  die  sich 


dt  dt* 

db 


durck  Auflosen  der  zweiten  Gleickung  nack  jt  ergebenden 

Wertke  einfukre.  Hierdurck  ’  erkalt  man  ftir  den  Ausscklag  a 
die  gewoknllcke  Differentialgleickung  yierter  Oxdnung 

w+8 &+f +*J) + «(!-»’)  (f +1 -*!)  -»•  (143= 

Eliminirt  man  auf  dieselbe  Weise  a  anstatt  b,  so  findet  man 
dass  auck  b  genau  derselben  Differentialgleickung  wie  a  ge- 
nugen  muss.  Man  brauckt  in  Gl.  (143)  nur  uberall  b  anstatl 
a  zu  schreiben,  um  die  Differentialgleickung  fur  b  zu  erkalten 
*  Die  in  Gl.  (143)  yorkommenden  Klammerwertke  sind  con 
stante  Grossen.  Zur  Abkurzung  moge  dafur  gesetzt  werden 


so  dass  Gl.  (143)  in  der  einfackeren  Form 


(144 


d4a  ,  .  d*a  ,  A 

d¥  +  k  =  0 


(145; 


angesckrieben  werden  kann.  Das,  allgemeine  Integral  diese: 
Gleickung  lasst  sick  aber  sofort  in  der  Form 

a=C1 a2  e?**  +  Cz  4-  (146' 
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nngeben,  wobei  die  C  die  willkurlichen  Integrations  constant  en^ 
die  cc  aber  eonstante  Werthe  sind,  die  als  Wurzeln  der  bi- 
quadratischen  Gleichung 

a4  +  p  — 0  ;  -  (147) 

*zu  ermitteln  sind.  Der  Nachweis  dafiir,  dass  der  in  Gl.  (146) 
far  cc  angegebene  Werth  in  der  That  der  Grl;  (145)  miter  Be- 
achtung  der  N eb enb edingung  (147)  geniigt,  kann  leicht  er- 
bracbt  werden;  diese  einfache  Zwisclienreclinnng  soil  aber  weg-, 
gelassen  werden. 

Die  Anflosnng  der  Grl.  (147)  liefert 

«  =  ±Y - 1 ±Vr-r-  '  -C148) 

Von  den  vier  Wurzeln  sind  also  mindestens  zwei  imaginary 
denn  1  setzt  sich  aus  lauter  positiven  Gliedern  zusammen  und 
ist  daher  selbst  positiv. 

Exponentialglieder  mit  rein  imaginaren  Exponenten  in 
Grl.  (146)  lassen  sich  in  bekannter  Weise  auf  reelle  trigono- 
metrische  Functionen  zurlickfuhren;  sie  stellen  also  periodische 
Aenderungen  des  Ausschlags  a  dar,  die  kein  dauerndes  An- 
wachsen  des  Ausschlags  herbeifiihren  konnen.  Nimmt  man  daT 
gegen  das  positive  Vorzeichen  vor  der  inneren  Wurzel,  so  kann 
man  reelle  Werthe  von  a  erhalten.  In  diesem  Falle  kommt  in 
GL  (146)  ein  Glied  vor,  das  mit  wachsendem  t  unbegrenzt 
weiter  wachst.  Wenn  auch  der  Ausschlag  a  im  Anfangs- 
zustande  sehr  klein  war,  so  muss  er  in  diesem  Falle  immer 
weiter  anwachsen ;  ohne  Fiihrung  kann  also  die  Hangespindel 
dann  nicht  laufen. 

Wir  erkennen  also  zunachst  als  nothwendige  Bedingung 
fur  den  ruhigen  Gang,  dass  ft  jedenfalls  nicht  negativ  sein 

darf,  denn  sonst  hatten  wir  sofort  reelle  Werthe  von  a.  Wenn 

x* 

dagegen  ft  positiv  und  kleiner  als  -j-  ist,  kommen  nur  una- 
ginare  Werthe  von  a  vor  und  Gl.  (146)  stellt  eine  periodische 
Bewegung  dar.  In  diesem  Falle  haben  wir  einen  ruhigen  Gang 
der  Spindel  zu  erwarten.  Ware  schliesslich  ft  grosser  als 
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f  -(1f  ■‘eb“  * 

nz  "t  “ k  si  <146> 

aber  fur  l  „ml  -v,  '  m  ™beSrenzt  Sachsen.  Sobald  man. 
T,  •  ,  lhle  Wertbe  Grleichungen  (144)  era- 

-oh  -w  ^  *.  „  ^  A 

80  “H  *T  *“,?-**>«  atsgescMosaen  *ist  ^ 

^  bWM  d"“- 

<— (t- «■)(!+ ^-»>) 

“L£‘  srjssr  -  ~  ^ 

zu  grosseren  AnoonW-  '  rU4llg  laufen  kann,  ohne 

gr.osseren  Ausscblagen  zu  gelangen.  Sobald  aber  *  den  Wertk 

,  .  *-Vi  (149) 

da'r^hm7n  BaodT's  ig^I'  &  W  die‘  derselle  Wath- 

md  **  ^ZT Wese  *e“» 

<-  ™r;X“riw^r:sbs‘'.  ™d  ■**-» — 

4a.  g.™  P„&tt  Woder  po,Hf  “ 

„  “■  ~l'r’i'  +  7(r  (160) 

T^!zr?m  fTpte“  * 

und  fthrt  an  Stelle  von  c  die  Kraft  pi?  ?  ^  nm 

der  Hangespindel  urn  1  cm  aus  def  Ebene^V h  Ende 

vermag,  so  erbalt  mam  an  Stelle  von  Gl  n  Knf  berauszukeSeii 
Spindellange  J  in  cm  ansgedruckl  Cirt  ^  ^ 

dV2==  300X^TZ  . 

*  /"'ll  *  '  ^  Q ? 

bei  der  LavabscbeV  T^rW  nm^dumb 

Snmmanden  -f  nnter  dem  Wurzelzeichen  m  Z 
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praktisch  Yorliegenden  Fallen  wird  aber  dieser  Summand  ge- 
woknlich.  nur  klein  sein  gegeniiber  dem  anderen,  so  dass  sick 
N%  nur  wenig  von  dem  kritiscken  Wertke  Nk  des  yorigen  Para¬ 
graphed  untersckeidet.  —  Ein  wesentlicker  Untersckied  gegen- 
iiker  dezn  friikeren  Falle  bestekt  aber  kier  darin,  dass  wir  jetzt 
ein  gauzes  Gesckwindigkeitsgebiet  (you  ux  bis  u2)  kaben,  inner- 
halb  dessen  urspriinglick  kleine  Ausscklage  bis  zu  endlicker 
Grrosse  anwacksen  miissen,  wenn  dies  nickt  durck  eine  Hiilfs- 
fukrung  verkindert  wird,  wabrend  bei  der  LaYal’scken  Tur- 
binenwelle  nur  fur  eine  ganz  bestimmte  einzelne  Gesckwindig- 
keit  ein.  unbegrenztes  Anwacksen  der  urspriinglich  sekr  klein 
Yorausgesetzten  Ausscklage  zu  erwarten  war. 

Bei  der  Hangespindel  reicken  die  Gebiete  fur  den  rukigen 
Gang 

.  a)  bei  kleinen  Gesckwindigkeiten 


Yon  u 


bis  u=~ j/ 


b)  fiir  grosse  Gesckwindigkeiten 

~r  bis  u  =  oo. 

V 

Constrnirt  man  die  Hangespindel  sekr  steif,  so  wird  P  sekr 
gross  xmd  man  kann  den  rukigen  Gang  in  dem  oberen  Ge- 
schwindigkeitsgebiete  erst  bei  sekr  koken  Umdrekungszaklen 
erreiclien;  man  wird  daker  besser  tkun,  die  Spindel  ziemlick 
biegsaxn  zu  waklen. 


you  u 


■v- 


+ 


Aufgaben. 

10.  Aufgabe.  Pin  Stab ,  auf  den  sonst  Iceine  ausseren  Krdfte 
wirTce'n  und  der  vorher  in  Buhe  war ,  erhalt  plotzlich  einen  Stoss  von 
g eg eb extern  Impulse  an  seinem  einen  Ende  rechtwinklig  zur  Langs - 
richt%i/ng ;  man  soil  die  zu  Stande  Jcommende  Bewegung  angeben. 

JO  6  sung.  Man  kann  die  Aufgabe  entweder  mit  Hiilfe  des 
Flachensatzes  (so  wie  in  §.  25  a)  oder  mit  Hulfe  des  d'Alembert'- 
scken  Princips  losen;  wir  entscbeiden  uns  bier  fiir  das  d'Alembert’- 
scke  Princip,-  weil  man  dieses  oknebin  anwenden  muss,  wenn  etwa 
daneben  nock  nack  der  Biegungsbeanspruckung  gefragt  werden  sollter 
die  der  Stab  bei  dem  Stosse  erfahrt. 
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Es  wird  ‘sicb  vor  alien  Dingen  darum  bandeln,  den  Bewegungs- 
zustand  des  Stabs  nnmittelbar  nacb  dem  Stosse  zu  erfabren.  Die 
Bewegung  ist  jedenfalls  eine  ebene;  der  Stab  bewegt  sicb  namlicb 
in  jener  Ebene,  die  durcb  die  Stabmittellinie  .und  durcb  die  Ricb- 
fung  der  Stosskraft  gelegt  werden  kann.  Eine  ebene  Bewegung 
kann  in  jedem  Augenblicke  als  eine  Drebung  um  eine  zur  Be- 
wegungsebene .  senkrecbte  Axe  oder,  wie  man  einfacber  sagen  kann, 
als  eine  Drebung  um  einen  in  dieser  Ebene  entbaltenen  Punkt  auf- 
gefasst  werden.  Wir  wollen  zunacbst  die  Lage  dieses  Momentan- 
■centrums  aufsucben. 

Dazu  bringen  wir  an  jedem  Massene'lement  des  Stabes  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  wabrend  des  Stosses  eine  Tragbeitskraft 

an  Li  Abb.  .40  sei  AB  die  Stab¬ 
ly _ y  ; _ z _ ^  mittellinie ;  die  Stosskraft  P  wirke 

^  x  am  Ende  B.  Wenn  die  Masse  des 

^1  T  J  f>J  |  ;•  b  Stabs  mit  m  und  seine  Lange  mit  l 

j  ^  |  bezeicbnet  wird,  kommt  auf  ein 

I  ^  Langenelement  dx  im  Abstande  x 

j  Yom  Momentancentrum  0  die  Masse 

!  ,  mdjv.  Wenn  die  Winkelgescbwindig- 

Ato.  40.  * 

keit  zur  Zeit  t  (wabrend  des  Stosses) 
mit  u  bezeicbnet  wird,  ist  die  Gescbwindigkeit  v  dieses  Massen- 
elementes  gleicb  mx  und  man  bat 


dt  X  dt' 

Dieser  Bescbleunigung  entspricbt  eine  Tragbeitskraft  von  der  Grosse 

mdx  du 

~T~x~di’ 

die  also  mit  x  proportional  ist.  Denkt  man  sicb  die  Tragbeits- 
krafte  uberall  abgetragen,  so  Hegen  die  Endpunkte  auf  einer  durcb 
0  gebenden  graden  Linie,  die  in  der  Abbildung  mit  CD  bezeicbnet 
ist.  Die  Tragbeitskrafte  miissen  nun  in  jedem  Augenblicke  w&brend 
des  Stosses  mit  der  Stosskraft  P  im  Gleicbgewicbte  steben.  Wir 
scbreiben  eine  Momentengleicbung  fur  0  als  Momentenpunkt  an 
und  erbalten 


V  Z 

J * x2dx  -]-  J* x^da 


Mit  x±  sind  bier  die  Abstande  der  nacb  links  bin  von  Q  liegenden 
Stabtbeile  bezeicbnet.  Die  Ausfiibrung  der  Integrationen  liefert 


Anfgaben. 


2S1 


Pz  = 


m  du 
l  ~di 


*3  +  *i3 

3 


Zugleicb  muss  aber  die  algebraiscbe  Summe  aller  Krafte  gleicb 
Null  sein.  Wir  baben  daber  noch  die  weitere  Gleicbung  (die  auch 
scbon  aus  dem  Satze  tiber  die  Bewegung  des  Scbwerpunkts  ber- 
YOrgebt) 


J*  xdx  —  J * x1dx1  ^  =  —  —  - - — 


m  du 
l  dt 


Der  Ver  gleicb  beider  Gleicbungen  liefert 


l  -dt  .2 


03  + 


■  zz. 


oder  z%  —  2  zxs  3 zzx. 


! 


Setzt  man  nun  nocb  zt  =  J  —  z  ein,  so  gebt  dies  tiber  in 
==  2  (I  —  #)3  3  z  (l  —  z)2  und  bieraus  z  —  ~  - 

O 

Die  vorausgebende  Gleicbung  fiir  P  gebt  clamit  tiber  in 

p _  m  du  \P 

==T'S‘  6  uj 

und  biernacb  ist  die  Winkelgescbwindigkeit,  die  der  Stab  naeb 
Ablauf  des  Stosses  erlangt  bat, 


Wenn  yon  einem  Stosse  gesprocben  wird,  setzt  man  dabei 
stillscbweigend  voraus,  dass  die  Zeit,  wahrend  deren  er  ausgeubt 
wird,  so  klein  ist,  dass  sicb  der  Korper  inzwiscben  nicbt  merklicb 
aus  der  Anfangslage  verscbieben  kann.  Wir  kennen  daber  jetzt 
den  Bewegungszustand  des  Stabes  unmittelbar  nacb  dem  Stosse 
yollstandig.  Weiterbin  wirken  keine  ausseren  Krafte  mebr'  auf  ibn 
ein  und  er  bewegt  sicb  daber  nacb  den  Lebren  tiber  die  Bewegung 
eines  sicb  selbst  tiberlassenen  Korpers.  Der  Scbwerpunkt  bescbreibt 

also  eine  gradlinige  Babn  mit  der  Gescbwindigkeit  die  er  beim 

-  ,  Y  '  j  ; 

Stosse  erlangt  bat.  Zugleicb  drebt  sicb  der  Korper  mit  der.  iGe- 
scbwindigkeit  u  stetig  weiter,  denn  die  zugeborige  Drebaxe  ist 
offenbar  eine  freie  Axe.  Alle  tibrigen  Punkte  ausser  dem  Scbwer- 
punkte  bescbreiben  daber  cycloidiscbe  Babnen.  —  Siebt  man!  P  und 
die  Tragbeitskrafte  als  Lasten  an,  dem  rubenden  Stabe  an, .  so  kann 
aucb  die  Biegungsbeansprucbung,  die.er  erfabrf,  .berechnet  werden$ 
man  muss  aber  bierzu  nicbt  nur  wissen,  wie  gross  der  Stossimpuls 
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j  JPdt  im  Ganzen  ist,  sondem  aucb,  wie  gross  die  Kraft  P  % 

irgend  einer  Zeit  selbst  ist.  Je  scbneller  der  Stoss  bei  gegebenel 
Impuls  sicb  abspielt,  um  so  grosser  wird  die  Biegungsbeansprucbun, 
und  bei  sebr  grossen  Wertben  von  P  wird  es  aucb  notbig,  di 
elastisebe  Form'an  derung  des  Stabes  wabrend  des  Stosses  selbst  % 
verfolgen,  woYon  bei  der  vorausgegangenen  Kecbnung  abgesebe: 
werden  konnte. 

11 .  Auf  gate .  Man  soil  auf  G-rund  des  d’Alembert’sche. 
Brincijps  die  BiegungsbeansprucJmng  berecknen,  die  die  JPleuelstang 
einer  sclmeUlaufenden  Damjofmaschine  erfahrt. 

Lb  sung.  Scbon  im  ersten  Bande  sind  einige  Betracbtunge' 
iiber  den  Kurbelmecbanismus  der  Dampfmascbine  durcbgefahi 


Abb.  41. 


worden,  an  die  icb  bier  ankntipfen  kann.  Abb.  41  gleicbt  sons 
ganz  der  Abb,  55  auf  S.  206  der  2.  AufL  des  ersten  Bandes  un 
es  ist  bier  nur  nocb  ein  Langenelement  dz  der  Pleuelstange  ir 
Abstande  z  vom  Kreuzkopfzapfen  besonders  bervorgeboben.  Di 
Ordinate  you  dz  ist  mit  y  und  die  Yon  der  linken  Todpunktlag 
aus  gerecbnete  Abscisse  mit  %  bezeicbnet. 

Mit  der  scbon  frtiber  benutzten  und  fur  den  Yorliegenden  Fa] 
stets  fainreicbenden  Annaberung  cos  ip  =  1  erbalt  man 

x  —  z  r  —  r  cos  <30;  y  =  y  r  sm  9. 

Beacbtet  man  nun,  dass  z  constant  ist,  so  lange  man  immer  nu 
dasselbe  Massentbeileben  ins  Auge  fasst  und  dass  aucb 


als  constant  betracbtet  werden  kann,  so  erbalt  man  fur  die  Be 
scbleunigungscomponenten  des  Massentbeilcbens 

d*x  9  d2y  z  9  .  9 

^2  =  rir  cos  cp ;  ^2-  = - ^  ru “  sm  <p  =====  —  yu“.  . 

Die  zum  Langenelement©  dz  der  Stange  geborige  Masse  sei  mit  9 
bezeicbnet;  dann  sind  die  mit  JL  und  Y  bezeicbneten  Component© 
der  Tragbeitskraft,  die  an  dz  angebracbt  werden  muss, 
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Abb.  42. 


X  =  —  mru2  cos  9?;  Y=  myu2. 

Hiernacb  ist  X  unabbangig  yon  #,  also  fur  alle  Massentbeilcben 
der  Stange  gleicb  gross  (bei  gleicbem  m),  wabrend  T  mit  y  oder 
mit  z  proportional  von  dem  Kreuzkopfende*  der  Stange  zmn  Kurbel- 
zapfenende  hin  wacbst.  Die  durcb  die  Yor- 
zeicben  ausgewiesenen  Ricbtungen  von  X  und 
Y  sind  in  Abbildnng  42  nocb  besonders  ein- 
getragen. 

Urn  die  Biegungsbeansprucbung  der  Pleuel- 
stange  zu  berecbnen,  muss  man  sicb  die  Stange, 
die  hierbei  als  ein  auf  zwei  Sttitzen  rubender 
Balken  aufzufassen  ist,  in  Rube  denken  und  die  Tragbeitskrafte  als 
Lasten  daran  anbringen.  Es  fragt  sicb  dann,  bei  welcber  Stellung 
der  Stange  die  Biegungsbeansprucbung  am  grossten  wird.  Auf  die 
Dastcomponenten  X,  die  im  Uebrigen  zu  den  scbon  im  ersten 
Bande  besprocbenen  Erscbeinungen  des  „Massendrucks“  fiibren, 
kommt  bei  der  Biegung  offenbar  nicbt  viel  an,  da  sie  nur  wenig 
von  der  Ricbtung  der  Stange  abweicben,  also  im  WesentHcben  nur 
eine  axiale  Beansprucbung  der  Stange  berbeifuhren.  Die  Last- 
■conaponenten  Y  steben  dagegen  in  alien  Lagen  nabezu  senkrecbt 
zur  Stange  und  wir  mussen  uns  daber  fragen,  wann  sie  am  grossten 
werden.  Dies  trifffc  dann  zu,  wenn  sin  9  =  1  wird,  oder  (was 
bier  mit  Riicksicbt  auf  die  Yernacblassigungen,  die  wir  von  vorn- 
berein  macbten,  auf  dasselbe  binauskommt)  wenn  ip  seinen  grossten 
Wertb  annimmt. 

Das  Belastungsscbema  wird  demnacb  durcb  Abb.  43  zum  Aus- 
druck  gebracbt.  Die  grosste  Intensitat  nimmt  die  Belastung  am 
recbten  Auflager  an.  Eiir  jedes  Massen- 
tbeilcben  m  ist  dort  die  Last  mru 2  an- 
zubringen.  Das  ist  tibrigens  genau  der 
Wertb  der  Centrifugalkraft  fur  das  den 
Blurb  el warzenkreis  durcblaufende  Tbeil- 
<eben  und  die  Last,  muss  aucb  diese 
G-rosse  annebmen,  da  j a  an  dieser  Stelle 
die  Tragbeitskraffc  sicb  in  der  That  auf 

eine  einfacbe  Centrifugalkraft  reducirt.  Yom  recbten  Auflager  nimmt 
die  Belastung  nacb  links  bin  gleicbmassig  ab. 

Wir  baben  nun  eine  einfacbe  Aufgabe  der  Eestigkeitslebre 
vor  uns,  die  mit  der  in  Aufg.  16  des  zweiten  Bandes  auf  grapbiscbem 
Wege  gelosten  fast  vollkommen  tibereinstimmt.  Die  auf  die  Langen- 
einbeit  entfallende  Belastung  q  im  Abstande  z  vom  linken  Auflager  ist 

Q  2  * 

^Tlru  *  T’ 


Abb.  48. 
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wenn  das  ganze  Gewicbt  der  bierbei  als  cylindriscb  vorausgesetzten 
Stange  mit-  $bezeiebnet  wird.  ,  Man,  kann  nun  leicbt  die  Anf lager- 
krafte  auf  beide  Stutzpunkte  nnd  biernacb  das  Biegungsnxoment 

Dann  sucht  man  das  Maximal- 
moment  auf  und  berecbnet  die 
Biegungsspannung  a  mit  Hiilfe 
der  gewobnlichen  Biegungs- 
gleicbung. 

12.  Auf  gate.  Man  soil 
die  Biegungsbeanspruchmg  einer 
Kuppelungsstange  AJB  zwischen 
zwti  Treibr elder n  einer  Lokomotive  terechnen  (vgl.  Abb.  44). 

Lb  sung.  Die  Aufgabe  kann  ganz  abnlicb  wie  die  vorber- 
gebende  bebandelf  werden;  sie  ist  aber  insofern  einfacher,  als  sicb 
die  Bewegnng  der  Kuppelungsstange  in  zwei  Antbeile  zerlegen  lasst, 
■von  denen  der  eine  die  gleicbformige  gradlinige  Translationsbewegung 
darstellt,  die  die  Stange  mit  dem  Fahrzeuge  zusammen  ansfnhrt, 
wabrend  der  andere  Antbeil  in  der  Belativbewegung  gegen  das  Pahr- 
zeng  bestebt.  D'er  erste  Antbeil  kann  zn  keinen  Tragbeitskraften 
fiibren;  man  brancbt  sicb  also  nnr  um  den  zweiten  zu  kummern. 
Dieser  bestebt  ebenfalls  in  einer  Translationsbewegung,  bei  der  alle 
Punkte  Kreise  vom  Halbmesser  r  zurucklegen.  Die  Tragbeitskrafte 
sind  daber  Centrifugalkrafte  von  der  Grosse  mu2r  und  gleicbmassig 
liber  die  ganze  Stangenlange  vertbeilt.  Die 
Biegung  wird  am  grossten,  wenn  die  Centri¬ 
fugalkrafte  senkrecbt  zur  Stange  steben,  also 
in  der  tiefsten  oder  in  der  bocbsten  Lage  der 
Stange;  bei  der  tiefsten  addirt  sicb  nocb  die 
Biegung  durcb  das  Eigengewicbt,  das  frei- 
licb  gegentiber  den  Tragbeitswirkungen  bei 
einer  scbnell  lanfenden  Lokomotive  nur  ge- 
ring  ist. 

13.  Aufgabe.  Lie Mittellinie  eines Stales 
hat  die  in  Abb.  45  angegebene  Z-formige  Ge¬ 
stalt  Ler  Stab  rotirt  um  den  in  der  Mitte 

_ Uegenden  Bunkt  0;  man  soli  die  Biegungs- 

Abb.  45.  ,  beanspruckung  und  die  elastische  Formande - 

rung  berechnen ,  die  der  Stab  erfahrt. 

Lb  sung.  Der  eigentlicb  dynamisebe  Tbeil  der  Aufgabe  isi 
bier  sebr  einfacb.  Man  braucbt  nur  iiberall  die  Centrifugalkrafte 
anzubringen,  um  die  Aufgabe  auf  eine  der  Festigkeitslebre  zuriick- 
zufuhren.  Die  Centrifugalkrafte  am  mittleren  Tbeile  tragen  zui 
Biegung  nicbts  bei,  sondern  nur  die  an  den  Seitenfortsatzen.  Fur¬ 


fur  einen  Querscbnitt  z  berecbnen. 
I _ 


Abb.  44. 
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einen  Querschnitt  mm  berechnet  man  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  links  von  mm  liegenden  Centrifugalkrafte  C.  Da 
C  =  mu2r  ist,  hat  man  fiir  die  V ertikalcomponente  Cf  von  C  den 
Werth  mu*  a,  d.  h.  die  Lasten  Cf  sind  dber  den  Seitenfortsatz  gleich-. 
massig  vertheilt.  Das  grosste  Biegungsmoment  tritt  im  Punkte  A, 
auf  und  es  ist 

71 ir  Q  Q  ^ 

Afmax  =  —  ira  — , 

9  & 


wenn  mit  Q  das  Gewicht  des  seitliclien  Armes  bezeichnet  wird. 
Auch  der  mittlere  Stabtbeil  wird  verbogen  und  das  Biegungsmoment 
kann  fur  jeden  Querschnitt  nn  ebenfalls  sofort  angegeben  werden. 
Es  ist 


lf  = 


Q  9  & 

—  u2a~ 
9  2 


(«  —  «)  =  ■ 


Eur  %  =  0  wird  M  zu  Null.  —  Nachdem  die  Biegtmgsmomente 
bekannt  sind,  kann  man  die  auftretenden  Verbiegungen  so  wie  bei 
einem  Bogentrager  (Band  III,  §  33)  berechnen. 

14.  Auf  gate.  In  welch  em  Abstande  vom  Schw  crpunkte  muss - 
ein  physischcs  Pendel  aufgehdngt  tverden,  wenn  die  Schwingungsdauer 
moglichst  Mein  werden  soil? 

L 6 sung..  Die  Schwingungsdauer  hangt  von  der  redueirten 
Pendellange  l  ab  und  diese  ist  nach  den  Gleichungen  (76)  und  (77) 

. 

Qs  s  .  , 


Das  Tragheitsmoment  ©  fur  eine  Axe,  die  den  Abstand  s  vom 
Schwerpunkte  hat,  folgt  aus  dem  Tragheitsmomente  @0  fur  die 
dazu  parallele  Schwerpunktsaxe  nach  der  Eormel  (vgl.  Band  HE, 
Gl.  (53), 

0=0O+1S2 

0  I  g 

oder,  wenn  man  mit  den  Tr^gheitsradien  t  und  t0  rechnet, 

t 2  =  /02  +  s2.' 

Pur  l  erhalt  man  daher 

+  2 

Z  =  s  +  -^-' 
s 

Dieser  Ausdruck  soil  durch  geeignete  Wahl  von  5  zu  einem  Minimum, 
gemacht  werden.  Durch  Differentiiren  findet  man 

^  =  l  _  *4  =  0  Oder  s  =  f0. 

ds  s2  . 
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Da  ferner 


also  positiv  1st,  bat  man  fur  s  =  £0  in  der  That '  ein  Minimum  und 
war  ?mm=  2f0.  Man  erkennt  zugleieb,  'dass  die  Scbwingungs- 
■dauer  fiir  alle  unter  einander  parallelen  Axen,  die  denselben  Abstand 
vom  Sebwerpunkte  baben,  gleicb  gross  ist.  Der  Kreis  vom  Halb- 
messer  tQ  um  den  Scbwerpunkt  entbalt  alle  Auf  hangepunkte ,  um 
die  der  Korper  seine  sehnellsten  Scbwingungen  ausfubren  kann. 
Je  weiter  sicb  der  Aufbangepunkt  nacb  aussen  oder  nacb  innen 
iron  diesem  Kreisumfange  entfernt,  um  so  langsamer  werden  die 
Scbwingungen.  Wenn  der  Aufbangepunkt  unendlicb  nabe  dem 
Sebwerpunkte  liegt,  dauern  die  Scbwingungen  unendlicb  lange  und 
dasselbe  gilt  aucb,  wenn  der  Aufbangepunkt  in 
{  jl\  einen  Abstand  vom  Sebwerpunkte  riickt,  der  als 
-a  i-  -ujxen^iicb  gross  angeseben  werden  kann. 

^  I  j  \  !  15.  Auf  gale.  Man  soil  beweisen ,  dass 

i  /  j  \  l  der  Auf  hang  epunJct  wnd  der  SchwingungsmiUel- 

4--j - $s  \  punkt  eines  physischen  Pendels  mit  einander  ver~ 

f  I  _ \j,_  tauscht  werden  konnen. 

T  j  Losung.  In  Abb.  46  sei  A  der  Aufb&nge- 

\ _ •  y  punkt,  8  der  Scbwerpunkt  und  M  der  Scbwin- 

Abb  46  gungsmittelpunkt.  Dann  ist  nacb  der  Defi- 

nition  des  Scbwingungsmittelpunktes  AM  —  l 
nnd  daber  nacb  den  sebon  in  der  vorbergebenden  Aufgabe  be- 
nutzten  Eormeln 


«  1  $  5 


woraus,  wenn  man  den  Abstand  SM  mit  s'  bezeichnet,  folgt 

$  s  =  f02. 

Macbt  man  nun  M  zum  Auf  bangepunkte,  so  tritt  s'  an  Stelle  von  s 
und  daber  nacb  der  vorausgebenden  Gleicbung,  die  aucb  im  neuen 
Dalle  wieder  erfullt  sein  muss,  zugleieb  s  an  Stelle  von  s\  d.  b.  A 
ist  nun  in  der  That  der  Scbwingungsmittelpunkt. 

Ein  Pendel,  das  zwei  Sebneiden  bei  A  und  M  besitzt,  so  dass 
die  in  der  Aufgabe  vorkommende  Yertauschung  von  Aufbangepunkt 
und  Scbwingungsmittelpunkt  sofort  praktiscb  ausgefubrt  werden 
kann,  beisst  ein  Reversionspendel.  Man  benutzt  es  zur  Aus- 
fiibrung  absoluter  Scbweremessungen,  d.  b.  zur  Messung  der  Fall- 
bescbleumgung  g.  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  Sebneiden  mit 
Hulfe  von  Stellscbrauben  so  eingestellt,  dass  die  Scbwingungsdauer 
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fur  beide  Schneiden  gleicb  gross  wird.  Dies  lasst  sicb  leicht  sehr 
genau  erreichen,  da  man  nicbt  bios  eine,  sondem  eine  grosse  Zabl 
aufeinanderfolgender  Schwingungen  znm  Yergleiche  benutzen  kann. 
Dann  muss  der  Schneidenabstand  moglichst  genau  gemessen  werden: 
er  giebt  die  reducirte  Pendellange  an.  Da  die  Schwingungsdauer, 
die  dieser  entspricbt,  ebenfalls  aus  der  Beobacbtung  gegeben  ist, 
kann  mit  Htilfe  dieser  Daten  die  Fallbeschleunigung  g  nach  den 
Gleichungen  (56)  oder  (57)  berecbnet  werden. 

16.  Auf  gab  e.  An  clcn  beiden  Enden  ernes  Sells,  das  uber 
eine  liolle  Iciuft ,  hdngen  zivei  gleich  schwere  Personen,  die  vorher 
ruhten.  Eine  Idcttert  an  dem  Seile  in  die  Hohe ;  was  geschieht, 
wenn  Peibung,  Seilsteifiglceit  u.  s.  f.  ausser  Acht  gelassen  werden? 

Lii  sung.  Am  einfachsten  bebandelt  man  die  Aufgabe  mit 
Hiilfe  des  Flachensatzes.  Den  Momentenpunkt  lege  man  auf  den 
Rollenmittelpunkt.  Dann  verschwinden  die  Momente  aller  Krafte, 
die  von  aussen  ber  auf  den  aus  der  Rolle,  dem  Seile  und  den 
beiden  Personen  gebildeten  Punktbaufen  einwirken.  Der  Auflager- 
druck  gebt  namlich  durcb  den  Momentenpunkt  und  die  Gewicbte 
der  beiden  Personen  baben  Momente  von  gleicber  Grosse,  aber  ent- 
gegengesetzter  Ricbtung.  FTacb  dem  Flacbensatze  muss  aucb  das 
Moment  der  Bewegungsgrossen  constant  und  zwar,  da  es  von  An- 
fang  an  Null  war,  aucb  ferner  gleich  Null  bleiben.  Y ernachlassigt 
man  die  Massen  der  Rolle  und  des  Seils  gegeniiber  jenen  der  beiden 
Personen,  so  miissen  die  Bewegungsgrossen,  die  diese  erlangen,  von 
gleicber  Grosse  sein,  da  aucb  die  Hebelarme  (gleicb  dem  Rollen- 
halbmesser)  gleicb  gross  sind.  Das  entgegengesetzte  Yorzeicben 
des  Moments  verlangt,  dass  die  Greschwindigkeiten  beider  Personen 
nacb  oben  bin  geriebtet  sind.  Wenn  also  der  Eine  hinaufklettert, 
.senkt  sicb  zugleicb  das  Seil  unter  ihm,  so  dass  er  in  Wirklicbkeit 
nur  balb  so  bocb  hinaufkommt,  als  er  an  dem  Seile  in  die  Hohe 
kletterte.  Der  Andere  dagegen,  der  sicb  gar  nicbt  ruhrt,  wird 
hierbei  ebenfalls  mit  in  die  Hohe  genommen  und  zwar  so,  dass 
beide  stets  gleicb  bocb  bleiben.  —  Nattirlicb  Sndern  sicb  diese 
Ergebnisse  etwas  ab,  wenn  man  die  Massen  der  Rolle  und  des 
Seils  oder  aucb  Reibung  und  Seilsteifigkeit  mit  in  Beriicksicb- 
tigung  ziebt. 

17.  Aufgabe. .  Ein  homogener  Cylinder  rotirt  mit  gegebener 
WinJcelgeschwi  ndiglcei  t  u  urn  seine  Axe,'  man  soil  den  Dr  all  fur  diese 
.Axe  bercclmcn. 

Lb  sung.  Die  Axe  ist  eine  Haupttragheitsaxe ,  der  Drall  fur 
einen  auf  dieser  Axe  gelegenen  Momentenpunkt  f&llt  daber  in  die 
Ricbtung  der  Axe.  Nacb  Gl.  (90)  ist 

B!  =  u®. 


POp pi,  Dynainik.  2.  Aufl. 
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Das  Tragbeitsmoment  des  Cylinders  fur  diese  Axe  *  ist  gleich  dem 
polaren  Tragheitsmomente  eines  Querschnittskreises ,  uber  den  die 
ganze  Masse  des  Cylinders  gleichmassig  ausgebreitet  gedacbt  wird. 
Der  Tragheitsradius  kann  daber  nacb  Band  III,  S.  121  d.  2.  AufL 


gleich  “*j/ 2  gesetzt  werden,  wenn  der  Cylinderbalbmesser  mit  a 
z 


bezeicbnet  wird.  Wenn  das  Gewicbt  des  Cylinders  gleicb  Q  ist, 
bat  man  daber 


,  uQa 2 

18.  Aufgabe.  Fur  einen  homogenen  Ereis- 
Jcegel  von  der  Hohe  h  und  dem  BasishaTbmesser  a 
sollen  die  Tragheitsmomente  filr  die  Schwer - 
puriktsh  auptaxen  berechnet  werden.  Ferner  soil 
angegeben  werden ,  bei  welchem  VerMltnisse 
mischen  h  und  a  das  auf  [die  Kegelspitze  be- 
zogene  Tragheitsellipsoid  in  tine  Kugel  ubergeht 
Lb  sung.  Am  einfacbsten  berecbnet  sicb 
das  Tragbeitsmoment  @1  fur  die  Kegelaxe. 
Man  denke  sicb  den  Kegel  durcb  Querschnitte 
in  Scbicbten  von  der  nnendlicb  kleinen  Hohe 
dx  getheilt.  Jede  Scbicbt  kann  als  eine  kreis- 

formige  Scheibe  vom  Halbmesser  a  --  an- 
geseben  werden.  Das  Volumen  der  Scbicbt 


ist  Tta2  —r,  dx  und  ibr  Beitrag  zu  @1  daber 
h -  43  1 

X2  •  1  ^2 

7ta 2  (idx 


Y2’ 


wenn  ft  die  specifiscbe  Masse  bedeutet.  Im  Ganzen  wird  daber 

f* ' 4.  7  _  a^h _  --  Sa“ 

=  J  ^  =  =  ^lo  ’ 

o 

worin  fur  die  Gesammtmasse  des  Kegels  M  gesetzt  ist.  Der  zu- 
geborige  Tragbeitsbalbmesser  ist  gleicb  a]/ 0,3  =  0,548  a. 

Der  Scbwerpunkt  des  Kegels  liegt  in  der  Hobe  Bur  eine 

senkrecbt  znr  Kegelaxe  durcb  ibn  gelegte  Axe  sei  das  Tragbeits¬ 
moment  mit  bezeicbnet.  Der  Beitrag,  den  die  Scbeibe  zu  0^ 
liefert,  ist  gleicb  dem  Tragheitsmomente  der  Scbeibe  fur  eine  durcb 
deren  Scbwerpunkt  parallel  zu  jener  gelegte  Axe  vermebrt  um  das 
Produkt  aus  der  Masse  der  Scbeibe  und  dem  Quadrate  des  Abstandes 
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37i 

- - x  zwiscben  Kegelscbwerpunkt  und  Scheibenscbwerpunkt.  Dies 

folgt  n&mlicb  aus  dem  in  Band  III,  Gl.  (53)  bewiesenen  Satze,  der 
sick  auf  den  vorliegenden  Ball  ohne  Weiteres  iibertragen  lasst. 
Hiernacb  ist  der  Beitrag  der  Scheibe  zn  ®2  gleich 

>3  71  ,a:2^/3  h  ^ 


2  X  7 
Tta  g  [idx 


9  X 

4  a  h > 


w 


und  im  Ganzen  erbalt  man 

h 

@2  =  7 tfl  C x^dx  -|- 


4:h 


■  X 


a4h 


^  - 

,  +  ^ 


7ta2  il  /  o  / 3 Tz-  \  2 

-p-J  *  (t  -  x)  dx 
(“■+¥)• 


o 

3  M 
20 


~7t(l  20  i  -r  -go 
Der  zugeborige  Tragbeitsradius  ist  daher  gleicb 


v 


12 a2  +  3  h2 
80 


Eiir  die  Kegelspitze  seien  die  Tragbeitsmomente  mit  0/  nnd  ©2' 
bezeichnet.  Dann  ist  @t'  =  @x  und 

@2'  =  @2  +  i!f~. 


Wenn  nun  @^  =  @2f  werden  soil,  so  muss  sein 


M 


3  a* 


10 


3  M 
20 


Ml  gl  h\  ( 

>-(«*+T)  + 


M 


dh* 

16 


und  hieraus  folgt  a  =  2  Ji.  Die  Hobe  des  Kegels  darf  also  nur 

vom  Durcbmesser  des  Basiskreises  betragen.  —  Ein  Spielkreisel 
von  dieser  Form  ware  hiernach  ein  Kugelkreisel.  Gewobnlieb  sind 
die  Spielkreisel  freilicb  bober*,  das  zur  Spitze  geborige  Tragbeits- 
ellipsoid  ist  dann  ein  verlangertes  Rotationsellipsoid. 

19.  Aufgabe.  Auf  zwei  conaxialen  Wellen  sitzen  zwei  Um- 
drehung sharper  von  den  Tragheitsmomenten  @1  und  ®2.  Die  eine 
Welle  rotirt  mit  der  Winhelgeschwindigheit  u,  wdhrend  die  cinder e 
ruht.  Dann  wird  durch  eine  einruckbare  Kuppelung  die  zweite 
Welle  mit  cler  ersten  vcrbunden;  man  soil  die  Winkelgeschwindig - 
heit  u  bereclmen ,  mit  der  beide  Wellen  zusammen  weiter  rotiren, 
wen/n  heine  dusseren  Krdfte  einwirhen. 

Lo  sung.  Nacli  dem  Elacbensatze  bleibt  der  Drall  constant. 
Man  bat  daber 

u@1  =  u'  (®1  -)-  @2)  und  bieraus  u  =  u  • 

18* 
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1 


20  cnu 


20  cm,. 


S' 


20.  Aufgabe.  Eine  gewichtslose  Stange  SS  (Abb.  48)  tragt 
0wei  gleich  schwere  Kbrper  Q  und  Qr  wnd  rotirt  urn  die  Axe  AA. 

JPlbtzlich  werden  (durch  Auslosen  eincr  Fcder 
o.  dgl.)  die  G-ewichte  auseinander  gezogen, 
^  so  dass  ihr  Abstand  von  40  auf  60  cm 

wdchst.  Wie  viel  Touren  macht  die  Stange 
nctcliher,  wenn  sie  vorher  60  in  der  Minute 
ma  elite? 

Lo  sung.  Aucb  bier  muss  der  Drall 

_ _ A.  constant  bleiben.  Wenn  die  beiden  Ge- 

wichte  wie  materielle  Punkte  bebandelt 
werden  konnen,  die  sicb  im  Abstande  r 
von  der  Axe  befinden,  so  ist  das  Trag- 
heitsmoment 


WM 


$ 


_  2  Q  2 

0  =  — r- 


Abb.  48. 


und  der  Drall 


B 


» 

— -  }-n. 
9 


Dieser  muss  vorber  und  naebber  gleicb  sein;  also  wenn  man  die 
Wertbe  von  r  und  u  naebber  mit  und  ux  bezeiebnet 


Oder  ^  = 
u 


Setzt  man  die  Zablenwertbe  ein,  so  erbalt  man  fur  die  Touren  - 
zabl  Arx 


26 


Anmerkung.  Erscbeinungen  dieser  Art  (also  Aenderung 
der  Winkelgescbwindigkeit  in  Eolge  von  Aenderung  des  Abstandes 
von  der  Drebaxe)  kommen  ofters  vor.  Wenn  man  z.  B.  Wasser 
durcb  einen  Tricbter  ausstromen  lasst  und  man  bat  das  Wasser 
oben  im  Tricbter  (etwa  durcb  eine  seitlieb  geriebtete  Einfluss- 
gescbwindigkeit)  in  eine  geringe  Rotation  versetzt,  so  steigert  sicb 
diese  im®  Ausstromungsrobr  des  Triebters  erbeblieb ,  so  dass  starke 
Wirbel  entsteben,  die  den  Ausfluss  betracbtlicb  verzogern  konnen. 

21.  Aufgabe.  Der  Schwungring  eines  Schwungrads  wiegt 
3000  kg  wnd  hat  2  m  Durchmesser.  Die  Ebene  des  Schwwngrings 
sei  wegen  wngenauen  Awfkeilens  um  einen  Winkel  von  1 0  gegen  die 
zur  Wellenmittellinie  senkrechte  Ebene  geneigt.  Wie  gross  ist  das 
Moment  des  von  den  Lagern  aufzunehmenden  Krciftepaars ,  wenn  die 
Welle  120  Touren  macht? 
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Hhi  stc  L 6 sung.  Man  kann  die  Aufgabe  entweder  mit  Hulfe 

dies  Flacbensatzes  oder  mit  Hulfe  des  d’Alembert’scben  Princips 
behandeln.  Einfacher  und  daher  gewobnlicb  gebrancbt  ist  bier 
das  Verfabren  nacb  d’Alembert, 
weil  sicb  die  Tragbeitskrafte  auf 
blosse  Centrifugalkrafte  reduciren. 

In  Abb.  49  ist  der  Scb wang¬ 
ling  in  zwei  Projektionen  gezeicbnet. 

Der  bn  Zablenbeispiele  zu  1°  an- 
gegebene  Winkel  ist  in  der  Ab- 
bildung  mit  a  bezeicbnet.  Da  er 
jedenfalls  klein  sein  wird  (kleiner 
als  dort  gezeicbnet),  kann  die  andere 
Projektion  des  Scbwungrings  genan 
genug  als  kreisformig  angeseben  Abb- 49- 

werden.  Man  fasse  ein  Element 

des  Schwungrings  ins  Auge,  das  znm  Centriwinkel  dy  gebort. 

Wenn  Q  das  Gewicbt  des  ganzen  Scbwungrings  ist,  gebort  zu  dcp 

das  Gewicbt  ^  7 

Qdy 

%7C 

Fur  die  mit  y  und  0  bezeicbneten  Abstande  erbalt  man 
y  =  r  sin  y  und  #  =  ya  =  ra  sin  <p, 

wobei  an  Stelle  von  tga  der  Bogen  a  gesetzt  werden  durfte. 

Die  Centrifugalkraft  C  an  dem  zu  dcp  geborigen  Tbeilcben  ist 

q _  Qdy  it2r 

2tc  "If' 

Die  Horizontalcomponentei?.  aller  G  steben  im  Gleicbgewicbte  mit 
einander.  Dagegen  bilden  die  Vertikalcomponenten  C'  ein  Krafte- 
paar,  dessen  Moment  mit  K  bezeicbnet  sei.  Man  bat 


C'  —  C  sin  y 


2 


sin  y  dcp. 


Der  'Hebelarm  von  C'  in  Bezug;  auf  die  Badmitte  ist  0  und  daber  wird 
QuVa  f  _ Qu*r*a 


K  ■ 


2  ng 


-  j* sin2  ydy  =  ■ 


2  g 


Wenn  man  die  lebendige  Kraft  des  Scbwungrings,  die  man  obne- 
bin  scbon  berecbnet  baben  wird,  ebe  man  an  eine  solche  Unter- 
sucbung  berantritt,  mit  L  bezeicbnet,  bat  man  kiirzer 

K  =  La. 
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Im  Zahlenbeispiele  ist  Q  ===  3000  kg,  u  —  —  •  2  %  =  4  tc  sec*'1, 
r  =  1  m  und  a  =  und  nacb  Einsetzen  und  Ausrecbnen  er- 


balt  man 

K  =  421  m  kg. 


Dieses  Moment  muss  yon  den  Lagern  aufgenommen  werden;  die 
Division  mit  dem  Abstande  der  Lager  von  einander  liefert  die 
Einzelkraft  fur  jedes  Lager.  Zu  beachten  ist,  dass  die  Ricbtung 
des  Moments  und  der  Einzelkrafte  ebenfalls  stetig  mit  dem  Schwung- 
rade  berumrotirt;  bierdurcb  kommt  das  „Riitteln“  in  den  Lagern 

zu  Stande.  Zugleicb  giebt 
K  das  Biegungsmoment  an, 
das  von  der  Welle  auf¬ 
genommen  werden  muss ; 
in  Bezug  auf  die  Welle 
andert  sick  ubrigens  die 
Bichtung  von  K  nicbt.  — 
Wenn  die  Welle  binreichend 
biegsam  ist,  ricbtet  sicb 
das  Scbwungrad  von  selbst 
auf,  so  dass  der  Winkel  a 
und  biermit  aucb  K  selbst 


X 


kleiner  werden. 

Zweite  ho  sung.  Um  die  Aufgabe  aucb  nocb  nacb  dem 
El&cbensatze  zu  losen,  scbicke  icb  eine  geometriscbe  Betracbtung 
liber  eine  Eigenscbaft  der  Ellipse  voraus.  Der  Winkel  zwiscben 
einem  Halbmesser  OA  der  Ellipse  (Abb.  49  a)  und  der  y- Axe  sei  a, 
der  Winkel,  den  das  Perpendikel  OP  auf  die  im  Punkte  A  con- 
struirte  Tangente  TT  mit  der  gleicben  Axe  bildet,  sei  (3.  Dann  ist 


und 


tg  p  = 


,  % 
tg  a  =  — 

°  y 

dy  x  b2  b 2 
dx  y  a 2  a 2 


wofiir  aucb,  wenn  a  und  jS  klein  genug  sind,  kiirzer 


gescbrieben  werden  kann. 

In  diesem  Palle  kann  ferner  B  —  u  &  gesetzt  werden.  Der 
Winkel  a  —  (3  giebt  den  Bicbtungsunterscbied  zwiscben  SB  und  U 
an.  Unter  der  Ellipse  in  Abb.  49  a  ist  bierbei  der  Meridian  des 
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Tragbeitsellipsoids  des  Scbwungrings  zu  versteben.  Der  Drall  SB 
beschreibt  bei  der  Drebung  des  Scbwungrads  eine  Kegelflacbe  mit 
dem  angegebenen  Oeffnungswinkel.  Um  den  absolnten  Betrag  von 
■d  SB 

zu  berechnen,  beacbte  man,  dass  das  zu  dt  geborige  c?SB  ein 

Bogenelement  vom  Basiskreise  jenes  Kegels  ausmacbt  und  daber 
{bei  kleinem  a  —  (3)  gleicb  B  (a  —  f3)udt  gesetzt  werden  kann. 
Eur  das  statiscbe  Moment  der  Zwangskrafte  erb&lt  man  daber 

K—B(k  —  p)u  =  u2@(a  —  1 3)  =u* 6a 

Diese  Eormel  gilt  nocb  allgemein  fur  irgend  einen  Rotationskorper. 
Fur  den  Scbwungring  ist  aber  uberdies  (vgl.  §  22)  a2  =  2  b2  und 
daber,  wie  vorber, 

if  =  4“  u2&a  =  La. 


22.  Aufgabe.  Zwei  gleich  schwere  Kugeln  sincl  durch  eine 
Stange  verbunden ;  man  soil  die  freien  Axen  des  dadurcJi  gebildeten 
Korpers  angeben. 

L  o sung.  Das  Tragbeitsellipsoid  fur  den  Scbwerpunkt  ist  ein 
verlangertes  Umdrebungsellipsoid,  dessen  grosse  Axe  mit  der  Stangen- 
.axe  zusammenfUllt.  Die  Stangenaxe  und  jede  senkrecbt  zu  ibr 
durcb  den  Scbwerpunkt  gezogene  Axe  ist  eine  freie  Axe  des  Korpers. 
.Eine  stabile  Drebaxe  ist  aber  nur  die  Stangenaxe,  da  nur  fur  sie  das 
Tragbeitsmoment  zu  einem  absoluten  Minimum  (oder  Maximum)  wird. 

23.  Aufgabe.  Eine  homogene  Stange  von  der  Lange  2r  ist 
mi  den  Enden  mit  JRollen  versehen,  mit  denen  sie  auf  einer  glatten 
senkr ecMen  Wand  und  einem  glatten  Fuss- 
boden  ruht.  Ausserdem  soil  durch  eine  ge- 
■ eignete  Vorrichiimg  auch  dafur  gesorgt  sein, 
dass  sich  die  Bollen  von  der  Wand  oder  dem 
JPussboden  nicht  abheben  konnen.  Vorher  war 
die  Stange  in  der  durch  Abb.  50  angegebenen 
Lage  AB  festgehalten.  Dann  wird  sie  oline 
Stoss  frei  gelassen  %md  man  soil  berechnen , 
uhe  lange  es  dauert,  bis  sie  untcn  Uegt. 

Lo sung.  Die  Entfernung  von  0  bis 
zum  Stangenscbwerpunkte  S  ist  nacb  einer 
bekannten  Eigenscbaft  des  recbtwinkligen 
Dreiecks  gleicb  r,  daber  bescbreibt  S  w&brend 
des  Herabfallens  einen  Kreis  um  0  vom  Halbmesser  r.  Irgend  eine 
sp&tere  Lage  der  Stange  sei  durcb  den  Winkel  (p  gekennzeicbnet, 
den  die  Stange  mit  der  Wand  oder  den  aucb  die  Linie  OS'  mit 
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der  Wand  bildet.  Die  Stange  bat  sicb  wabrend  dessen  um  den 
Winkel  cp  —  a  gedrebt.  Die  Wink  elgescb  win  digkeit,  mit  der  sie* 
sicb  im  gegebenen  Augenblicke  drebt,  ist 

d  © 

M  =  dt 

nnd  die  Grescbwindigkeit  des  Scbwerpnnkts  bat  den  Absolutbetrag- 

_  ^  dcp 


Die  lebendige  Kraffc  der  Stange,  deren  Masse  mit  m  bezeicbnet  sei,. 
ist  daber 


Fur  das  Tragbeitsmoment  ©  findet  man  leicbt 

r2 

0  =  m 

und  daber  wird 


Der  lebendigen  Kraft  L  muss  die  Arbeit  der  ausseren  Krafte  gleicb 
sein.  Die  Auflagerkrafte  leisten  aber  keine  Arbeit,  da  Reib ungen 
ausgescblossen  sein  sollen  und  die  Arbeit  des  Gewicbts  ist  gleicb  mg 
mal  der  Senkung  des  Scbwerpunkts ,  die  gleicb  r(cosa  —  cos  cp) 
gesetzt  werden  kann.  Wir  baben  daber 

T  r  (If)  =  g  (cos  “  ~  cos  v)- 

Hieraus  findet  man 

dt 
dcp 


und  durcb  Integration  nacb  cp  folgt  die  Zeit,  die  zum  Durcblaufen 
des  Weges  gebraucbt  wird.  Ist  t  die  Zeit,  die  bis  zum  Ende  der 

Bewegung,  d.  b.  bis  cp  —  ~  verstreicbt,  so  bat  man 

71 

~2~ 


Das  Integral  ist  ein  elliptiscbes,  das  ganz  abnlicb  wie  das  bei  der 
Pendelbewegung  in  Gl.  (5l)  yorkommende  weiter  bebandelt  werden 
kann.  Man  setze,  um  auf  die  frtibere  Form  zu  kommen,  zunacbst 
tc  —  cp  —  2%  und  7C  —  a  =  2/3,  dann  wird 
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cos<p  =  —  cos 2%  =  2sin2^  —  1;  cosa=  2 sin2/3  —  1;  clcp  =  — 


# 

^9  J  ]/ 2  (sin2  /?  —  sin2#) 

4' 

Der  einzige  wesentlicbe  Unterschied  gegenuber  dem  fruberen  Falle 
bestebt  nun  darin,  dass  die  untere  Grenze  bier  —  anstatt  Null  ist. 

Man  kann  aber  das  Integral  als  die  Differenz  yon  zwei  bestimmten 
Integralen  auffassen,  von  denen  das  eine  von  0  bis  /3  und  das 

andere  von  0  bis  ~  reicbt  und  auf  jedes  von  beiden  die  friibere 
Umformung  anwenden.  Dadurcb  erbalt  man 


wobei  y  durcb  die  Bedingung  bestimmt  wird 


sin ' 


sin  (5 

Da  |S  >  ,  lasst  sicb  y  stets  angeben. 

24.  Aufgabe.  Ein  Gyroscop  besteht  aus  einem  Schwungringe 
■von  20  cm  Durchmesscr  mid  10  kg  Gewicht  und  einem  Bahmen 
(dessen  Masse  gegen  die  Schwungringmasse 
vernachlassigt  werden  soil),  in  dem  der 
Schwungring  mit  100  Umdrehwigen  in  der 
Secunde  rotirt.  Der  Bahmen  hat  einen 
Arm  AB  (Abb.  51)  von  20  cm  Lange 
and  wird  lei  B  drehbar  auf  eine  SpiUe 
des  Gestells  BC  aufgesetzt.  In  welchem 
Sinne  und  mit  welcher  Gcschwindigkeit 
dreht  sich  das  Gyroscop  um  das  Gestell 
BC,  nachdem  der  B  char  rung  smstand  ein- 
getrcten  ist? 

Lo  sung.  Wir  baben  es  bier  mit 
einem  Falle  der  pseudoregul&ren  Pracession  zu  thun.  Wenn  der 
Rabmen  zuerst  bei  borizontaler  Stellung  des  Armes  AB  rubte  und 
hierauf  losgelassen  wird,  tritt  in  Folge  des  Gewicbts  zunacbst  eine 
kleine  Senkung  des  Scbwungrings  ein.  Diese  muss  wegen.  der 
Auflagerbedingung  bei  B  in  einer  Drebung  um  B  besteben.  Dabei 
andert  sicb  die  Bicbtung  des  Dralls  93.  Um  diese  Aenderung  zu 
erzwingen,  muss  ein  statiscbes  Moment  ausserer  Krafte  von  senk- 


Abb.  51. 
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recht  nacli  oben  gerichtetem  Moment  envektor  in  Bezug  anf  den 
Schwerpunkt  des  Scbwungrings  yorhanden  sein.  Es  muss  daber 
eine  horizontal  Auflagercomponente  §  bei  B  entstehen,  die  dieses 
Moment  liefert.  Die  Kraft  §  bewirkt  nach  dem  Satze  von  der 
Bewegung  des  Schwerpunkts  eine  Drehung  des  Gyroscops  um  das 
Gestell  und  zwar  bei  dem  in  der  Abbildung  angegebenen  Bm- 
drehungssinne  des  Scbwungrings  von  oben  gesehen  entgegengesetzt 
her  Uhrzeigerbewegung. 

Um  das  Uebergangsstadium  wollen  wir  uns  jetzt  nicht  weiter 
kummern.  Kachdem  das  Gyroseop  eine  Winkelgeschwindigkeit  w 
um  die  lothrechte  Axe  des  Gestells  angenommen  hat,  andert  sich 
die  Richtung  von  ©  abermals  und  zwar  um  horizontal  gerichtete 
Zuwiichse.  Wir  haben  daher  jetzt  ein  statisches  Moment  von  hori¬ 
zontal  und  zwar  nach  vorn  gerichtetem  Momentenvektor  ft,  der  in 
die  Abbildung  eingetragen  ist.  Diesem  entspricht  eine  senkrecht 
nach  oben  gerichtete  Auflagerkraft  85  bei  B .  Wenn  85  gleich  dem 
Gewichte  von  10  kg  ist,  bilden  beide  ein  Kraftepaar  mit  einander 
und  es  besteht  dann  kein  Anlass  mehr  zu  einer  Senkung  des 
Schwerpunkts.  Der  einzige  Erfolg  des  Kraftepaars  besteht  viel- 
mehr  darin,  den  Drall  SB  um  die  lothrechte  Axe  herum  rotiren  zu 
lassen.  Ausserdem  muss  dann  auch  ein  in  der  Richtung  BA 
gehender  Auflagerdruck  (Centripetalkraft)  auftreten,  um  den  Schwer- 
punkt  zu  seiner  kreisformigen  Bewegung  um  die  Gestellaxe  zu 
zwingen.  Dagegen  verschwindet  nachher  sobald  eine  (von 
kleinen  Schwankungen  abgesehen)  gleichformige  Drehung  des  Gyro¬ 
scops  um  die  Gestellaxe  hergestellt  ist. 

Streng  genommen  fuhrt  das  Rad  jetzt  zwei  Drehungen  zu- 
gleich  aus,  eine  im  Rahmen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u  und 
die  zweite  mit  dem  Rahmen  um  die  Gestellaxe  mit  der  Winkel¬ 
geschwindigkeit  w.  Beide  lassen  sich  zu  einer  resultirenden  Winkel¬ 
geschwindigkeit  zusammensetzen.  Da  aber  w  nur  sehr  klein  gegen  u 
ist,  wollen  wir  nur  auf  diese  Gomponente  achten.  Der  Drall  hat 
den  Absolutwerth 

B  =  it®  =  u  “  r2, 

wenn  Q  das  Gewicht  des  Schwungrings  und  r  der  Halbmesser  ist. 
Der  senkrecht  zum  Arme  stehende  Zuwachs  von  J5,  der  sich  geo- 
metrisch  im  Zeitelemente  dt  dazu  summirt,  hat  den  Absolutwerth 

Bwdt  oder  uw  —  r^dt. 

9 

Dieser  ist  nach  dem  Elachensatze  gleich  Kdt ,  und  da  das 
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Moment  E  gleicb  Ql  ist,  wenn  l  die  Lange  des  Armes  A.JB  be- 
zeicbnet,  erbalten  wir  die  Gleicbung 

'  e> 

Ql  =  uw  r2,  also  w  =  ~~ * 
g  ur 2 

Mit  u  =  100  •  2tc  sec”1,  g  =  9,81  m  sec”2,  Z  =  0,2  m,  r  =  0  1  m 
wird 

w  =  0,31  sec”1, 

d.  b.  die  Dauer  eines  Umlaufs  betragt  ^  oder  rund  20  Secunden’ 

Der  Umlaufssinn  war  schon  vorber  festgestellt.  Wenn  das  Bad 
in  Polge  von  Eeibnngen  u.  s.  £  nachher  langsamer  rotirt,  lauffc 
das  Gyroscop  spater  im  selben  Verbaltnisse  scbneller  um.  Auf  das 
Gewicbt  Q  kommt  es  ubrigens,  wie  man  sieht,  gar  nicbt  an;  eine 
Zablenangabe  daruber  ware  daber  entbebrlicb  gewesen. 

25.  Aufgabe.  Man  soli  die  rcducirte  JPendellange  berechnen, 
fur  die  die  Schwingimgsdauer  ebenso  gross  ausfdllt,  als  fiir  die 
Schwingmgen  eines  Stales,  der  beiderseits  unterstiitzt  ist  unci  in  der 
Mitte  eine  concentrirte  Last  trdgt ,  gegen  die  die  Masse  des  Stabes 
vernachlassigt  werdcn  Jcann. 

Losung.  Die  Scbwingungen  sind  barmoniscbe  nnd  nacb  Gl.  (20) 
bat  man 


Der  statiscbe  Biegnngspfeil  unter  der  Last  Q  =  mg  sei  mit  /  be- 
zeicbnet.  Dann  ist  nacb  der  Bedeutung  der  Constanten  c 

cf=  $,  also  c  =  ''y-  • 

Setzt  man  dies  ein,  so  wird 


Dies  stimmt  nacb  Gl.  (48)  mit  der  Scbwingungsdauer  eines  Pendels 
liber  ein,  wenn  f  =  l  gesetzt  wird.  Der  statiscbe  Biegungspfeil  f 
giebt  daber  obne  Weiteres  die  reducirte  Pendellange  an.  Da  f 
gewobnlicb  nur  klein  ist,  erfolgen  die  Scbwingungen  verbaltniss- 
massig  scbnell. 

26.  Aufgabe.  Die  Schwingungsdauer  eines  bifilar  (d.  h.  mit 
Mulfe  von  zwei  Laden)  und  symmetrisch  zur  Mitte  aufgehangten 
homogenen  Stabes  soil  fur  Ideine  AusscJilage  berechnet  werden.  Dabei 
ist  nur  auf  die  Drehschwingungen  zu  achten ,  die  der  Stab  um  den 
SehwerpunM  ausfiihrt;  gegeben  sind  die  Stabldnge  l ,  die  Entfernung  e 


284  Zweiter  Abscbnitt.  Dynamik  des  starren  KGrpers  etc. 


der  Aufhangepunkte  von  der  Stabmitte  und  die  FadenJange  a.  JDabei 
wird  vorausgesetzt,  dass  e  Mein  gegen  a  ist. 

L 6 sung.  Abb.  52  giebt  Aufriss,  Grundriss  und  Seitenansicbt. 
an;  dabei  ist  die  Lage,  die  der  Stab  zur  Zeit  t  bei  einem  Aus- 

seblage  cp  einnimmt,  durcb  punk- 
tirte  Stricbe  angegeben.  Die  Eaden 
steben  dann  ein  wenig  scbrag  und 
die  Horizontalprojektion  der  Eaden- 
lange  ist  mit  z  bezeichnet.  Wenn  z 
klein  yon  der  ersten  Ordnung  ist,, 
unterscbeidet  sicb  die  Yertikal- 
projektion  der  Eadenlange  im  Auf¬ 
riss  e  nur  um  eine  von  der  zweiten 
Ordnung  kleine  Grosse  von  a. 
Es  findet  daher  keine  merklicbe 
Hebung  des  Stabes  statt;  dieser 
scbwingt  vielmebr  nabezu  in  einer 
52-  borizontalen  Ebene.  Der  Scbwer- 

punkt  bleibt  also  in  Bube  und 
die  Yertikalcomponenten  der  Eadenspannungen  mussen  jederzeit  zu- 
samnaen  gleicb  dem  Gewicbte  Q  des  Stabes  sein.  Fur  die  Hori~ 
zontalconaponente  H  einer  Fadenspannung  erbalt  man  /laber 

rr_  Q  %  =  Q  e  sin  cp 

42  *  a  2"  a  * 

Beide  Horizontalcomponenten  bilden  ein  Kraftepaar,  das  die  Winkel- 
bescbleunigung  bervorbringt.  Das  Moment  K  des  Kraftepaares  ist 

x  a 

Da  die  Scbwingungen  um  eine  freie  Axe  erfolgen,  bat  man  (mit 
Beriicksicbtigung  des  Yorzeicbens) 

fad*  cp Qe 2  sin  cp 

=  a 

Diese  Gleicbung  ist  von  derselben  Eorm  wie  die  DifFerential- 
gleicbung  (74)  fur  die  Pendelscbwingungen;  diese  lautete 

nd*  cp  . 

®~dt*  =  —  Qs  sin  cp. 

e2 

Beide  stimmen  uberein,  wenn  man  s  =  —  setzt.  Fur  die  reducirte 
7  a 

Pendellange  ?red  bat  man  daber  nacb  Gl.  (77) 

at 2 

Ixed  — 


k 
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ider,  da  der  Tragheitsradius  t  einer  Stange  t  —  ist, 


^red - 


al* 
12  e2  * 


^enn  die  Stange  so  aufgebangt  wird,  dass  e  —  t  wird,  erhalt  man 
red=^,  d:  b.  die  Scbwingungsdauer  ist  dann  dieselbe,  als  wenn 
lie  Stange  gewobnlicbe  Pendelscbwingungen  um  die  durcb  die 
jeiden  Aufbangepunkte  gebende  Axe  ausfdbrte. 

AnmerTcung.  Der  Scbluss,  dass  die  Yertikalcomponenten 
)eider  Fadenspannungen  zusammen  jederzeit  gleicb  Q  sein  mussten, 
st  nicht  unbedenklicb,  denn  wenn  aucb  die  vertikalen  Bewegungen 
les  Stangenscbwerpunktes  sicb  nur  auf  Wege  erstrecken,  die  stets 
nindestens  von  der  zweiten  Ordnung  klein  sein  mussen,  so  ist  fur 
jinen  strengeren  Beweis  der  Bebauptnng  docb  erst  nocb  nacb- 
suweisen ,  dass  ancb  die  Beschleunigung  des  Scbwerpunktes  in 
rertikaler  Bicbtung  vemacblassigt  werden  darf.  Um  diesen  Nacb- 
ureis  zu  erbringen ,  wollen  wir  die  Untersucbnng  nocb  einmal  auf- 
rreifen  und  die  Yertikalbewegungen  mit  beriicksicbtigen. 

Die  Stange  hebt  sicb  wabrend  der  Drebung  um  den  Winkel  y 
bn  wenig  aus  ihrer  untersten  Lage  und  ibr  Abstand  von  der  durcb 
be  Aufbangepunkte  gelegten  borizontalen  Ebene  zur  Zeit  t  sei 
nit  x  bezeicbnet.  Dann  ist 

x  —  Y a2  —  e2  sin2  tp. 


Die  zweimalige  Differentiation  nacb  t  liefert  die  Beschleunigung 
les  Scbwerpunktes  und  fiir  die  Differenz  zwiscben  der  Summe  2F 
ler  Yertikalcomponenten  beider  Fadenspannungen  und  dem  Ge- 
vichte  Q  erbalt  man  daber 


d=e2(C^X]  (a2cos3(p —  a2sin2<p +  e2sin49)  + wtf  cosqp(as — e2sin29) 


\Tt 


(i a 2  —  e3  sMqp)-^ 


Diese  Gleicbung  gilt  aucb  fur 1  beliebige  endlicbe  Ausscblage.  Um 
f:ur  solcbe  die  Differentialgleicbung  der  Scbwingungsbewegung  zu 
(Inden,  bat  man  in  der  friiheren  Losung  Q  durch  das  biernaeb 
corrigirte  2F  zu  ersetzen.  Nehmen  wix  aber  wieder  an,  dass  die 
Schwingungsausscblage  sebr  klein  bleiben,  so  vereinfacbt  sicb  die 
vorige  Gleichung  zu 


2F-Q  =  e' 


a 


Q. 

9 


|«0 
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Die  Dbferentialgleicbumg  fur  die  Scbwingungeu  ist  daber  zu  er- 
setzen  durch 


Das  Correctionsglied  in  der  Klammer,  nm  das  diese  Gleicbung  von 
der  fruheren  abweicbt,  kann  aber  in  der  That  gestrichen  werden, 
wenn  ancb  e  klein  gegen  a  ist.  Im  anderen  Falle  miisste  freilich 

das  mit  behaftete  Glied  beibebalten  werden.  Erst  bieraus 

erkennt  man  aueb,  wessbalb  es  notbig  war,  e  im  Texte  der  Auf- 
gabe  als  klein  gegen  a  yoransznsetzen. 

Fur  die  Untersucbung  der  Scbwingnngen  von  endlicber  Grosse 
(und  bei  Wegfall  der  Yoraussetzung,  dass  e  klein  gegen  a  ist) 
macbt  man  tibrigens  am  besten  von  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft  Gebraucb.  Man  erbalt  dann 

«c— o. 

wenn  mit  x0  der  Wertb  von  x  fur  die  bocbste  Lage  bezeicbnet 
wird,  die  die  Stange  wabrend  der  Scbwingungen  erreicbt.  Ftir  x 
ist  dann  der  vorber  angegebene  Wertb  einznfiibren  und  die  Glei- 

ebung  naeb  aufzulosen,  woranf  die  Integration  auf  die  Aus- 

fubrung  einer  Quadratur  binauskommt. 

27.  Auf  gale.  Man  soli  die  Schwingu/ngsdauer  der  „schlin- 
gerndm“  oder  „rollenden“  Bewegungen  eines  Schiffes  um  die  Ldngs- 
axe  fur  I 'Heine  AusscMage  bereckrlkn. 

Li) sung.  Hier  ist  an  die  Betraebtungen  liber  das  Meta- 
centrum  in  Band  I,  §  64  anzukniipfen.  Die  Hobe  des  Meta- 
centrums  Tiber  dem  Scbrffsscbwerpunkfce  sei  mit  s  bezeicbnet.  Dann 
bilden  beim  Ausscblage  q>  das  Gewicbt  Q  und  der  Auftrieb  ein 
Kraffcepaar  vom  Momente  Qs  sin  q>  und  wenn  das  Tragbeitsmoment 
des  Scbiffes  fur  die  parallel  zur  Kielricbtung  durcb  den  Scbwer- 
punkt  gebende  Axe  mit  ©  bezeicbnet  wird,  bat  man 

®  =  —  Qs  sm  q>. 

Dies  stimmt  genau  mit  der  Differentialgleicbung  (74)  fur  die  Pendel- 
scbwingungen  uberein.  Hiemacb  kann  die  reducirte  Pendellange 
und  aus  dieser  die  Scbwingungsdauer  ebenso  wie  dort  berecbnet 
werden.  Da  bier  die  Drebung  um  den  Scbwerpunkt  stattfindet, 
beziebt  sicb  ©  auf  die  Scbwerpunktsaxe,  wabrend  sicb  beim  Pendel 
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S  auf  die  Aufhangeaxe  bezog,  worauf  beim  Yergleielie  zu  achten 
ist.  (In  der  1.  AufL  war  dies  ubersehen  worden,  so  dass  sich 
eine  unriclitige  Bemerkung  einschlich,  die  jetzt  verbessert  ist.) 

Auf  den  Widerstand,  den  das  Wasser  den  Schwingun  gen*  ent- 
gegensetzt,  ist  bei  dieser  Betrachtung  nicht  geacbtet.  Jedenfalls 
wird  dadurch  eine  starke  Dampfung  hervorgerufen.  Aber  auch 
sonst  wird  der  Verlauf  der  Bewegung  dadurcb  etwas  geandert 
werden;  man  kann  namentlich  nicht  erwarten,  dass  der  Schwer- 
punkt  genau  in  Buhe  bleibe. 

28.  Auf  gate.  Wcnn  auf  einen  seitlicJi  aus  einer  Mauer  her- 
vorragenden  Steinballcen  (etiva  eine  Treppenstufe)  cm  G-ewicht  Q 
herabfallt  (Abb.  53),  Jwmmt  es  vor,  dass 
er  jenseits  der  Aufschlagstelle  (etiva  bei  mm) 
abbricht.  Man  soil  in  allgemeinen  Ziigen 
angeben ,  wie  dieses  Problem  zu  behan- 
deln  ist . 

Lb  sung.  Man  denke  sich  in  irgend 
einem  Augenblicke  wahrend  des  Stosses 
die  Tragheitskrafte  eingefiilirt.  Diese  sind 
an  jenen  Theilen  des  Balkens,  die  nach 
abwarts  beschleunigt  werden,  nach  oben  bin  gericlitet.  Aueh  rechts 
vom  Schnitt  mm  treten  diese  Tragheitskrafte  auf  nnd  sie  bewirken 
ein  Biegungsmoment  in  mm ,  das  zu  Zugspannungen  in  den  unteren 
und  zu  Druckspannungen  in  den  oberen  Fasern  ftihrt.  Es  kann 
nun  sein,  dass  die  Aufschlagstelle  und  ihre  Nachbarschaft  schon 
keine  Beschleunigung  nach  abwarts  mehr  erfahrt,  Oder  schon  eine 
in  der  entgegengesetzten  Richtung,  wahrend  am  freien  Ende  noch 
eine  starke  Beschleunigung  nach  abwarts  besteht.  Namentlich 
wenn  am  Ende  noch  grossere  Massen  befestigt  sind,  kann  die 
zugehorige  Tragheitskraft  zu  einem  Biegungsmomente  fuhren,  das 
an  irgend  einem  Querschnitte  mm  den  Bruch  hervorbringt. 

Zur  rechnerischen  Yerfolgung  des  Yorgangs  muss  man  you 
der  Differentialgleichung  (126)  ausgehen,  die  auch  fur  den  vor- 
liegenden  Fall  ohne  Aenderung  gultig  bleibt.  Sie  ist  fur  jeden 
der  beiden  Theile,  in  die  der  Stab  durch  die  Aufschlagstelle  Yon 
Q  zerlegt  wird,  gesondert  mit  Beriicksichtigung  der  Grenzbedin- 
gungen  zu  integriren.  In  der  franzosischen  Uebersetzung  des  Buches 
von  Clebsch  uber  die  Theorie  der  Elastieitat  hat  de  Saint- 
Yenant  das  Problem  ausfuhrlich  behandelt. 

Die  bekannte  Erfahrung,  dass  man  eine  Flintenkugel  durch  ' 
eine  Fensterscheibe  schiessen  kann,  ohne  diese  in  einiger  Ent- 
femung  von  dem  Schussloche  zu  beschadigen,  erklart  sich  ubrigens 
auf  ganz  ahnliche  Art.  In  der  Umgebung  der  Aufschlagstelle  der 
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Kugel  treten  sehr  gross e  Tragheitskrafte  auf,  die  sich  zunachst 
nur  uber  einen  engen  Bezirk  vertheilen  und  mit  deni  Drucke 
zwischen  Kugel  und'  Scheibe  vorerst  im  Grleichgewichte  stehen. 
Die  diesem  Belastungsfalle  entsprecben.de  Beansprucbung  des  Glases 
steigert  sich  da nn  so,  dass  der  Bruch  erfolgt,  der  sich  aber 
nur  iiber  diesen  engen  Bezirk  erstrecken  kann,  weil  uberall  ausser- 
halb  des  Bezirks  nur  geringe  Tr a gheit skraf t e  und  Spannungen- 
auftreten. 


Dritter  Abschnitt. 
Die  Relativbewegung. 


§  29.  Der  Satz  von  Coriolis. 

Vom  Begriffe  cler  Relativbewegung  ist  scbon  im  ersten 
Bande  wiederbolt  Grebraucb  gemacbt  worden  und  icb  kann 
liier  als  bekannt  voraussetzen,  was  damals  bieriiber  ermittelt 
wurde.  Bei  jenen  friiheren  Grelegenheiten  erstreckte  sicb  in- 
dessen  die  Untersncbung  immer  nur  auf  den  Fall,  dass  das 
Fabrzeug,  von  dem  aus  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
oder  des  Korpers  beobacbtet  werden  sollte,  nur  eine  Trans- 
lationsbewegung  und  keine  Drehung  ausfiibrte.  Es  macbt  sicb 
daber  jetzt  nocb  eine  Erganzung  erforderlich  fiir  den  Fall,  dass 
sicb  das  Fabrzeug  in  ganz  beliebiger  Weise  bewegt. 

Zuvor  sei  aber  noch  auseinandergesetzt,  zu  welchem  Zwecke 
und  fur  welcben  Gebraucb  die  bier  vorzunebmenden  Unter- 
sucbungen  bestimmt  sind.  Bei  den  meisten  Aufgaben  der 
Dynamik  bat  man  gar  keine  Veranlassung,  Relativbewegungen 
ins  Auge  zu  fassen;  man  lost  sie  am  einfacbsten,  wenn  man 
sicb  den  Beobacbter  im  festen  Raume  aufgestellt  denkt:  also 
in  einem  Raume,  fiir  den  das  Tragheitsgesetz  erfullt  ist.  Bei 
den  vorausgebenden  Untersucbungen  dieses  Bandes  ist  dies 
aucb  stets  gescheben.  In  manchen  Fallen  vermag  man  aber 
entweder  iiberhaupt  nicbt  gut  die  Untersucbung  der  Bewegung 
von  einem  Fahrzeuge  aus  zu  vermeiden  oder  man  wurde  we- 
nigstens,  wenn  die  Yermeidung  aucb  moglicb  ware,  auf  erbeb- 
licbe  Vereinfacbungen  verzicbten  miissen,  die  durcb  die  Herein- 
ziebung  der  Relativbewegungen  erzielt  werden  konnen. 

Pop  pi,  Dynamik.  2.  Aufl.  19 
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Eaum  zu  yermeiden  ist  die  Betracbtung  der  Relatiy- 
bewegung  bei  solcben  irdiscben  Bewegungsyorgangen,  die  you 
der  Eigenbewegung  des  Erdballs  gegen  den  festen  Raum  merk- 
licb  beeinflnsst  sind.  Diese  Falle  sind  freilicb  selten;  gewobnlicb 
braneht  man  auf  die  Eigenbewegung  der  Erde  nicbt  zn  acbten, 
kann  yielmebr  das  Tragbeitsgesetz,  wie  es  aucb  bisber  still- 
scbweigend  scbon  immer  gescbeben  ist,  als  giiltig  in  Bezug 
auf  den  yon  der  Erde  ber  ausgemessenen  Ranm  betracbten. 
Dadurcb  wird  man  aber  der  Yerpflicbtung  naturlicb  nicbt 
entboben,  eine  genauere  Untersucbung  anzustellen,  um  sicb 
zu  iiberzeugen,  inwieweit  die  Yernacblassigung  zulassig  ist 
und  um  fiir  jene  Falle,  in  denen  sie  nicbt  mehr  zulassig 
ist,  eine  andere  geeignete  Untersucbungsmetbode  ausfindig 
zu  macben. 

So  erwabnte  icb  z.  B.  scbon  friiber  einmal,  dass  ein  Stein 
nicbt  genau  in  einer  lotbrecbten  graden  Linie  zur  Erde  fallt, 
sondem  dass  sicb  wegen  der  Drebung  der  Erde  gegen  den 
festen  Raum;  in  dem  das  Tragbeitsgesetz  gilt,  eine  Seiten- 
ablenkung  einstellt,  die  freilicb  sebr  gering  und  nur  durcb  die 
genauesten  Yersucbe  nacbweisbar  ist.  Freilicb  stebt  nicbts 
im  Wege,  selbst  in  solcben  Fallen  den  Beobacbtungsposten  im 
festen  Raume  zu  wablen,  yon  bier  aus  die  absolute  Baku  des 
fallenden  Steins  zu  ermitteln  und  dann  erst  nacbtraglicb  unter 
Beriicksicbtigung  der  Eigenbewegung  der  Erde  den  „relativen“ 
oder  „scbeinbaren“  Weg  des  Steins  gegen  die  Erde,  fiir  den 
wir  uns  interessiren,  und  der  allein  unmittelbar  beobacbtet 
werden  kann,  daraus  abzuleiten.  Ein  solcbes  Verfabren  ware 
aber  sebr  umstandlicb.  Ausserdem  sind  wir  auch  in  der 
Mecbanik  der  irdiscben  Bewegungsyorgange  so  sebr  darauf 
angewiesen,  die  Erde  selbst  als  Aufstellungsort  des  Beobachters 
zu  wablen,  dass  man  aucb  in  solcben  Ausnabmefallen  nicbt 
darauf  yerzicbten  mocbte.  Die  nacbfolgenden  Betracbtungen 
werden  uns  zeigen,  wie  man  die  friiberen  Untersucbungen 
notbigenfalls  zu  erganzen  bat,  um  den  irdiscben  Standpunkt 
unter  alien  Umstanden  festbalten  zu  konnen. 

Bei  einer  anderen  Classe  yon  Problemen  liegt  zwar  keine 
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so  dringende  Notbigung  yor7  auf  die  Relatiybewegungen  ein- 
zugeben;  man  erleicbtert  die  Untersucbung  aber  ancb  bei  ibnen 
oft  sehr  erbeblicb,  wenn  man  dayon  Grebraucb  macbt.  Hierber 
geboren  namentlicb  die  Flussigkeitsbewegungen;  die  im  Innern 
einer  Centrifngentrommel  oder  im  Lanfrade  einer  Tnrbine  yor 
sich  geben.  Die  Eigen  be  wegung  der  Erde  kommt  bierbei 
ubrigens  nicbt  in  Frage;  man  kann  yielmebr  obne  Bedenken 
die  yon  der  festen  Erde  ber  gesebenen  Bewegungen  dabei  als 
absolute  auffassen.  Betracbtet  man  aber  die  Fliissigkeitsstro- 
mungen  in  der  rotirenden  Trommel  als  Relatiyb  ewegungen 
gegen  das  Gref  as s7  so  fiibrt  man  die  Anfgabe  auf  Wasser- 
bewegungen  in  rubenden  Grefassen  zuriick7  also  auf  einfacbere 
Betracbtungen;  die  scbon  fruher  erledigt  wurden.  Aucb  bier- 
iiber,  wie  dies  moglicb  ist;  soil  unsere  Untersucbung  Auf- 
scbluss  geben. 

Um  die  aufgezablten  Aufgaben  losen  zu  konnen;  mussen 
wir  die  Wege7  die  Grescbwindigkeiten,  die  Bescbleunigungen 
und  die  Krafte  im  bewegten  Raume  mit  jenen  yergleicben, 
die  yom  absoluten  Raume  ber  festgestellt  werden.  Die  Massen 
der  bewegten  Korper  sind  als  Eigenscliaften  dieser  Korper 
und  daber  in  beiden  Fallen  als  gleicb  anzusehen.  Yon  den 
Kraften  gilt  dies  aber  nicbt;  wir  mussen  yielmebr  yon  yorn- 
berein  erwarten,  dass  an  dem  Korper;  dessen  Bewegung  unter- 
sucbt  werden  soll7  nocb  andere  Krafte  angebracbt  werden 
miissen7  wenn  die  Bewegung  auf  ein  bewegtes  Fahrzeug7  als 
wenn  sie  auf  den  festen  Raum  bezogen  werden  soll7  fiir  den 
das  Tragbeitsgesetz  gilt.  —  Ausser  den  scbon  aufgezablten 
werden  aucb  nocb  andere  dynamiscbe  Grrossen7  wie  Arbeiten; 
statiscbe  Momente7  Antriebe;  lebendige  Krafte  u.  s.  f.  in  Be- 
tracbt  zu  zieben  sein;  wir  konnen  aber  yon  diesen  einstweilen 
abseben7  da  sie  aus  den  zuerst  angefubrten  spater  leicbt  ab- 
geleitet  werden  konnen  *) 

Die  Lage  des  Fabrzeugs  F  und  des  bewegten  Punktes  JB 
sei  zur  Zeit  t  —  0  durcb  Abb.  54  gegeben.  Nacb  einer  kleinen 

*)  Die  nachfolgende  Entwickelung  ist  in  der  neuen  Auflage  voll- 
standig  umgearloeitet  werden. 
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Zeit  r  baben  sich  beide  etwas  yerscboben.  Um  die  bierbei 


eintretende  Relativbewegung  von  B  gegen  F  in  der  einfacbsten 
Weise  bescbreibcn  zn  konnen,  denken  wir  nns  F  aus  jeder 
spateren  Lage;  die  wir  ins  Ange  fassen  wollen,  sammt  dem 
darin  festgehaltenen  B  wieder  in  die  Anfangslage  von  F  zu~ 
rlickgebracbt.  In  der  Zeicbnung  der  Anfangslage  des  Fabr- 


Abb.  54. 


zeugs  erbalten  wir  dadnrcb  eine  Reibe 
von  spateren  Lagen  des  Punktes  B} 
deren  Anfeinanderfolge  die  relative 
Babn  von  B  angiebt;  also  jene  Babn; 
die  ein  im  Fabrzenge  selbst  aufgestellter 
Beobacbter,  der  sieb  um  die  Eigen- 
bewegung  des  Fabrzeugs  nicbt  kiimmert, 
wabrnimmt. 


Wir  wablen  einen  Anfangspnnkt  A  im  festen  Ranine  und 
einen  Anfangspnnkt  0  auf  dem  Fabrzenge  ans.  Yon  A  ans 
zieben  wir  einen  Radinsvektor  3  nacb  dem  Pnnkte  B  nnd 
zwar  nacb  jener  Stelle  des  festen  Ranmes,  die  von  B  znr  ge- 
gebenen  Zeit  eingenommen  wird,  so  dass  die  Veranderung,  die 
§  im  Lanfe  der  Zeit  erfabrt;  die  absolute  Bewegnng  von  B 
angiebt.  Ansserdem  denken  wir  nns  von  A  ans  nocb  einen 
zweiten  Radinsvektor  p  gezogen,  der  in  der  Anfangslage  mit  8 
zusammenf allt ;  spaterbin  aber  stets  nacb  jenem  Pnnkte  des 
Fabrzengranmes  bingebt,  mit  dem  B  anfanglicb  zusammenfieL 
Wir  konnen  sagen,  dass  dnrcb  die  Aendernng  von  Ji  mit  der 
Zeit  die  Fabrzeugbewegnng  bescbrieben  wird;  wobei  natiirlicb 
nnr  an  jene  Bewegnng  gedacbt  wird;  die  das  Fabrzeng  grade  in 
jener  Gegend  besitzt,  in  der  sicb  der  Punkt  B  befindet.  Dann 
zieben  wir  von  A  ans  nocb  einen  Radinsvektor  a  nacb  dem 


anf  dem  Fabrzenge  ansgewablten  Anfangspnnbte  0.  Die  Ver- 
anderung,  die  a  in  der  Zeit  erfabrt,  giebt  die  Fabrzeng- 
bewegimg  in  der  Umgebnng  des  Pnnktes  0  an. 

Endlicb  zieben  wir  nocb  von  0  ans  einen  Radinsvektor 
nacb  By  der  je  nacb  der  Art,  wie  er  gerecbnet  wird;  •mit  r 
oder  mit  q  bezeicbnet  werden  soli.  Wenn  wir  namlicb  nnr 
die  Relativbewegnng  von  B  gegen  das  Fabrzeng  angeben 
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wolleii,  balten  wir,  wie  es  yorber  sebon  bescbrieben  wurde, 
das  Fabrzeug  in  der  Anfangslage  fest  und  geben  die  spateren 
Lagen  yon  B  gegen  das  Fabrzeug  in  dieser  Stellnng  an.  Der 
unter  dieser  Yoraussetzung  yon  0  nach  B  gezogene  Radius- 
yektor  sei  r;  er  ist  demnacb  ebenfalls  ein  anf  den  festen 
Raum  bezogener  Yektor.  Soil  dagegen  ausser  der  Bewegung 
yon  B  gegen  das  Fabrzeug  aucb  nocb  auf  die  Fabrzeug- 
bewegung  selbst  geacbtet  werden;  so  wird  der  yon  0  nacb  B 
gezogene  Radius  Yektor  mit  q  bezeicbnet.  Hiernach  sind  r 
nnd  q  jederzeit  yon  gleicber  Grosse  und  aucb  yon  relatiyer 
Ricbtung  und  Lage  gegen  das  Fabrzeug.  Dagegen  baben  sie 
verscbiedene  Ricbtungen  und  Lagen  gegen  den  festen  Raum 
und  zwar  derart;  dass  q  mit  dem  auf  denselben  Augenblick 
bezogenen  r  durcb  Zuruckdreben  des  Fahrzeugs  in  die  Anfangs¬ 
lage  zum  Zusammenfallen  gebracbt  werden  kann. 

Aucb  dann;  wenn  sicb  der  Punkt  B  gar  nicbt  relatiy  zum 
Fabrzeuge  bewegt,  wenn  also  r  constant  ist;  yerandert  sicb  q 
mit  der  Zeit  und  wir  wollen  zunachst  berechnen,  was  dann 
aus  q  nacb  Ablauf  einer  kleinen  Zeit  %  wird,  wenn  der  mit  r 
zusammenfallende  Anfangswerth  q0  und  die  Fabrzeugbewegung 
gegeben  sind.  Da  q  bier  als  Function  der  Zeit  aufzufassen 
ist,  entwickeln  wir  es  nacb  dem  Taylor’ scben  Lebrsatze  und 
erbalten 

'  ?©)„+""  (i52> 

Wenn  %  klein  ist,  conyergirt  die  Reibe  scbnell.  Bis  zu  den 
Grliedern  yon  der  Ordnung  t2  muss  sie  aber  zum  mindesten 
entwickelt  werden,  da  die  Besclileunigungen  yon  diesen  Grlie- 
dem  abbangen.  Auf  die  weiter  folgenden  Glieder  kommt  es 
im  Folgenden  nicbt  an  und  es  gentigt  daber,  sie  durcb  Punkte 
anzudeuten. 

Nun  beacbte  man,  dass  q0  =  r  ist  und  dass  in  jedem 

Augenblicke  nur  durcb  die  Drebbewegung  des  Fabrzeugs  be- 
dingt  wird.  Bei  einer  blossen  Translationsbewegung  wiirde 
namlicb  die  im  Fabrzeuge  festliegende  Strecke  q  nur  eine 
Aenderung  der  Lage,  aber  keine  Aenderung  yon  Ricbtung  und 
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Grosse  erfakren,  d.  li.  q  bliebe  damn  ebenfalls  constant,  solange 
r  constant  ist.  Drekt  sick  dagegen  das  Fabrzeug  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit  u,  so  wird  zwar  die  Grosse  yon  q 
imnier  nock  nickt,  wokl  aber  die  Ricktung  geandert  nnd  kier- 

mit  ist  auck  yon  Null  yersekieden.  Um  die  zu  dt  ge- 

korige  Aenderung  dq  zn  erkalten,  denke  man  sick  den  An- 
fangspnnkt  0  als  Bezugspunkt  far  die  Besckreibnng  der 
Fakrzeugbewegung  gewaklt.  Zuerst  denken  wir  uns  die  Trans- 
lationsbewegnng  ausgefukrt,  die  zu  dq  nickts  beitragt  und 
lassen  kierauf  die  Rotationsbewegung  um  den  Punkt  0  und 
die  Axe  und  den  Winkel  it  dt  folgen.  Der  Endpunkt  yon  q 
besckreibt  kierbei  einen  kleinen  Bogen  und  dieser  Bogen  ist 
es,  der  zu  dem  anfanglicken  Wertke  yon  q  geometrisck  sum- 
mirt  werden  muss,  um  den  Endwertk  zu  erkalten,  d.  k.  der 
Bogen  selbst  stellE  dq  dar.  Andererseits  kann  aber  der  Bogen 
auck  aus  der  bekannten  Formel  fiir  die  Gesckwindigkeit  eines 
Punktes  bei  der  Drekung  eines  staiuen  Korpers  entnommen 
werden,  so  dass  man 

dq  =  dtY  qit  oder  ~y  =  V  q  it 

erkalt.  Wendet  man  dies  auf  die  Zeit  t  =  0  an,  so  erkalt 
man  insbesondere 


Femer  liefert  eine  nockmalige  Differentiation 

&-VS?»+v,£ 


oder,  wenn  man  im  ersten  Gliede  der  reckten  Seite  den  Wertk 
yon  aus  der  yorigen  Gleickung  einsetzt  und  kierauf  die  in 
Gl.  (86)  ausgesprockene  Reckenyorsckrift  anwendet, 


g_V«V«,+V,^-».  «,-v*+V. 


dn 

dt 


Fur  die  Zeit  t  =  0  gekt  dies  nock  iiber  in 


=  u  •  ur  —  r  •  u2+V r 

0 


du 

dt  * 
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Setzt  man  diese  Wertbe  in  Grleicbung  (152)  ein;  so  erbalt  man 
<1  =  t  +  r  -Vru  +  \  (u  •  itr  —  r  ■  u2  +Vr  -\ - (153) 


Nacbdem  die  zuerst  aufgeworfene  Frage  beantwortet  ist, 
wollen  wir  jetzt  ferner  annebmen,  dass  der  Punkt  B  zugleicb 
eine  Relativbewegung  gegen  das  Fabrzeug  ausfiibre.  Es  ban- 
elt  sicb  dann  abermals  darum,  q  als  Function  der  Zeit  dar- 
zustellen  und  zwar  jetzt  fur  ein  variables  x.  Dabei  kann  r 
jedenfalls  selbst  nacb  dem  Taylor’scben  Satze  in  eine  Reibe 


>  -vMtD.+V  ©.+•••  (1B4> 

entwickelt  werden.  Nun  kann  der  Punkt  B  offenbar  aucb  da- 
durcb  in  seine  endgiiltige  Lage  gebracbt  werden,  dass  wir  ihn 
uerst  die  Relativbewegung  gegen  das  Fabrzeug  ausfiibren 
lassen  und  ibn  nacbber  sammt  dem  Fabrzeuge  in  dessen  neue 
Lage  uberfubren.  Die  Relativbewegung  bewirkt,  dass  der  Radius- 
vektor  des  Punktes  aus  r0  in  das  durcb  Grl.  (154)  dargestellte 
X  ubergebt.  Bei  der  bierauf  folgenden  Fabrzeugbewegung  be- 
balt  x  diesen  Wertb  bei 5  dagegen  gebt  der  auf  den  absoluten 
Raum  bezogene  Radiusvektor  q  nacb  dem  bewegten  Punkte 
nun  in  den  durcb  Grl.  (153)  darges tell  ten  Werth  fiber.  Wir 
braucben  also,  um  q  als  Function  der  Zeit  fur  den  Fall  eines 
sicb  relativ  zum  Fabrzeuge  bewegenden  Punktes  darzustellen, 
nur  den  Wertb  von  x  aus  Grl.  (154)  in  Grl.  (153)  einzusetzen. 
Entwickeln  wir  aucb  bierbei  wieder  alle  Grlieder  bis  zur  Ord- 
nung  von  r2,  so  erlialten  wir 


*0+  *  (©)o+  Vt°  ")  +  ?8  (&9o+  2V (l?)0tt 

+  u  •  u  t0—  r0-  u2+ Vr0  ^J)  + .  (155) 


Hieraus  folgt  fur  die  Differentialquotienten  von  q  zur  Zeit  t  =  0 

© +^«  1 

@)0=  &*)„+  2V (?ii)0u  +  u  uro—  V  »'+ Vt0 

Nun  acbten  wir  auf  den  Zusammenbang,  der  zwischen  q  und 
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den  you  A  aus  gezogenen  Radienvektoren  §  und  a  bestekt. 
Hack  Abb.  54  bilden  die  drei  das  Dreieck  ABO  und  zwar 
nickt  nur  in  der  Anfangslage,  sondern  auck  in  jedem  folgenden 
Augenblicke.  Hiernack  gilt  zu  jeder  Zeit  die  Gleicbung 

§  =  a  -j-  q.  (157) 

Die  auf  den  festen  Raum  bezogene  Besckleunigung  des 
Punktes  B  wird  ans  %  dureh  zweimalige  Differentiation  nack  der 
Zeit  gefunden.  Dafiir  erkalt  man 

dH  —  ^  _l 
c It 2  dt~  ‘  dt2’ 

oder  wenn  man  alle  Grossen  so  einsetzt,  wie  sie  fur  den 
Augenblick  t  =  0  gelten,  dafiir  aber  den  Zeiger  0,  der  dies 
friiker  besonders  kervorkob,  jetzt  als  entbekrlick  unterdriickt, 


d2a  ,  d2 X  ,  n\Td r  ,  o  ,  \t  du  /i 

dF  +  2V5t“  +  «-"f-*-»-+Vr  (158; 

Auck  die  Besckleunigung  —  des  Fakrzeugpunktes,  der  mit  B 

im  gegebenen  Augenblicke  zusammenfallt ;  lasst  sick,  hieraus 
sofort  entnekmen,  indem  man  die  Gleickung  auf  den  Fall  ein.es 
constanten  r  anwendet.  Man  erkalt  dafiir 


d2\ » d2a  , 

d  t 2  d  t 2 


u  *  nr  — 


r  •  u2 


T  J  du 


(159) 


indem  alle  Glieder  in  Gl.  (158),  die  mit  Differentialquotienten 
yon  r  bekaftet  sind?  wegfallen  und  alle  iibrigen  unverandert 
besteken  bleiben.  Setzt  man  dies  in  Gl.  (158)  em,  so  gekt 
sie  liber  in 


dH__(Pp 
dt2  ~~  dt2 


p+»V£« 


(160) 


oder  in  Worten:  die  absolute  Besckleunigung  des  be- 
wegten  Punktes  ist  gleick  der  geometriscken  Surname 
aus  der  Fakrzeugbesckleunigung,  aus  der  RelatiY- 
besckleunigung  gegen  dasFakrzeug  und  aus  dem  dop- 
pelten  ausseren  Produkte  aus  der  RelatiYgescliwindig- 
keit  und  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Fahrzeugs. 
Das  ist  der  you  Coriolis  gefundene  Satz.  —  Fubrt  man 

dieselbe  Betrachtung  fiir  dureh,  so  fjndet  man  aus  Gl.  (157) 


oder  in  Worten:  Die  absolute  Gescbwindigkeit  des  be- 
wegten  Punktes  ist  gleich  der  geometriscben  Summe 
aus  der  Fabrzeuggescbwindigkeit  und  der  Relativ- 
gescbwindigkeit  gegen  das  Pakrzeug. 

Die  letzte  Bezieliung  lasst  sicii  iibrigens  aucb  auf  viel  ein- 
facberem  Wege  ableiten  und  sie  ist  an  sicb  viel  einfacber  ge- 
staltet,  als  der  Satz  von  Coriolis.  Die  Vermutbung  liegt;  wenn 
man  beide  mit  einander  vergleicbt,  auf  den  ersten  Anscbein 
sebr  nabe,  dass  sicb  die  absolute  Bescbleunigung,  abnlicb  wie 
bei  der  Gescbwindigkeit,  bloss  aus  der  Relativbescbleunigung 
und  der  Fabrzeugbescbleunigung  zusammensetzen  miisse.  Wie 
man  siebt,  erweist  sicb  aber  diese  Yermutbung  nacb  Gl.  (160) 
nicbt  als  ricbtig,  sondern  es  muss  nocb  ein  drittes  Glied  bin- 
zutreten,  das  bei  der  sicb  auf  die  Gescbwindigkeiten  bezieben- 
den  Gleicbung  (161)  feblt. 

Scbliesslicb  bemerke  icb  nocb,  dass  die  Gleicbungen  von 
(158)  an  zwar  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet  wurden,  dass 
sicb  alle  darin  vorkommenden  Grossen  auf  die  Zeit  t  =  0  be- 
zogen,  dass  bierin  aber  keine  Bescbrankung  liegt,  da  es  uns 
freistebt,  jeden  Augenblick  als  Anfangspunkt  der  Zeit  in  den 
der  Gl.  (158)  vorausgebenden  Formeln  zu  wablen. 
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§  30.  Andere  Ableitung  des  Satzes  von  Coriolis. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  eingeschlagene  Verfahren  zur 
Ableitung  des  Zusammenhanges  zwischen  Relativ-  nnd  Absolut- 
bescblennigung  ist,  obscbon  die  Betracbtung  in  der  Neuauflage 
gegen  friiher  wesentlich  vereinfacht  worden  sein  durfte?  doch 
immer  noch  ziemlich  abstrakt  gebalten.  Es  erscbeint  daher 
auch  jetzt  nocb  wunschenswerth;  eine  anschaulichere  Ableitung 
kennen  zn  lernen,  die  geringere  Miihe  macbt. 

Hierzu  wollen  wir  uns  zunachst  nacli 
einem  Mittel  umsehen,  durcb  das  man 
die  Beschleunigung  einer  Bewegung  in 
moglichst  einfacber  Art  ableiten  kann. 
Man  betrachte  zwei  anfeinanderfolgende 
kleine  Zeittkeilclien  von  der  gleichen 
Dauer  t.  Der  absolute  Weg  eines  Punktes, 
der  zu  Anfang  den  Abstand  30  von  einem 
festen  Anfangspunkte  hatte,  sei  im 
ersten  und  cU%  im.  zweiten  Zeittbeilcben. 
Dann  kann  man  nach  der  Taylor’schen 


Abb.  55. 


Entwickelung 


cUx  -■ 


(* 


d%x  + 


fd%\  ,  r 
\dt) q  2  \dt~ / q 
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di\  ,  (2t )*(<]. 
2 


Vdt*)  0  + 


setzen.  Die  Differenz  der.  Wege  d%1  und  d$2  ist  daher 

di*  ~ cUl  =  ®0H - • 

Die  Grlieder  hoherer  Ordnung  konnen  weggelassen  werden  und 
man  erhalt  daher 


fdH' 

[dt- 


l)  = 

/o 


(d$j  -f-  d§2) —  2di 


(162) 

Nun  sei  BB±B^  in  Abb.  55  der  absolute  Weg  eines  be- 
weglichen  Punktes  B  und  BQC^  der  absolute  Weg  jenes 
Punktes  des  Fahrzeugs,  mit  dem  B  anfanglich  zusammenfiel. 
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In  Anleknung  an  die  friiber  gebraucbten  Bezeichnungen  setzen 
wir  zugleicb 

13JB1  —  d%^  B1  B2  =  d%2  *  -BC1  =  5  C1C2  =  dp2  • 

Die  Strecken  C1B1  und  02I32  geben  die  relativen  Wege  von 
B  gegen  das  Fabrzeug  an,  so  wie  sie  vom  festen  Raume  aus 
geseben  erscbeinen.  Man  bat  dafiir 

=::::  ^2^2  ==:::  d$i  d% 2  —  dty^  —  dty2. 

Die  Relativbescblennigung  von  B  ist  ans  dem  Yergleicbe 
der  Wege  G1B1  und  C2B2  nacb  der  durcb  GH.  (162)  gegebenen 
Anleitung  zu  berecbnen.  Dabei  miissen  wir  aber  beacbten,  dass 
der  Beobacbter,  der  diese  Wege  mit  einander  vergleicht,  im 
Fabrzeuge  selbst  aufgestellt  sein  muss.  Marbirt  dieser  Be- 
obacbter  die  Punkte  Cx  und  Bx  nach  dem  ersten  Zeittheilcben 
im  Fabrzeuge,  so  fiibrt  die  Strecke  C1B1  des  Fabrzeugs  wabrend 
des  zweiten  Zeittbeilcbens  selbst  nocb  eine  Bewegung  aus,  von 
der  nur  die  Drebung  um  ur  in  Frage  kommt.  Da  nun  G2B2 
so  gezeicbnet  ist,  wie  es  der  Lage  nacb  Ablauf  des  zweiten  Zeit- 
theilcbens  entspricbt,  so  miissen  wir,  um  beide  Strecken  aucb 
fur  den  innen  stebenden  Beobacbter,  der  sicb  nacb  dieser 
zweiten  Lage  orientirt,  vergleichbar  mit  einander  zu  macben, 
an  Stelle  von  CiB1  die  Strecke 

d%x  —  dfo  +  %  V(d^  —  d^)  it 


setzen.  Fur  die  Relativbescbleunigung  soli  kein  neuer  Bucb- 
stabe  mebr  eingefiibrt  werden;  wir  bebalten  vielmebr  die 

friihere  Bezeicbnung  bei  und  erbalten  dafiir  nacb  Analogic 
mit  Grl.  (162) 


v 


(0)  =  <*  M"  di  2-  dp-dp^-2  { d^- dp.-j-rV  (d^-dpju } 

[d*x\  d»,  -  dS,  d\ is  -  dp,  0  V  (*k  _  „ 

WVo_  t2  t2  V  \  v  *  ) 


(163) 
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wobei  im  letzten  Gliede  die  Relativgeschwindigkeit  an  Stelle 
der  ilir  gleicben  Differenz  —  C~-  eingefiihrt  ist.  —  Hier- 
mit  ist  der  Satz  von  Coriolis  von  Neuem  bewiesen. 

§  31.  Die  Zusatzkrafte  bei  der  Relativbewegung. 

Fur  den  im  Fakrzeuge  stebenden  Beobacliter  ist  das  Trag- 
heitsgesetz  und  die  dynamische  Grundgleichung  nicbt  erfullt, 
wenn  er  nur  die  thatsachlich  an  dem  bewegten  Punkte  an- 
greifenden  Krafte  ins  Auge  fasst.  Als  ;;  thatsachlich  angreifende“ 
oder  „pkysikalisch  existirende"  Krafte  sind  bierbei  jene  be- 
zeicbnet;  die  aucb  fur  den  im  festen  Raume  aufgestellten 
Beobacbter  nachweisbar  sind.  Mit  der  dynamischen  Grund¬ 
gleicbung  wurden  aber  auch  alle  anderen  Folgerungen  der 
Dynamik  hinfallig  werden.  Um  die  Lehren  der  Dynamik  aucb 
fur  den  im  Fabrzeuge  aufgestellten  Beobacbter ;  der  von  der 
absoluten  Bewegung  seines  Fabrzeuges  gar  keine  Notiz  nimmt, 
anwendbar  zu  macben,  kann  man  aber  den  Kunstgriff  be- 
nutzen,  an  dem  bewegten  Punkte  B  Zusatzkrafte  von  der  Art 
anzubringen,  dass  nacbber  die  dynamische  Grundgleicbung  aucb 
fur  den  bewegten  Raum  giiltig  bleibt.  Dies  ist  leicbt  zu 
erreicben.  Man  multiplicire  Gl.  (163)  mit  der  Masse  m  des 
bewegten  Punktes.  Dana  wird 

d* r  cP\ j  a  17  dr 

m  =  Tt  M-  (164) 

Das  erste  Glied  auf  der  recbten  Seite  stellt  nacb  dem  dyna¬ 
mischen  Grundgesetze  die  „physikalisch  existirende“  Kraft  $ 
an  dem  materiellen  Punkte  (oder  die  Resultirende,  wenn  mebrere 
vorkommen?)  dar.  Die  beiden  anderen  Glieder  miissen,  wenn 
wir  die  dynamische  Grundgleicbung  aucb  fiir  die  Relativ- 
bewegung  aufrecht  erbalten  wollen;  ebenfalls  als  Krafte  ge- 
deutet  werden.  Diese  Krafte  sollen  als  „erste“  und  „zweite“ 
Zusatzkraft  bezeicbnet  werden. 

Die  erste  Zusatzkraft  ist  jene;  die  scbon  beim  d’Alem- 
bert’scben  Princip  vorkam.  In  der  That  hangt  ja  der  Fall 
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tier  Relativbewegung  in  sehr  einfacher  Weise  mit  dem  d’Alem- 
bert’schen  Princip  zusammen.  Wenn  sicb  ein  starrer  Korper 
bewegt,  sind  alle  materiellen  Punkte  im  Grleicbgewicbte  (und 
in  Rube)  relativ  zu  einem  auf  dem  starren  Korper  selbst  auf- 
gestellten  Beobacbter.  Fur  diesen  Beobacbter  miissen  daber, 
wenn  er  die  Lehren  der  Mecbanik  auf  seinen  Raum  beziebt, 
alle  an  dem  starren  Korper  angreifenden  Krafte  ein  Gleicb- 
gewicbtssystem  mit  einander  bilden.  Er  muss  aber  dann,  wie 
wir  scbon  frtiher  auf  anderem  Wege  uad  jetzt  von  Neuem 
fanden,  ausser  den  pbysikaliscb  exist irenden  Kraften  aucb  die 
„Tragbeitskrafte“  .£),  namlicb 

c.  d2b 

anbringen.  Bei  dieser  Anwendung  yon  Grl.  (164)  fallen  nam- 
lich,  da  keine  Relatiybewegungen  yorkommen,  die  Differential- 
qnotienten  yon  r  fort.  .  Bebalten  wir  die  fruhere  Bezeiclnmng 
fur  die  ,,Tragbeitskrafte“  aucb  bier  bei,  so  gebt  Grl.  (164) 
uber  in 

m  =  $  +  §  —  2m  Vbu,  (165) 

wobei  nocb  der  Kurze  balber  die  Relatiygescbwindigkeit  des 
bewegten  Punktes  mit  i)  bezeicbnet  ist. 

*  Die  Anwendung  yon  Grl.  (165)  soli  zunachst  an  dem  Bei- 
spiele  des  fallenden  Steines  gezeigt  werden.  An  einem  mate¬ 
riellen  Punkte,  den  wir  yon  der  Erde  aus  beobacbten,  wirken 
zunacbst  yon  pbysikaliscb  existirenden  Kraften  die  Anziebung 
der  Erde,  der  Sonne  und  aller  anderen  Weltkorper,  die  wir 
uns  zu  einer  Resultirenden  zusammengefasst  denken.  Fern6r 
konnen  nocb  andere  pbysikaliscb  existirende  Krafte,  wie  Luft- 
widerstand,  Widerstand  einer  Babn,  iiberbaupt  Druck  yon 
Seiten  eines  anderen  Korpers,  elektriscbe  Anziebung  o.  dgl. 
daran  angreifen,  deren  Resultirende  sei,  so  dass  ^  =  $p0  +  ^1 
ist.  Wenn  der  Punkt  an  seinem  Orte  auf  der  Erde  unter  der 
Einwirkung  aller  dieser  Krafte  festgebalten  werden  soil,  muss 
nacb  Grl.  (165) 

0  =  ^o  +  *Pi+§  Oder  $!=-($„  +  $) 
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sein.  Hieraus  wird  die  Bedeutung  yon  +  §  klar?  denn 
wir  wissen,  dass  wir  an  einem  materiellen  Punkte,  an  dem 
andere  physikaliscb  existirende  Krafte  niclit  angreifen,  eine 
dem  Gewicbte  des  Punktes  entgegengesetzt  gleiche  Kraft 
anbringen  miissen,  um  ibn  an  seiner  Stelle  anf  der  Erde  fest- 
zubalten.  Die  Summe  "t~  $  ^  daber  selbst  das  Gewicbt 
des  Korpers,  das  mit  @  bezeiebnet  werden  soil.  Hiermit  gebt 
GL  (165)  fiber  in 

m  J  =  <K  +  %  -  2m  V  » u.  (166) 

Wenn  die  von  der  Erde  ber  gesebenen  Bewegungen  in 
U eb erein stiminiing  mit  den  anf  den  festen  Raurn  bezogenen 
Lebren  der  Mecbanik  stehen  sollen,  mfissen  wir  uns  daher 
ausser  dem  Gewicbte  ®  nnd  anderen  aucb  von  der  Erde  ber 
nacbweisbaren  Kraften  nocb  die  ;;zweiten  Zusatzkrafte^ 
—  2  m  Van  daran  angebracbt  denken.  Die  zweite  Zusatzkraft 
ist  aber  bier  unter  gewobnlicben  Umstanden  sebr  gering  wegen 
der  kleinen  Winkelgescbwindigkeit  it  der  Drebnng  der  Erde 
gegen  den  festen  Raurn  nnd  biervon  allein  kommt  es;  dass 
man  in  der  Mebrzabl  der  Ealle  von  der  Eigenbewegung  der 
Erde  ganz  abseben,  die  Bewegnngen  relativ  znr  Erde  also  obne 
Weiteres  als  Absolntbewegnngen  betracbten  kann.  Ein  Zablen- 
beispiel  moge  dies  nocb  zeigen.  Die  Erde  drebt  sicb  in  einem 
Sterntage  einmal  nm  ibre  Axe  nnd  voranssicbtlicb  ist  diese 
Wmkelgescbwindigkeit  als  jene  gegen  den  absolnten  Ranm 
anfznfassen.  Ein  Stemtag  nnterscbeidet  sicb  aber  nicbt  viel 
von  einem  Sonnentage  nnd  man  pflegt  daber  bei  solcben  Reeb- 
nnngen  die  Winkelgescbwindigkeit  der  Einfacbbeit  wegen  auf 
den  Sonnentag  zn  bezieben.  Dann  ist 

1,==8SoSeC_1  ==  13^60  ®ec~"1- 

^Venn  die  Relativgescbwindigkeit  U  etwa  10  msec-1  betragt; 
nnd  senkrecbt  znr  Erdaxe  stebt  (also  bei  jener  Ricbtung,  in 
der  das  aussere  Prodnkt  seinen  grossten  Wertb  annimmt)  er- 
balt  man  fur  die  zweite  Zusatzkraft  den  Wertb 
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20  msec-1  ,  1  0 

m  '  ~ 18760  -  ‘  SeC  0der  688mSeC~2' 

Das  Gewicht  von  m  ist  m  •  9,81  m  sec™2;  die  zweite  Zusatz- 

kraft  betragt  daher  rund  des  Gewiehtes,  ist  also  unter 

gewohnlichen  Umstanden  unmerklicli. 

Lassen  wir  bei  dem  fallenden  Steine  den  Luftwiderstand 
ansser  Berucksichtigung,  so  ist  ^  =  0  zn  setzen  nnd  die 
Differentialgleickung  der  Fallbewegung  lantet 

===(&  —  2  m  V to  u, 

oder,  wenn  wir  an  Stelle  des  Gewicbtes  das  Produkt  aus  Masse 
und  Fallbescbleunignng  g  einfiihren, 

g  =  0-2Vttu.  (167) 

Gewohnlich  vernachlassigt  man  das  zweite  Glied  der  recbten 
Seite  gegeniiber  g.  Dann  wird  to  =  gt,  wenn  man  die  Zeit  t 
von  Beginn  der  Fallbewegung  an  rechnet.  Es  wird  daber,  um 
eine  bessere  Annaherung  zu  erhalten,  geniigen,  wenn  man  im 
Correctionsgliede  to  ==  g  t  setzt.  Der  damit  begangene  Fehler 
ist  jedenfalls  erst  von  holier er  Ordnung  klein,  als  die  Ab- 
weichung  von  dem  Falle  in  lothrechter  Richtung;  es  ist  daher 
fur  unsere  Zwecke  nieht  nothig,  die  Differentialgleichung  (167) 
streng  zu  integriren.  Wir  konnen  sie  vielmehr  genau  genug 
ersetzen  durch 

und  durch  Integration  erhalt  man  daraus,  wenn  die  Radien- 
vektoren  x  von  der  Ausgangsstelle  der  Fallbewegung  aus  ge- 
rechnet  werden, 

v  =  9<;--fV9u.  (168) 

Das  letzte  Glied  ist  das  Correctionsglied.  Das  aussere  Produkt 
aus  g  und  u  ist  gleich  ugzoscp,  wenn  cp  die  geographische 
Breite  des  Ortes  der  Erde  ist,  an  dem  der  Yersuch  angestellt 
wird.  Die  Richtung  von  Vgu  steht  senkrecht  zu  g  und  it, 
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ist  also  horizontal  und  nach  Westen  hin  gekehrt.  Wegen  des 
negativen  Yorzeichens  stellt  daher  das  Corrections glied  eine 
ostliche  Abweichnng  des  fallenden  Steins  aus  der  Lothrichtung 
dar.  Am  grossten  wird  die  Abweichnng  am  Aequator,  weil 
dort  g  und  it  senkrecht  zn  einander  stehen  und  cos  <p  =  1  ist. 
Aber  auch  dort  ist  sie  nur  gering.  Selbst  bei  t  —  10  sec 
Fallzeit  erreicht  das  Correctionsglied  erst  die  Grosse 


1000  sec3  n  oi  m 
‘  *  t/aO  J.  ^ 
3  ;  sec2 


1 

13760 


sec™1  =  0,238  m, 


wahrend  der  in  dieser  Zeit  in  lorthrechter  Richtung  zuriick- 
gelegte  Weg  bei  Ausserachtlassung  des  Luffcwiderstandes  gegen 
500  m  betragt. 

Man  hat  friiher  ofters  dariiber  gestritten,  ob  der  fallende 
Stein  auch  eine  Ablenkung  in  der  Nord-Sudrichtung  erfahren 
musse.  TJnsere  Formeln  lassen  eine  solche  nicht  erkennen, 
denn  das  Correctionsglied  hat  auch  in  der  Differentialglei- 
chung  (167)  keine  Componente,  die  parallel  zu  u  ware.  Man 
muss  aber  beachten;  dass  wir  g  als  eine  Constante  behandelt 
haben,  wahrend  in  Wirklichkeit  g  an  jedem  Orte  der  Bahn 
etwas  (wenn  auch  sehr  wenig)  verschieden  ist.  Hierbei  ist 
namentlich  zu  beachten,  dass  das  Grewicht  @  den  Summanden 
§  enthalt,  der  in  yerschiedenen  Hohen  etwas  verschieden  ist. 
Wenn  man  eine  Kraftlinie  zieht;  deren  Richtung  iiberall  mit 
der  Richtung  von  @  und  g  zusammenfallt;  hat  diese  schon 
selbst  eine  geringe  Krummung  in  der  Meridianebene?  voraus- 
gesetzt;  dass  man  sich  weder  am  Pole  noch  am  Aequator  be- 
findet.  Hiermit  hangt  es  zusammen;  dass  auch  eine  Nord- 
Siidabweichung  des  fallenden  Steines  herausgerechnet  werden 
kann.  Diese  hat  aber  mit  der  Relativbewegung  an  sich  nichts 
zu  thun;  die  Erddrehung  hangt  damit  nur  insofern  zusammen, 
als  die  „erste  Zusatzkraft^  §  davon  abhangig  ist. 

Eng  verwandt  mit  der  Seitenablenkung  des  fallenden  Steins 
ist  auch  die  eines  Geschosses.  Wenn  ein  Geschiitz  z.  B.  in 
der  Richtung  nach  Norden  hin  abgefeuert  wird;  tritt  wegen 
der  Erddrehung  eine  seitliche  Ablenkung  des  Geschosses  nach 


§  31.  Die  Zusatzkrafte  bei  der  Relativbewegung.  305 

Osten  liin  ein.  Schiesst  man  nach  Siiden,  so  ist  die  Seiten- 
ablenkung  westlich,  d.  h.  in  beiden  Fallen  nach.  rechts  vom 
Schiitzen  aus  geselien.  Vorausgesetzt  wird  dabei,  dass  man 
sich  anf  der  nordlichen  Halbkugel  befinde;  am  Aequator  ist 
die  Ablenkung  Null  und  auf  der  siidlichen  Halbkugel  ent- 
gegengesetzt.  Auch  wenn  man  nach  Osten  oder  Westen  hin 
schiesst ,  hat  man  stets  eine  Ablenkung  nach  rechts  hin  yom 
Geschiitze  aus  gesehen.  Auch  der  Betrag  dieser  Ablenkung 
kann  unter  Voraussetzung  einer  flachen  Flugbahn  leicht  be- 
rechnet  werden.  Wenn  sich  das  Geschoss  z.  B.  nach  Norden 
mit  einer  Geschwindigkeit  yon  350  m  sec~ 1  ungefahr  in  hori- 
zontaler  Richtung  bewegt,  ist  in  der  geographischen  Breite  cp 
die  zweite  Zusatzkraft  Yon  der  Grosse 

700  •  13^60  Sin^ 

anzubr  ingen,  wofiir  rund  ^  sin  tp  gesetzt  werden  kann,  wenn 

Q  das  Geschossgewicht  ist.  Eine  constante  Kraft  you  dieser 
Grosse  bringt  z.  B.  wahrend  einer  Flugzeit  you  20  sec  nach  den 
Pormeln  fur  die  gleichformig  beschleunigte  Bewegung  einen 
in  ihre  Richtung  fallenden  Weg  Yon  rund 

10  m  •  sin  cp  oder  von  7,7  ni 

zu  Stande,  wenn  cp  =  50°  gesetzt  wird.  Wenn  es  verlangt 
vrird,  kann  man  die  Rechnung  naturlich  auch  noch  genauer 
durchfuhren;  es  sollte  sich  jetzt  nur  um  eine  Abschatzung 
handeln. 

Betrachtlich  wird  die  Zusatzkraft,  wenn  man  die  Bahn 
eines  zur  Erde  fallenden  Meteorsteines  betrachtet,  weil  es  sich 
in  diesem  Falle  um  sehr  grosse  Geschwindigkeiten  handelt. 
Naturlich  kann  man  aber  in  diesem  Falle  von  der  Betrachtung 
der  Relativbewegung  zur  Erde  auch  ganz  absehen  und  die 
Bewegung  vom  absoluten  Raume  her  betrachten. 

Auch  an  einem  schnell  umlaufenden  Schwungrade  wirkt 
wegen  der  Erddrehung  ein  freilich  bei  den  praktisch  vor- 
kommenden  Geschwindigkeiten  nur  sehr  geringfiigiges  Krafte- 
paar  der  „zweiten  Zusatzkrafte“,  das  leicht  berechnet  werden 

!F5ppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  20 


306 


Dritter  Abschnitt.  Die  Relativbewegung. 


kann.  Es  kann  iibrigens  auch  nacb  den  in  §  25  gegebenen 
Anleitungen  sofort  ermittelt  werden,  denn  das  Scbwungracl 
wird  yon  der  Erde  bei  ihrer  Bewegung  im  absoluten  Raume 
genan  ebenso  mitgenommen  wie  der  dort  betrachtete  Scbwung- 
ring,  der  anf  einer  Lokomotive  gelagert  sein  sollte. 

Aus  der  dynamiscben  Grundgleicbung  sind  alle  iibrigen 
Satze  der  Mecbanik,  soweit  sie  nicbt  an  nnd  far  sicb  fur  jeden 
Aufstellungsort  des  Beobachters  giiltig  sind,  abgeleitet  worden. 
Sobald  wir  daher  dnrcb  Einfubrung  der  Zusatzkrafte  Sorge 
dafiir  tragen,  dass  die  dynamische  Grundgleicbnng  ancb  fur 
die  Bewegungen  relativ  zur  Erde  erfiillt  bleibt,  konnen  wir 
aucb  alle  daraus  abgeleiteten  Folgerungen  ohne  weiteren  Be- 
weis  anwenden,  d.  b.  die  Giiltigkeit  der  zunacbst  auf  den 
absoluten  Raum  bezogenen  Betracbtungen  der  Mechanik  wird 
damit  aucb  fur  den  anf  der  Erde  fussenden  Beobacbter  ge- 
rettet.  Nutzlicb  ist  es  zwar  immerbin,  nocb  ausdriicklicb  einen 
Yergleicb  dariiber  anzustellen7  wie  sicb  die  Untersucbung  ge- 
staltet,  jenacbdem  man  vom  absoluten  Raume  oder  von  der 
festen  Erde  ausgebt.  Namentlicb  iiber  die  lebendige  Kraft, 
auf  den  absoluten  Raum  und  relativ  zur  Erde  bezogen,  lassen 
sicb  mancbe  interessante  Betracbtungen  anstellen;  icb  muss 
mir  es  aber  versagen,  bier  weiter  darauf  einzugeben. 

Selbstverstandlich  bleiben  iibrigens  die  bisher  auf  die  Be¬ 
wegung  relativ  zur  Erde  bezogenen  Betracbtungen  obne  Wei- 
teres  aucb  fur  die  Bewegungen  relativ  zu  irgend  einem  anderen 
Fabrzeuge  anwendbar.  Man  kann  also  z.  B.  die  Wasserbewegung 
im  Laufrade  einer  Turbine  genau  so  untersucben,  als  wenn 
das  Laufrad  rubte,  falls  man  nur  die  beiden  Zusatzkrafte  an 
jedem  Wassertbeilcben  anbringt.  Die  erste  Zusatzkraft  reducirt 
sicb  iibrigens  in  diesem  Falle  auf  die  CentrifugalkrafL  Beide 
Zusatzkrafte  erlangen  bier  sebr  grosse  Wertbe  wegen  der 
grossen  Winkelgescbwindigkeit  u,  die  viele  Tausende  mal 
grosser  ist  als  die  Winkelgescbwindigkeit  der  Erde. 


Yierter  Abschnitt. 

Dynamik  zusammengesetzter  Systeme. 

§  32.  Die  Gleichungen  von  Lagrange. 

In  der  analytiscben  Mecbanik,  wie  sie  in  matbematiscben 
Vorlesungen  yorgetragen  zu  werden  pflegt7  spielen  einige  all- 
gemeine  Satze7  die  im  Wesentlicben  gleicbwertbig  mit  einander 
sind  nnd  die  alle  dasselbe  Ziel  yerfolgen,  eine  grosse  Ttolle. 
Icb  bin  bisher  niclit  anf  sie  eingegangen7  werde  aber  nun  einen 
kurzen  Abriss  davon  geben.  Urn  zunacbst  die  Stellung  dieser 
Satze  znr  Mecbanik  yerstandlicb  zu  macben7  erinnere  ich  die 
Leser  des  dritten  Bandes  an  die  Satze  iiber  die  Formanderungs- 
arbeit.  Die  Castigliano’scbe  Metbode7  Aufgaben  der  Festig- 
keitslebre  mit  Hiilfe  yon  Differ entiationen  an  der  zuyor  be- 
recbneten  Formanderungsarbeit  zu  losen7  entspricht  genau  dem7 
was  bier  beabsicbtigt  wird.  Aucb  die  Yorziige  und  die  Nacb- 
tbeile  eines  solcben  Verfabrens  sind  bier  dieselben  wie  dort. 
In  dieser  Hinsicbt  erinnere  icb  daran7  dass  die  Castigliano’sche 
Metbode  den  Yorzug  batte7  dass  sie  ein  ganz  bestimmtes  Yer- 
fabren7  das  ein  fur  alle  Mai  anwendbar  bleibt7  yorscbreibt7  dureb 
dessen  Befolgung  man7  obne  viel  nacbzudenken7  ganz  yon  selbst 
zur  ricbtigen  Losung  gefubrt  wird.  Als  Nacbtbeil  muss  es 
aber  bezeicbnet  werden7  dass  man  bierbei  leicbt  den  Ueberblick 
iiber  den  pbysikaliscben  Zusammenbang  der  Gfrossen7  mit  denen 
man  recbnet7  aus  den  Augen  yerliert;  man  siebt  wohl7  was 
scbliesslicb  gescbiebt7  giebt  sicb  aber  nicbt  eingebend 
Recbenscbaft  dariiber7  warum  und  wie  es  gescbiebt. 
Nun  mag  man  yielleicbt  sagen7  dass  dies  gleichgultig  sei7  wenn 
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man  nur  erf  abrt,  was  man.  in  letzter  Linie  wissen  wollte.  Icb 
kann  dem  aber  nicbt  znstimmen.  Bei  alien  Anwendungen,  die 
man  yon  der  Mecbanik  macken  will,  muss  man  namlicb  yer- 
einfacbende  Yoraussetzungen  uber  die  Bedingungen  einfubren, 
denen  das  System  unterworfen  ist.  Es  ist  nicbt  moglicb,  alle 
Nebenumstande  yollstandig  in  der  Recbnung  zu  beriicksichtigen 
und  es  ist  daber  yon  der  grossten  Wichtigkeit,  dass  man  ein 
zutreffendes  Urtbeil  uber  den  Einfluss  der  nicbt  berucksicbtigten 
Nebenumstande  gewinnt.  Bei  der  Bebandlung  einer  neuen  Auf- 
gabe,  bei  der  man  sicb  nicbt  an  Yorbandene  Muster  anlebnen 
kann,  ist  die  ricbtige  Abscbatzung  dessen,  was  beachtet  werden 
muss  und  dessen,  was  ohne  erbeblicben  Febler  ausser  Acbt 
gelassen  werden  darf,  oft  genug  der  scbwierigste  Theil  der 
ganzen  Arbeit.  Eine  allgemeine  Anleitung  bierfur  zu  geben, 
ist  zwar  nicbt  moglicb;  wobl  aber  ist  klar,  dass  man  dazu  um 
so  eber  im  Stande  sein  wird,  je  genauer  man  den  Vorgang  im 
Einzelnen  Yerfolgt.  Der  Matbematiker  mag  sicb  iiber  solcbe 
Erwagungen  binwegsetzen ,  da  es  ihm  freistebt,  nur  solcbe 
Probleme  zu  bebandeln,  die  er  sicb  entweder  selbst  gescbaffen 
bat  oder  bei  denen  kein  Zweifel  dariiber  moglicb  ist,  welcbe 
ideellen  Bedingungen  an  Stelle  der  im  concreten  Falle  yor- 
bandenen  zu  setzen  sind.  Beim  Tecbniker,  der  bei  seinen  Unter- 
sucbungen  stets  die  Yerbaltnisse  der  Wirklicbkeit  im  Auge  be- 
balten  muss,  ist  dies  aber  anders  und  man  kann  es  daber 
yersteben,  dass  man  sicb  in  tecbniscben  Rreisen  um  jene  all- 
gemeinen  Principien  der  analytiscben  Mecbanik  bisber  nicbt 
yiel  gekiimmert  bat.  Wegen  der  knappen  Zeit,  die  mir  grade 
fur  die  Yorlesungen  uber  Dynamik  zu  Grebote  stebt,  bebandle 
icb  diese  Dinge  aucb  selbst  nicbt  in  den  Vorlesungen.  In  dem 
gedruckten  Bucbe,  bei  dem  es  nicbt  yiel  scbadet,  wenn  es  um 
einige  Seiten  langer  wird  und  das  aucb  jenen  Horern,  die  nocb 
etwas  Weiteres  zu  erfabren  wiinscben,  einige  Auskunft  scbuldig 
ist,  darf  icb  aber  nicbt  dariiber  binweggeben. 

Diese  allgemeinen  Satze  baben  namlicb  nocb  einen  grossen 
Yorzug,  von  dem  bisber  nicbt  die  Rede  war.  Sie  macben 
namlicb  die  Benutzung  eines  Coordinatensystems  entbebrlich. 
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Dieser  Vorzug  tritt  freilich  dann  besonders  deutlich  hervor, 
wenn  man  sonst  alles  mit  Coordinaten  reclmet.  Fur  uns;  die 
wir  iiberall,  wo  es  von  Nutzen  war,  mit  den  gerichteten  Grossen 
selbst  rechneten,  ist  er  zwar  von  geringerer  Bedeutung;  es  ist 
aber  andererseits  verstandlich,  dass  man  einen  solchen  Yorzug 
um  so  hoher  zu  schatzen  weiss,  je  mebr  man  seitber  scbon 
Vortbeil  daraus  nnter  anderen  Umstanden  zog. 

Zn  den  allgemeinen  Satzen,  von  denen  jetzt  die  Rede  ist, 
gehoren  die  Gleicbnngen  von  Lagrange,  das  Princip^  von 
Hamilton,  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  nnd  das 
GanssJsebe  Princip  des  kleinsten  Zwanges.  Es  geniigt  voll- 
standig,  wenn  ich  mich  bier  auf  die  Besprecbnng  der  beiden 
znerst  genannten  beschranke,  da  die  ubrigen  ibnen  gariz  ahn-. 
licb  sind. 

Man  betracbte  ein  System,  das  aus  starren  Korpern  derart 
znsammengesetzt  ist,  dass  in  Folge  der  bestehenden  Yerbin- 
dnngen  gewisse  Bewegungen  ansgescblossen  sind.  Das  System 
kann  aucb  einen  zwanglanfigen  Mecbanismns  bilden.  In  diesem 
Falle  bat  es  nacb  einer  friiber  eingefiibrten  Bezeicbnnng  nur 
einen  Freibeitsgrad.  Man  kann  die  Stellung  aller  Glieder  des 
Systems  vollstandig  angeben,  sobald  die  Lage  eines  einzigen 
durch  eine  ricbtungslose  Grosse  znm  Ausdrncke  gebracbt  wird. 
Man  bezeicbnet  diese  Grosse  als  eine  „allgemeine  Coordinate^ 
des  Systems,  die  aber  mit  einem  Coordinatensysteme,  wie  es 
in  der  analytiscben  Geometrie  gebraucbt  wird,  niehts  zu  tbun 
hat.  Bei  dem  Knrbelmechanismus  einer  Dampfmaschine  konnte 
man  z.  B.  je  nacb  Wahl  den  Kolbenweg  von  einer  Todtpunkt- 
lage-  aus  oder  den  Winkel  zwiscben  der  Kurbelrichtung  und 
der  Cylinderaxe  als  die  allgemeine  Coordinate  des  Systems 
anseben. 

Fiir  die  Dntersucbung  zwanglaufiger  Mechanismen  baben 
aber  die  Gleicbungen  von  Lagrange  wenig  Wertb,  obscbon 
sie,  wenn  man  die  Sacbe  recbt  gelebrt  darstellen  will,  aucb 
dazu  verwendet  werden  konnen.  Gewohnlich  handelt  es  sicb 
um  Svsteme  mit  mehreren  Freiheitsgraden.  Man  denke  sicb 
etwa  einen  Korper  A  in  einem  Gestelle  um  eine  Axe  drehbar 
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gelagert,  wahrend  ein  zweiter  Korper  B  sicb  langs  einer  Fiih- 
rung  gegen  den  Korper  A  yerscbieben  kann.  An  beiden  Korpern 
konnen  yon  anssen  ber  beliebig  gegebene  Krafte  einwirken 
nnd  man  yerlangt,  dass  die  Bewegungen  dieser  Korper  an- 
gegeben  werden,  wenn  der  Anfangszustand  bekannt  ist.  Nacb 
den  gewohnlicben  Metboden  der  Mecbanik  lost  man  diese  Auf- 
gabe,  indem  man  die  zwiscben  A  nnd  B  ubertragenen  Krafte 
ins  Ange  fasst,  bieranf  fur  jeden  Korper  eine  Gleicbung  an- 
schreibt,  die  den  Zusammenbang  zwiscben  den  Kraften  und 
den  Bescbleunignngen  ausdriickt  nnd  beide  Grleicbnngen  mit 
einander  yerbindet.  Bei  Yerwendnng  der  Grleicbnngen  yon 
Lagrange  n.  s.  £  gestaltet  sicb  aber  die  Betracbtung,  wie 
man  alsbald  seben  wird;  in  der  That  erbeblicb  einfacber. 

Ein  System  yon  drei  Preibeitsgraden  ist  z.  B.  scbon  ein 
einziger  starrer  Korper,  der  nm  ein  Kugelgelenk  beweglicb  ist. 
Man  kann  bier  drei  Grossen  anf  yerscbiedene  Art  auswablen; 
so  dass  die  augenblicklicbe  Lage  des  Systems  dnrcb  sie  ge- 
kennzeicbnet  wird.  Im  zweiten  Abscbnitte  ist  die  Bewegung 
eines  starren  Korpers  nm  einen  festen  Pnnkt  nacb  den  gewobn¬ 
licben  Metboden  der  Mecbanik,  d.  b.  mit  Hhlfe  des  Flachen- 
satzes  nnd  des  Satzes  yon  der  lebendigen  Kraft  bereits  be- 
handelt  worden;  sie  kann  aber  ancb  mit  Hulfe  der  Lagrange - 
seben  Gleicbnngen  n.  s.  £  untersucht  werden.  —  Ansserdem 
kann  man  ein  System  yon  drei  Freibeitsgraden  z.  B.  anch  da- 
dnreb  bilden,  dass  man  einem  Korper  A  einen  Freiheitsgrad 
gegeniiber  der  festen  Erde,  einem  zweiten  Korper  B  ebenfalls 
einen  Freiheitsgrad  gegeniiber  A  nnd  einem  dritten  Korper 
einen  Freiheitsgrad  gegeniiber  B  oder  ancb  wieder  gegen  A 
giebt  u.  s.  £  Nur  daranf  will  icb  nocb  binweisen,  dass  ein 
einziger  Freiheitsgrad,  d.  b.  eine  zwanglaufige  Bewegung  zwiscben 
zwei  Korpern  entweder  dnrcb  eine  Fubrnng  (Prismenpaar)  oder 
dnrcb  ein  Gelenk  (Cylinderpaar)  oder  dnrcb  eine  Schraube 
(Scbranbenspindel  nnd  Schraubenmutter  oder  Schraubenpaar) 
oder  wenigstens  dnrcb  eine  tbatsachlich  anf  einen  dieser  drei 
Falle  binanskommende  Yorricbtnng  hergestellt  wird. 

Die  Zabl  der  Freibeitsgrade  moge  jetzt  allgemein  mit  n 
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bezeichnet  werden  nnd  die  zngehorigen  allgemeinen  Coordi- 
naten  seien 

<h>  %  •  "hr 

# 

Zn  den  moglichen  oder  virtnellen  Bewegungen  des  Systems 
gehort  dann  jedenfalls  auch  jene,  bei  der  sich  nnr  eine  der 
Coordinaten  q,  etwa  q.  andert,  wahrend  die  nbrigen  constant 
bleiben.  Icb  mochte  es  bier  lieber  vermeiden,  ein  bestimmtes 
Beispiel  dafiir  anznfiihren,  weil  es  zum  Geiste  dieser  Betrach- 
tungen  gehort,  sie  so  allgemein  wie  moglich  darznstellen.  Wer 
aber  dock  lieber  ein  Beispiel  baben  will,  raoge  sick  irgend 
eines  der  vorber  genannten  anssuchen;  es  wird  dann  immer 
moglicb  sein,  nnr  einen  der  Freiheits grade  dnrcb  eine  Be- 
wegnng,  die  in  der  Verandernng  von  q.  nm  dqi  zum  Ans- 
drncke  kommt,  in  Ansprncb  zn  nehmen,  wahrend  von  den 
Iibrigen  Freiheitsgraden  kein  Gebranch  gemacbt  wird. 

Bei  einer  solcben  virtnellen  Verschiebnng  dqi  werden  die 
ausseren  Krafte  Arbeiten  leisten,  wenigstens  jene,  die  bei  dieser 
Verscbiebnng  iiberhanpt  betbeiligt  sind.  Es  kann  ja  ancb  sein, 
dass  bei  der  "Verschiebnng  dqi  die  Angriffspnnkte  einiger  von 
den  ansseren  Kraften  in  Rnhe  bleiben.  Man  kann  diese  Arbeits- 
leistnng  etwa  in  der  Form 

FM 

znm  Ansdrncke  bringen.  Wenn  die  ansseren  Krafte  nnd  die 
angenblickliche  Lage  des  Systems  gegeben  sind,  wird  sick  F- 
immer  leicbt  so  ermitteln  lassen,  dass  der  vorstebende  Aus- 
drnck  die  Arbeitsleistnng  der  ansseren  Krafte  richtig  angiebt. 
Man  nebme  etwa  an,  dass  sick  bei  der  Aendernng  dqi  nnr 
einer  von  den  Korpem  des  Systems,  der  mit  irgend  einem 
anderen  zwanglanfig  verbunden,  aber  sonst  frei  ist,  verscbiebe. 
Dann  leisten  nnr  jene  ansseren  Krafte  Arbeit,  die  an  dem  be- 
wegten  Tbeile  selbst  angreifen.  Greift  nnr  eine  einzige  anssere 
Kraft  an  ibm  an,  so  ist  unter  id  deren  Componente  in  der 
Richtimg  der  Verschiebnng  dqt  zn  versteben,  falls  diese  in 
einer  Translation  bestebt.  .  Ist  die  Coordinate  ein  Winiel, 
Sq{  also  eine  Drehnng,  so  ist  Fi  das  statiscbe  Moment  der 
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ausseren  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  der  Drekung.  Wirkei 
mekrere  aussere  Krafte,  so  kann  man  diese  etwa  zu  eine 
Resultirenden  znsammenfassen  und  kiervon  Fi  so  wie  vorhe 
bilden  oder  man  findet  Fi  aus  der  Sumfne  der  Componente 
in  der  V er sebiebun gsricbtung  oder  der  statiscben  Momente  i 
Bezug  auf  die  Drekungsaxe.  In  jedem  Falle  sind  dann  di 
ausseren  Krafte  in  Bezug  auf  die  Bewegung  8qi  gleickwerthi 
mit  einer  einzigen  Kraft  von  der  Grrosse  F{  in  der  Versckb 
bungsricktung  oder  einem  einzigen  Kraftepaare  vom  Momente  I 
dessen  Momentenvektor  in  die  Drebaxe  f  allt.  Aus  diesem  Grrund 
kann  man  in  ansckaulicker  Spracbe  sagen,  dass  Ft  allgemei 
die  auf  die  Coordinate  qi  reducirte  aussere  Kraft  is 
Wir  wollen  diese  Bezeicbnung  aucb  dann  noeh  beibehaltej 
wenn  sick  bei  der  virtuellen  Lagenanderung  dq}  mekrere  Korpt 
des  Systems  versckieben;  was  dann  unter  Fi  zu  versteken  is 
gekt  ja  aus  den  vorausgekenden  Erorterungen  in  jedem  Fal 
deutlick  genug  kervor. 

Man  betrackte  ferner  ein  Massentkeilcken  m7  das  zu  irger 
einem  von  den  Korpern  des  Systems  gekort.  Der  von  eine. 
festen  Anfangspunkte  nack  m  gezogene  Radiusvektor  sei  mit 
bezeicknet.  Wakrend  der  Bewegung  des  Systems  ist  r  ve 
anderlich  und  die  augenblicklicke  Grrosse  und  Ricktung  von 
ist  abkangig  von  r07  d.  k.  von  dem  Wertke,  den  r  in  irger 
einer  Stellung  des  Systems,  die  als  seine  Normalstellung  a 
geseken  wird,  einnimmt  und  den  Coordinaten  q.  Wir  sckreik 
also 

*  =  f(* oft  &  1 '  '  O-  C16' 

Die  Form  der  Function  f  kangt  von  der  besonderen  Co 
struction  des  Systems  ab.  Wir  bilden  jetzt  den  Ausdruck  f 
die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems.  Zunackst  erkalt  ms 
aus  der  Grleickung  fur  r 

=  _ 11^2-  /I  7 

dt  dqx  dt  ‘  dq%  dt  *  *  ’  ’  dqn  dt  }  ^ 

denn  r0  ist  eine  Constante,  so  lange  man  dasselbe  Masse 
tkeilcken  m  betracktet.  Fur  die  Differentialquotienten  d 
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Coordmaten  q  nacb  der  Zeit  empfieblt  sicb  bier  eine  sclion 
von  Newton  berrfibrende  und  namentlicb  bei  den  engliscben 
Pbysikern  bis  auf  den  beutigen  Tag  yiel  gebraucbte  Scbreib- 
weise.  Man  dentet  namlicb  die  Differentiation  nacb  t  dureli 
einen  dariiber  gesetzten  Punkt  an,  scbreibt  also 


n.  s.  f.  Fiir  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Systems  bat 
man  nach  Definition 


Z,  =  4 


nnter  der  Voraussetzung,  dass  sicb  die  Snmmirnng  fiber  alle 
Massentbeilcben  des  ganzen  Systems  erstreckt.  Nacb  Gl.  (170) 
erbalt  man  daraus 


d.  b.  die  lebendige  Kraft  ist  eine  Function  der  allgemeinen 
Coordinaten  q,  durcb  die  die  augenblicklicbe  Stellung  des 

dv 

Systems  nnd  die  Wertbe  u.  s.  f.  bedingt  sind,  nnd  der 

Aenderungsgescbwindigkeiten  q  nnd  zwar  ist  sie  in  Bezng  auf 
die  q  rom  zweiten  Grade. 

Nacb  diesen  Vorbereitungen  denken  wir  nns  ferner  das 
dAlembert’scbe  Princip  angewendet.  An  jedem  Massentbeil- 

clien  sei  also  eine  Tragbeitskraft  —  m  ^  angebracbt.  Dann 

bleibt  das  System,  wenn  es  in  seiner  augenblicklicben  Stellung 
zunacbst  festgebalten  wird,  aucb  fernerbin  im  Gleicbgewichte 
und  in  Rube,  sobald  es  der  Einwirkung  der  ausseren  Krafte 
und  der  Tragbeitskrafte  fiberlassen  wird.  Um  die  Gleicb- 
gewicbtsbedingungen  in  Form  Yon  Gleicbungen  aussprecben  zu 
konnen,  denken  wir  uns  eine  Yirtuelle  Bewegung  8qi  vor- 
genommen  und  setzen  die  Summe  der  Arbeitsleistungen  aller 
Krafte  ffir  diese  virtuelle  Bewegung  gleicb  Null.  Die  Arbeit 
der  ausseren  Krafte  ist  scbon  zu  Fi  d  qi  festgestellt.  Fur  die 
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Trasheitskraffc 


•  m 


da 

dt 


am  Massentheilchen  m  hat  man  bei 


der  virtuellen  Yerschiebnng  d qi  die  Arbeit 

da  dt 


m 


dt  dq. 


Hr 


Im  Ganzen  hat  man  daher  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  die  Gleichung 


Auch  hier  ist  die  Summirung  iiber  alle  Massentheilchen  des 
ganzen  Systems  zu  erstrecken.  Da  dqi  in  alien  Gliedern  der 
Grleichung  als  Faktor  auftritt,  kann  man  es  wegstreichen  und 
erhalt 


Fi  =  Em 


da  dt 

dt  'dq. 


(172) 


Dieser  Ausdruek  kann  nun  noch  etwas  umgeformt  werden. 
Man  hat  namlich  nach  dem  Satze  ’iiber  die  Differentiation 
eines  Produkts 


<2/ .  0r\ da  dt  .  d_/d t\ 

dty  dqj  dt  dq.1'  dt\dqj 

Daher  kann  an  S telle  der  GL  (172)  geschrieben  werden 

Jr.— (iis) 

Die  beiden  Summen,  die  hierin  vorkommen,  lassen  sich  aber 
als  Differentialquotienten  der  lebendigen  Kraft  Z,  die  durch 
G1.  (171)  als  Function  der  q  und  der  q  dargestellt  wurde,  auf- 
fassen.  Durch  Differentiation  von  L  nach  q.  erhalt  man  namlich 

dL  id  ^  2  _  dt 

^  dq.  dq. 

Bei  der  letzten  Dmformung  beachte  man,  dass  b  nach  Gl.  (170) 
eine  lineare  Function  der  q  ist  und  dass  der  Faktor,  mit  dem 

O  v 

ft  multiplicirt  ist,  in  dieser  Grleichung  j—  lautet.  Differentiirt 

man  die  vorstehende  Gleichung,  die  zu  jeder  Zeit  t  giiltig  ist, 
nach  der  Zeit,  so  erhalt  man 
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±_(dL\ 

dt\d  q.J 


also  in  der  That  den  ersten  der  beiden  Summenausdrucke  in. 
Gl.  (173).  Ebenso  wird 


cL 


=  Emb 


db 

dq. 


Em  b 


o 

H 


:.6I) 


Emb 


d  /d 


oq.  'dq.  dq.\dtj  ”v  ^  d,t\dg^)’ 

denn  die  Reihenfolge  der  Differentiationen  von  r  nach  t  nnd 
mach  qi  kann  vertauscht  werden,  da  ja  in  der  That  bei  direkter 
Ausfuhrung  der  Differentiation 


Tt 


d  fdx\  •  j _ o_ 

dq1\dqi)'q^dg 


dqn 


also  derselbe  Werth  wie  bei  Differentiation  yon  b  nach  qi 
(ygl.  Gl.  (170))  gefunden  wird.  Setzt  man  diese  Werthe  ein, 
so  geht  Gl.  (173)  uber  in 


v  ^  d_  /dL\  _  dL 

'l  dt\dq.)  dq. 
\  •L%/ 


(174) 


Das  ist  eine  der  Lagrange’schen  Gleichungen  und  fur 
jeden  anderen  Freiheitsgrad  oder  fur  jede  andere 
Coordinate  q  lasst  sich  eine  nach  demselben  Muster 
anschreiben.  Man  erhalt,  wenn  dies  geschieht,  ebenso 
viele  Differentialgleichungen  zwischen  den  Coordi- 
naten  q  (und  ihren  Differentialquotienten)  als  Frei- 
heitsgrade  yorhanden  sind,  d.  h.  ebenso  yiele  Glei- 
chnngen  als  Unbekannte.  Die  Integration  dieser  Differen¬ 
tialgleichungen  ist  nachher  eine  Aufgabe  fur  sich,  die  mit  der 
Lagrange’schen  Methode  nichts  zu  thun  hat,  sondem  ebenso 
erfolgen  muss,  als  wenn  man  die  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  nach  den  gewohnlichen  Methoden  abgeleitet  hatte. 

Ehe  ich  dazu  ubergehe,  die  Benutzung  der  Gleichungen 
znr  Losung  yon  Aufgaben  auseinander  zu  setzen,  mochte  ich 
noeh  auf  die  Voraussetzungen  aufmerksam  machen,  auf  denen 
die  Ableitung  beruht  und  die  bisher#noch  nicht  hinreichend 
betont  wurden.  Vor  allem  miissen  die  Korper  wirklich 
als  starr  betrachtet  werden  diirfen,  so  namlich,  dass  die 
etwa  in  ihnen  aufgespeicherte  Formanderungsarbeit  gegen  die 


316  Vierter  Abschnitt.  Dynamik  zusammengesetzter  Systeme. 

lebendige  Kraft  oder  vielmebr  die  Aenderung,  die  die  Forui- 
anderungsarbeit  etwa  erfabrt,  gegenuber  der  Aenderung  der 
lebendigen  Kraft  oder  gegenuber  der  Arbeit  der  ausseren  Krafte 
vollstandig  vemacblassigt  werden  kann.  Ferner  ist  auch  die 
Arbeit  der  inneren  Krafte,  die  zwiscben  verscbiedenen 
Korpern  des  Systems  auftreten,  iiberall  gleicb  Null 
gesetzt.  Das  ist  aber  nur  dann  streng  ricbtig,  wenn  zunacbst 
keine  Fernkrafte  zwiscben  den  einzelnen  Gliedern  auftreten  und 
wenn  ferner  aucb  keine  Reibungswiderstande  zu  berucksicbtigen 
sind.  Hatte  man  Reibungen  in  den  Fiibrungen  oder  Gelenken, 
so  miisste  naturlicb  ein  Tbeil  der  Arbeit  F{  8  qt  bei  der  vir- 
tuellen  Verscbiebung  8qi  auf  die  Ueberwindung  der  Reibungen 
verwendet  werden.  Man  kann  sicb  aber  in  solcben  Fallen 
damit  belfen,  dass  man  etwaige  Fernkrafte  (z.  B.  Abstossungen 
zwischen  Magneten,  wenn  solche  im  Systeme  yorkommen)  nicbt 
zu  den  inneren  Kraften  recbnet,  sondern  sie  so  bebandelt,  als 
wenn  sie  von  aussen  her  angebracht  waren,  sie  also  in  die  F 
mit  einrechnet.  Dasselbe  gilt  aucb  von  den  Reibungen. 

§  83.  Anwendung  der  Lagrange’schen  Grleichungen  zur 
Losung  von  Aufgaben. 

Das  Yerfabren  bei  der  Benutzung  dieser  Gleichungen  gleickt; 
wie  icb  schon  vorber  bemerkte,  vollstandig  dem  aus  der  Festig- 
keitslehre  von  der  Castigliano’scben  Metbode  ber  bekannten. 
Wie  dort  zuerst  fur  die  Formanderungsarbeit,  stellt  man  bier 
vor  Allem  einen  Ausdruck  fur  die  lebendige  Kraft  in  den  ge- 
wablten  allgemeinen  Coordinaten  auf.  Dann  bildet  man  die  in 
Gl.  (174)  vorgescbriebenen  Differentialquotienten  und  setzt  ihre 
Differenz  gleicb  dem  aus  den  Bedingungen  der  Aufgabe  be¬ 
kannten  Wertbe  von  F. 

Es  wird  am  besten  sein,  wenn  icb  dieses  Yerfabren  zu¬ 
nacbst  an  einem  moglicbst  einfacb  gewablten  Beispiele  vorfuhre, 
fur  das  wir  die  Losung  scbon  fruber  auf  einfacberem  Wege 
gefunden  baben.  Icb  wable  dazu  das  pbysiscbe  Pendel, 
also  einen  zwanglaufigen  Mecbanismus.  Die  die  augenblick- 
licbe  Stellung  des  Systems  bescbreibende  Coordinate  sei  der 
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Winkel  <p,  den  der  nacb  dem  Scbwerpunkte  Tom  Aufbange- 
punkte  gezogene  Radiusvektor  mit  der  Lotbrichtung  bildet. 

j 

Die  Winkelgescbwindigkeit  ist  oder  op  nnd  die  lebendige 


Kraft 


L 


,2 


Die  Lagrange’scbe  Gleicbnng  lantet  demnach  bier 

tt» _ d  /  dL\  dL 

dt\dcp)  dcp 

Hier  ist  L  unabbangig  yon  <p  nnd  man  bat  daber 


a l 

d(p 


=  0; 


dL 

d(p 


womit  die  Lagrange’scbe  Gleicbnng  ubergebt  in 


F=  ® 


d2  ep 

Hi*  * 


Die  auf  die  Coordinate  cp  redncirte  aussere  Kraft  wird  bier,  da 
es  sicb  um  eine  Drebung  bandelt ,  dnrch  das  Yom  Anfbange- 
pnnkte  ans  genommene  statische  Moment  des  Gewichts  an- 
gegeben.  Vergrossert  man  namlicb  op  nm  Sop/  so  leistet  die 
einzige  anssere  Kraft,  die  anf  den  Mecbanismus  einwirkt,  nam- 
lich  das  Gewicbt  Q,  eine  Arbeit  Yon  der  Grosse  Qsdop  sin  op. 
Das  Yorzeicben  der  Arbeitsleistung  ist  negativ,  da  sicb  der 
Scbwerpunkt  bebt,  wenn  <p  wacbst.  Man  bat  daber 

F  =  —  Qs  sin  (p 

nnd  nacb  Einsetzen  dieses  Wertbes  gebt  die  Gleicbnng  Yon 
Lagrange  iiber  in  die  uns  scbon  Yon  friiber  ber  bekannte 
Differentialgleicbnng  far  die  Pendelbewegung 

®  =  —  Qs  sin  (p . 


Die  weitere  Behandlnng  dieser  Gleicbnng  bat  nicbts  mebr  mit 
der  bier  zn  erlanternden  Metbode  zn  tbnn;  sie  mnss  Yielmebr 
genan  so  wie  friiber  erfolgen. 
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Der  Vortkeil  der  Metkode  kann  sick  aber;  wie  schon  be- 
merkt;  erst  dann  deutlicker  kerausstellen,  wenn  man  ein  System 
mit  wenigstens  zwei  Freiheitsgraden  waklt.  Als  Beispiel  dafiir 
bekandle  ick  das  in  Abb.  56  dargestellte  System,  das  aus  einem 
pkysiscken  Pendel  bestekt,  an  dem  ein  zweites  drekbar  auf- 
gekangt  ist.  Der  starre  Korper  A  soil  im  Gelenke  a  drekbar 
gegen  ein  festes  Gestell  gelagert  sein, 
wakrend  sick  der  Korper  B  (ebenfalls 
reibnngsfrei)  gegen  A  nm  die  Drekaxe  /3 
dreken  kann;  die  zu  a  parallel  ist.  Man 
kann  sick  etwa  tmter  A  eine  Glocke  und 
unter  B  ikren  Kloppel  vorstellen  und  da 
grade  dieser  Fall  sckon  ofters  besprocken 
wurde;  pflegt  man  das  Problem  auck 
kurz  als  das  yon*  Grlocke  und  Kloppel 
zu  bezeichnen.  Der  Sckwerpunkt  S  von 
A  soli  auf  der  Verbindungsgraden  der 
Gelenke  liegen;  es  ist  aber  nickt  notkig, 
dass  er  zwiscken  a  und  liegt,  wie  er 
in  der  Abbildung  gezeicknet  ist;  viel- 
mekr  kann  der  Sckwerpunktsabstand  s 
auck  grosser  als  der  Abstand  l  zwiscken 
beiden  Gelenken  seim  Der  Sckwerpunkt  von  B  ist  mit  Sx 
bezeicknet.  Als  allgeroeine  Coordinaten  des  Systems  waklen 
wir  die  in  der  Abbildung  mit  cp  und  ijj  bezeickneten  Winkel, 
durck  die  die  augenblicklicke  Lage  offenbar  vollstandig  be- 
schrieben  wird. 

Zunackt  kaben  wir  kier  wieder  den  Ausdruck  fur  die 
lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  aufzustellen.  Fur  die 
lebendige  Kraft  yon  A  erhalten  wir  denselben  Wertk  wie  im 
vorigen  Beispiele.  Die  lebendige  Kraft  von  B  lasst  sick  aus 
zwei  Tkeilen  zusammensetzen,  yon  denen  einer  die  durck  die 
Schwerpunktsgesckwindigkeit  v  bedingte  Translationsenergie 
und  der  andere  die  zur  Drekung  um  die  Sckwerpunktsaxe  ge- 

korige  Rotationsenergie  darstellt.  Die  letzte  ist  gleick  ~ 


Abb.  56. 
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wenn  das  Tragbeitsmoment  Yon  B  fiir  die  Schwerpunktsaxe 
angiebt,  wabrend  ©  wie  Yorber  das  Tragheitsmoment  Yon  A 
fiir  die  Aufbangeaxe  a  bedeutet. 

Zur  Berecbnung  der  Gescbwindigkeit  v  von  St  beacbte 
man;  dass  die  Bewegung  Yon  B  aucb  als  ein  Zusammenwirken 
einer  Translation  mit  der  Gescbwindigkeit 
von  |8  und  einer  Drebung  um  /3  anfgefasst 
werden  kann.  Bei  der  Translation  bat  jeder 
Pnnkt.Yon  B  nnd  daber  ancb  Sx  eine  Ge- 
scbwindigkeit  Yon  der  Grosse  lep,  die  senk- 
recbt  zn  l  gericbtet  ist  und  bei  der  Rota¬ 
tion  nm  /3  bat  S1  eine  zu  s±  senkrecbt  ge- 
ricbtete  Gescbwindigkeit  Yon  der  Grosse  st  ip.  Die  wirklicbe 
Gescbwindigkeit  you  Sx  ist  die  geometriscbe  Summe  aus  diesen 
beiden  Componenten.  Abb.  57  zeigt  das  Dreieck,  das  man  bei 
der  geometriscben  Summirung  erbalt.  Auf  die  Ricbtung  Yon  v 
kommt  es  bei  der  lebendigen  Kraft  nicbt  an?  sondern  nur  auf 
den  Wertb  v 2  und  diesen  erbalten  wir  aus  dem  Dreiecke  zu 

v 2  =  l2cp2  -f-  +  2lSx<pi>  cos  —  <p). 

Fiir  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  erbalten  wir  daber 
den  Ausdruck 

l=  l  ep  +  lerf 

+ 1 )  0V  +  cos  to  -  <p)) ,  (175) 


wobei  unter  Q1  das  Gewicbt  des  Kloppels  zu  Yersteben  ist. 

Der  nacbste  Scbritt  bestebt  darin,  an  diesem  Ausdrucke 
die  in  den  Lagrange’scben  Gleichungen  Yorgeschriebenen 
Differentiationen  Yorzunebmen.  Wir  erbalten  zunacbst 


+y  Z2<j9-fy  Zs^COS  (jl>—<p), 


[dL\  _  q.  d“jp  .  pd^cp 

W  ”  0  dt*  +  -  1 


d_  fdB 
dt 


dt 2 


T lSl  dd¥  cos  ■ 


<p) 


Ganz  ebenso  findet  man 
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a l 

dip 
d_  id_L\ 
dt  \dip) 


=  ®1  sx2 ip  +  cos  0  —  cp), 


=  ©i 


iS3  +  7^§cos(^-?) 


4.  Q±-  s 

^  9  1  '  9 

+y  ,s^sin(* 


Endlicli  liefern  die  Differentiationen  nacb  den  Coordinaten 
und  ip  selbst 


dL 

dcp 


^L7S  *2*$sinfi&- 
fl  isl  dt  dt sm  w 


<p), 


dL _  dcp  dip 

dip  g  Sl  dt  dt 


sin  ( ip  —  cp). 


Nacbdem  die  Differentialquotienten  gebildet  sind?  stellen  wir 
die  Wertbe  Fcp  und  Fy  der  anf  die  Coordinaten  cp  und  ip 
reducirten  ausseren  Krafte  anf.  Wenn  sicb  nnr  ip  urn  dip 
andert;  leistet  von  ansseren  Kraften  nnr  das  Gewicbt  des 
Kloppels  eine  Arbeit  nnd  wir  erbalten  daher  genan  wie  irn 
vorbergebenden  Beispiele 

F.p  =  —  Q1s1  sin  ip. 


Wenn  sicb  dagegen  <p  nm  dcp  vergrossert  nnd  ip  constant 
bleibt,  bebt  sicb  sowobl  der  Scbwerpnnkt  der  Glocke  als  der 
Scbwerpnnkt  des  Kloppels.  Dabei  ist  wobl  zn  beacbten,  dass 
sicb  der  Kloppel  nicbt  etwa  in  relativer  Rube  znr  Glocke  be- 
findet?  denn  dabei  wurde  sicb  ja  ancb  ip  andern.  Yielmebr 
entspricbt  der  virtuellen  Yerscbiebnng  Sep  eine  Translation  des 
Kloppels,  bei  der  sicb  der  Scbwerpnnkt  nm  ebensoviel  bebt, 
als  das  Gelenk  /k  Wir  erbalten  daber 

F(p=  —  Qs  sin  cp  —  Qtl  sin  cp , 
wobei  mit  Q  das  Grewicbt  der  Glocke  bezeiebnet  ist. 

Jetzt  ist  alles  so  weit  vorbereitet,  dass  wir  die  gefnndenen 
Ausdriicke  in  dieLagrange’scbenGleicbnngeneinsetzenkonnen. 
Diese  lanten  mit  den  bier  eingefubrten  Bezeicbnnngen 

tp  =  —  (d~k\ _ Ok 

V  dt  \d<p)  dcp 7 

■p  _ d_  (djA _ d_L 

dt\dip)  dy 
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nnd  nach  Einsetzen  gehen  sie  tiber  in 
—  Sin  <p  ( QS  +  Q1 1)  =  **£  (&  +  <k  i 2) 

+  If  7-  lsi eos  & — ?>)  ■ —  (S)s  7-  sin  0  —  9>) 

-smv.-ft,,  F76' 

+  7  ■' J  ,si 008  (*—!>)  +  (ID'  ~  !*1  ™  (*  —  ?) 

Hi  emit  ist  das  durch  die  Anwendung  der  Gleichungen 
yon  Lagrange  angestrebte  Ziel  erreicht;  wir  sind  jetzt  im 
Besitze  der  Differentialgleichungen,  durcli  die  die  Abhangigkeit 
der  Variabeln  cp  und  tp  von  der  Zeit  bescbrieben  wird.  Frei- 
lich.  sind  wir  damit  nocb  nicht  znr  genanen  Kenntniss  des  Be- 
wegnngsYorgangs  gelangt;  dazu  miisste  man  die  Gleichungen 
zuyor  integriren  konnen.  Die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung  eines  Systems  you  mehreren  Freiheitsgraden  sind  nun 
freilich  gewohnlich,  wie  auch  im  hier  vorliegenden  Falle?  so 
verwickelt,  dass  man  sie  nicht  allgem ein  zu  integriren  Yermag. 
Das  hindert  jedoch  nicht ;  dass  man  tiber  manche  Fragen;  die 
von  besonderem  Interesse  sind;  Aufschluss  aus  den  Differential- 
gleichungen  zu  erhalten  vermag;  ohne  dass  diese  zuyor  inte- 
grirt  zu  werden  brauchten. 

Ehe  ich  hierauf  naher  eingehe,  mochte  ich  noch  darauf 
hinweisen,  wie  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems  auf- 
zustellen  sind,  wenn  man  die  Gleichungen  Yon  Lagrange  und 
die  ihnen  Yerwandten  Satze  nicht  benutzen  will.  Hierzu  steht 
zunachst  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  zur  Yerftigung. 
Man  addire  zu  dem  in  Gl.  (175)  aufgestellten  Werthe  you  L 
die  potentielle  Energie  V;  die  dadurch  zu  Stande  kommt?  dass 
die  Sehwerpunkte  S  und  S±  tiber  ihrer  tiefsten  Lage  liegen. 
Man  hat  dafiir 

Qs  (1  —  cos  cp)  +  Qxl(l  —  cos  cp )  -f  Q &  (1  —  cos  ip). 

Die  Grleichung  L  -f-  V  =  Const,  giebt  sofort  eine  Differential- 
gleichung  erster  Ordnung  zwischen  cp  und  ^5  sie  bildet,  wie 

n 5 p pi,  Dynamite.  2.  Aufl.  21 
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man  sagen  kann?  ein.  erstes  Integral  der  Gl.  (176).  Eine 
zweite  Gleickung  zwiscken  cp  und  ip  kann  man  etwa  aus  dem 
Flackensatze  erkalten.  Man  bereckne  den  Drall  des  Systems 
fur  die  Axe  a.  Der  Drall  wird;  wie  man  leickt  findet; 

B  =  Tt  (®  +  1 ^  lSl  C0S  ^  _ 

+  ^7  (®i  +  y  «i2  +  Qg  »il  eos  O'  —  <P)) ' 

Das  statiscke  Moment  der  ausseren  Krafte;  d.  k.  der  beiden 
Gewichte  fur  die  Axe  a  lasst  sick  ebenfalls  sofort  angeben; 
es  ist  nebenbei  bemerkt,  gleick  F(p  -{-  Flf>.  Nack  dem  Flacken- 

J  TO 

satze  ist  nun  gleick  diesem  Momente.  Dies  liefert  eine 

zweite  Gleickung  zwiscken  cp  und  ip  und  zwar  jene  Gleickung, 
die  durck  Addition  der  Gl.  (176)  zu  einander  entstekt. 

Ein  anderes  Yerfakren  zur  Ableitung  der  Bewegungs- 
gleickungen  bestekt  in  der  unmittelbaren  Anwendung  des  Prin- 
cips  yon  d’Alembert.  Man  bringt  an  jedem  Massentkeilcken 
die  Tragkeitskraffce  an,  die  sick  in  den  Winkelbesckleunigungen 
und  Winkelgesckwindigkeiten  ausdrucken  lassen  und  sckreibt 
an;  dass  beide  Korper  A  und  B  im  Gleickgewickte  sein  miissen, 
wom.it  man  sofort  die  Bewegungsgleickungen  erkalt. 

Diese  Yergleicke  zeigen,  dass  die  Gleickungen  you  La¬ 
grange  in  der  Tkat  fur  jenen  vollstandig  entbekrlick  sind, 
der  die  in  den  ersten  beiden  Abscknitten  dieses  Bandes  bekan- 
delten  Lekren  bekerrsckt.  Freilick  lasst  sick  aber  anderer- 
seits  auck  nickt  yerkennen,  dass  die  Anwendung  der  Methode 
von  Lagrange  zwar  einige  Anspriicke  an  die  Reckengewandt- 
keit  stellt,  dass  sie  aber  ein  sckarferes  FTackdenken,  das  sick 
bei  den  anderen  Wegen  notkig  mackt,  nickt  Yerlangt.  Insofern 
und  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Anwendbarkeit  des  gleicken 
Verfakrens  in  den  Yersckiedensten  Fallen  ist  sie  den  friiker 
entwickelten  und  you  mir  im  allgemeinen  bevorzugten  Yer¬ 
fakren  okne  Zweifel  uberlegen. 

Ick  geke  jetzt  zu  den  Scklussen  iiber,  die  sick  aus  den 
Differentialgleickungen  (176)  zieken  lassen.  Mmmt  man  an, 
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dass  die  Masse  des  Kloppels  gegenuber  der  Glockenmasse  zu 
vernacklassigen  ist;  so  wire!  dies  in  den  Gleickungen  dadurck 
ausgedriickt,  dass  man  QL  find  gleick  Null  setzt.  Die 
zweite  Gleickung  kebt  sick  dann  vollstandig  weg  nnd  die  erste 
geht  iiber  in 

^  cPcp 

—  sm  cp  •  Qs  =  0  -J~, 

d.  b.  in  die  Gleickung  des  gewoknlicken  Pendels,  was  ja  auch 
yon  Yornherein  zu  erwarten  war.  Betracbtet  man  die  Losung 
dieser  Gleickung  als  genau  genug  aucb  damn,  wenn  Q±  und 
zwar  klein;  aber  niclit  gleicb  Null  sind,  so  lasst  sick  die  zweite 
der  Gl.  (176)  benutzen,  um  nackker  auck  nock  ip  zu  bestimmen, 
wenn  man  cp  als  bekannte  Function  der  Zeit  einsetzt. 

Vor  alien  anderen  aber  ist  die  Frage  von  Interesse,  unter 
welcken  Umstanden  es  kommen  kann,  dass  der  Kloppel  gar 
nickt  an  die  Glocke  anscklagt.  Diese  Frage  ist  nickt  willkiir- 
lick  aufgeworfen  worden,  sondern  man  ist  auf  die  Moglickkeit, 
dass  die  Glocke  nickt  lautet,  obsekon  sie  in  Pendelsckwingungen 
yersetzt  wird,  erst  durck  die  Erfakrung  gekommen,  die  man 
mit  der  Kolner  Kaiserglocke  gemackt  kat.  Hi er durck  ist  das 
Problem  von  „  Glocke  und  KloppeD  zu  einer  gewissen  Be- 
rukmtkeit  gelangt  und  ein  Lekrbuck  der  Meckanik,  das  sick 
iiberkaupt  mit  solcken  Fragen  besekaftigt,  kann  nickt  gut  iiber 
dieses  Beispiel  kinweggeken. 

Das  Anscklagen  des  Kloppels  an  die  Glocke  kangt  Yon 
der  Relativbewegung  zwiseken  beiden  Korpern  ab;  der  Kloppel 
scklagt  an,  wenn  der  Winkel  ip  —  cp  einen  gewissen  positiyen 
oder  negativen  Wertk  erlangt  kat.  .  Es  kann  aber  sein,  dass 
ip  —  op  diesen  Wertk  nack  den  Gl.  (176)  mit  Rucksickt  auf 
die  gegebenen  Anfangsbedingungen  iiberkaupt  nickt  erreickt. 
So  konnte  ip  —  cp  stets  einen  constanten  Wertk  y  bekalten, 
der  kleiner  ist,  als  jener;  bei  dem  sick  Glocke  und  Kloppel 
beriikren.  Wir  wollen  untersucken;  ob  und  wann  dies  ein- 
trifft.  Mit 

tP-Y+9  Oder  g  =  g 
gehen  die  Gl.  (176)  iiber  in 


21* 
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sin  cp  ( Qs  +  Q,l)  =  ~dXf  (®  +  y  Vs  +  y  e°s  y) 

—  Cttf~g  lSl  sia  y 


sin  (y  +  cp)  <2i%  =  (®i  +  y  sx3  +  y  isx  cos  y) 

+  ls'  Siny' 


Nur  dann,  wenn  diese  beiden  Gleickungen  durck  passende 
Wakl  der  Constanten  identisck  mit  einander  werden;  kann  sich 
das  System  wie  ein  starrer  Korper  bewegen.  Wir  seken,  dass 
dazu  jedenfalls  y  —  0  sein  muss;  also  nur  wenn  der  Kloppel 
in  die  Glockenaxe  fallt,  konnen  beide  miteinander  sekwingen, 
okne  sick  gegeneinander  zu  dreken.  Yon  den  anderen  Fallen, 
dass  etwa  sx  oder  l  oder  Qx  versckwinden,  seken  wir  namlick 
ab;  weil  dadurck  das  Problem  tkatsacklick  in  ein  anderes  uber- 
gefukrt  wiirde.  —  Mit  y  =  0  vereinfacken  sick  die  Gleickungen  zu 

-  sin  9(Qs+QJ)=  (©  +  f  V  +  ^  Is,) 

—  sin  cp  ■  Q,s,  =  (®i  +  y-  si  +  y-  ) 


und  identisck  werden  beide ;  wenn  zwiscken  den  Constanten 
die  Bedingungsgleiekung 


0  +  ft  p  _|_  9k  Is 
9  9 

Qs  H”  Qi  i 


0,  +  --Si’ +  --?«! 

_JL_1 

Qi  si 


(177) 


erfullt  ist.  Man  kann  daker  zu  jeder  gegebenen  Glocke  immer 
auf  sekr  yersckiedene  Arten  einen  Kloppel  eonstruiren,  der 
nickt  anscklagt.  Zwiscken  dem  Gewickte  Q1?  dem  Tragkeits- 
momente  fur  den  Sckwerpunkt  ®1  und  dem  Sckwerpunkts- 
abstande  su  also  zwiscken  den  drei  Gross en,  die  sick  auf  den  zu 
construirenden  Kloppel  bezieken,  brauckt  namlick  nur  die  ein- 
zige  Bedingungsgleiekung  (177)  erfullt  zu  sein;  so  dass  man 
zwei  der  Grossen  nock  willkiirlick  waklen  kann. 

Betracktet  man  den  Kloppel  als  einen  materiellen  Punkt 
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von  geringem  Gewickte,  der  (lurch  eine  gewichtslose  Stange 
an  der  Glocke  aufgehimgt  ist,  so  Vann  man  in  Gl.  (177) 
&i  =  0  setzen  und  QL  gegeniiber  Q  vemachlassigen.  Gl.  (177) 
gebt  dann  tiber  in 

—  —  ^ 

Qs  g 

oder,  wenn  man  die  redncirte  Pendellange  lrerl  der  Glocke 

7  _  ® 

"red  -  77 - 

*  -  S 

g 

einfiibrt,  einfacber 

4ed  =  -j~  l  , 

d.  li.  der  als  materieller  Punkt  aufgefasste  Kloppel  muss  mit 
dem  S  cbwingungsmitt  elpunkte  der  Glocke  zusammenfallen.  — 
Im  Uebrigen  sind  aber  die  zuletzt  eingefiibrten  Vernacb- 
lassigungen  gar  nicbt  notbig,  da  man  aucb  mit  der  genauen 
Gl.  (177)  olme  Scbwierigkeit  recbnen  kann. 

Wenn  Gl.  (177)  erfiillt  ist,  kann  die  jetzt  untersucbte 
Bewegungsform  eintreten.  Sie  muss  aber  nicbt  eintreten  dies 
bangt  yielmebr  von  den  Anfangsbedingungen  ab.  Es  ist  daber 
nicbt  ausgescblossen,  dass  der  Kloppel  aucb  bei  einer  Glocke, 
fur  die  Gl.  (177)  erfiillt  ist,  anscblagt;  es  wird  aber  leicbt 
ein  Versagen  vorkommen  und  daber  muss  eine  solcbe  Anord- 
nung  jedenfalls  vermieden  werden. 

Bis  jetzt  ist  nur  der  Fall  besprocben  worden,  dass  p 
dauernd  gleicb  q?  bleibt.  Ein  Versagen  der  Glocke  tritt  aber 
aucb  scbon  dann  ein,  wenn  —  q>  nicbt  dauernd  gleicb  Null 
ist,  sondern  nur  innerbalb  enger  Grenzen  scbwanki  Die  Be- 
dingung  bierfiir  lasst  sicb  nicbt  naber  angeben,  da  man  die  all- 
gemeinen  Bewegungsgleicbungen  des  Systems  nicbt  zu  integriren 
vermag.  Es  lasst  sicb  aber  vorausseben,  dass  dieser  Fall  um  so 
eber  eintreten  wird,  je  naber  Gl.  (177)  erfiillt  ist.  Man  tbut 
daber  gut,  die  in  Gl.  (177)  vorkommenden  Constanten  so  zu 
wablen,  dass  sicb  die  auf  beiden  Seiten  der  Gleicbung  stebenden 
Verbaltnisse  ziemlicb  erbeblich  von  einander  unterscbeiden. 
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§  34.  Sch-wingungen  eines  Regulators. 

Eine  D amp fma scliine ,  die  mit  eineni  Centrifugalregulator 
ausgerfistet  ist,  bildet  ein  System  mit  zwei  Freiheitsgraden. 
Dem  einen  Freibeitsgrade  entsprielit  die  Bewegung  des  Kurbel- 
mecbanismus  und  der  mit  ibm  zwangiaufig  verbundenen  Tbeile 
und  als  zugeborige  allgemeine  Coordinate  kann  der  Winkel 
angeseben  werden,  um  den  sicb  die  Kurbelwelle  seit  einem  als 
Ausgangspunkt  der  Betracbtung  gewablten  Angenblicke  weiter 
sredrebt  bat.  Der  andere  Freiheitsgrad  beziebt  sicb  anf  die 
von  der  vorigen  unabbangige  Bewegung  des  Regulators,  durcb 
die  der  Hub  des  Regulators  geandert  wird.  Als  zugeborige 
all  gem  eine  Coordinate  kann  entweder  dieser  Hub  selbst,  also 
der  Weg,  den  die  ReguLatorbulse  parallel  zur  Umdrebungs- 
axe  des  Regulators  zurfickgelegt  bat,  angeseben  werden  oder 
anstatt  dessen  aucb  der  Winkel,  den  die  Stangen  des  Regulators 
mit  der  Umdrebungsaxe  bilden. 

Bei  gleicbformigem  Gange  der  Dampfmascbine  bleibt  der 
Regulator  in  seiner  Stellung;  der  zweite  von  beiden  Freibeits- 
graden  wird  also  nicbt  ausgenutzt.  Zwar  treten  aucb  in  diesem 
Falk  wabrend  jedes  Umlaufes  periodiscbe  Gescbwindigkeits- 
scbwankungen  der  Kurbelwelle  und  der  mit  ibr  zwangiaufig 
verbundenen  Regulatorspindel  auf;  sie  werden  aber  durcb  das 
Scbwungrad,  fiber  dessen  Berecbnung  bereits  im  ersten  Bande 
nabere  Angaben  gemacbt  wurden,  in  engen  Grenzen  gebalten. 
Da  sicb  einer  Aenderung  der  Regulatorstellung  Bewegungs- 
widerstande  verscbiedener  Art  entgegensetzen,  vermogen  jene 
periodiscben  Gescbwindigkeitsscbwankungen  an  der  Regulator¬ 
stellung  in  der  Regel  nicbts  zu  andem.  Sobald  aber  die  Be- 
lastung  der  Mascbine  durcb  Ausscbaltung  oder  Einschaltung 
von  Arbeitsmascbinen,  die  von  ibr  angetrieben  werden,  ge¬ 
andert  wird,  kommt  der  zweite  Freibeitsgrad  des  Regulators 
zur  Geltung.  Der  Regulator  bebt  oder  senkt  sicb,  wirkt  auf 
die  Steuerung  der  Mascbine  (oder  auf  eine  Drosselklappe  u.  s.  f.), 
andert  damit  den  Dampfzutritt  und  ffibrt  scbliesslicb  (falls  er 
ricbtig  construirt  ist)  einen  den  abgeanderten  Belastungs- 
verbaltnissen  entsprecbenden  gleicbformigen  Gang  von  Neueni 
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herbei.  Dabei  wunsckt  man,  class  die  Umdrekungszaklen,  die 
m  versckiedenen  Belastungen  gekoren,  nickt  viel  von  einander 
ibweicken.  Uni  dieses  Ziel  zu  erreicken,  geniigt  es;  den  gleick- 
formigen  Gang  der  Mascbine  (also  jenen  mit  constantem  Regu- 
iatorkube)  bei  versckiedenen  Gesckwindigkeiten  zu  untersueken, 
vobei  jedesmal  nur  auf  einen  Freikeitsgrad  des  Systems  zu 
ickten  ist.  Hiermit  besckaftigt  sick  vorwiegend  die  Tkeorie 
ler  Regulatoren,  die  in  der  tkeoretiscken  Masckinenlekre  be- 
aandelt  wird  und  auf  die  ick  kier  nickt  eingeken  werde.  Auck 
lie  kiermit  zusammenkangenden  Begriffe  der  Empfindlickkeit, 
ler  Energie  und  der  Yerstellungskraft  des  Regulators  kornmen 
lier  nickt  in  Betrackt. 

Ausserdem  ist  aker  von  dem  Regulator  auck  zu  verlangen, 
lass  er  bei  einer  Yeranderung  der  Belastung  in  die  dieser  ent- 
spreckende  neue  Stellung  okne  grosse  Sckwankungen  xibergeke. 
Von  vornkerein  ist  klar,  dass  diese  Forderung  keineswegs  mit 
ler  friikeren  zusammenfallt.  Wenn  sick  der  Regulator  bei 
nner  Yerminderung  der  Belastung  kebt,  wird  man  nickt  er- 
varten  durfen,  dass  er  sick  grade  nur  um  das  erforderlicke 
VTaass  kebt  und  dann  steken  bleibt;  er  wird  vielmekr  Sckwin- 
jungen  um  die  neue  Gleickgewicktslage  (relativ  zur  Regulator- 
spindel  genommen)  ausfiikren,  die  unter  Umstanden  zu  sekr 
darken  Gesckwindigkeitssckwankungen  der  Masckine  fiikren 
lonnen.  Man  kann  sick  kiergegen  sckutzen,  indem  man  den 
Regulator  mit  einer  Oelbremse  oder  einem  „Katarakte“  ver- 
Dindet,  wodurck  ein  Bewegungswiderstand  eingefukrt  wird, 
ler  bei  geringen  Gesckwindigkeiten  des  Regulators  relativ  zur 
Spindel  geringfugig  ist,  mit  der  Gesckwindigkeit  aber  erheblick 
vackst.  Hierdurck  werden  die  Regulatorsckwingungen  stark  ge- 
iampft  und,  wenigstens  sofern  nur  eine  einzelne  Masckine  in 
Bkage  kommt,  in  der  Regel  unscEadlick  gemackt. 

Anders  ist  es,  wenn  mekrere  Masckinen  auf  dieselbe  Welle 
irbeiten.  So  macken  sick  in  grossen  Elektricitatswerken  die 
Sckwingungen,  die  kierbei  entsteken  konnen,  zuweilen  reckt 
3emerklick.  Die  einzelnen  Dampfmasckinen  sind  in  diesem 
Palle  ubrigens  nickt  meckanisck,  sondem  elektromagnetisck, 
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d.  b.  dadurcb  mit  einander  gekuppelt,  dass  die  von  ibnen  an- 
getriebenen  Dynamomascbinen  in  Parallelscbaltung  zu  dem- 
selben  Stromkreise  geboren,  wodurcb  der  ganze  Yorgang  nocb 
eine  weitere  Yerwickelung  erfabrt.  Man  bat  es  dann  mit 
Systemen  yon  drei,  vier  oder  nocb  mebr  Freibeitsgraden  zn 
tbun.  Die  Aufstellung  der  Differentialgleicbnngen  der  Be- 
wegung  macbt  zwar  aucb  in  solcben  Fallen  keine  erbeblicben 
Scbwierigkeiten.  Um  so  schwieriger;  wenn  nicbt  unmoglicb, 
ist  aber  deren  Integration. 

In  den  letzten  Jabren  bat  man  sicb  mit  Scbwingungs- 
erscbeinnngen  der  bezeicbneten  Art  wieder  mehrfacb  bescbaftigt. 
Icb  erwabne  zunacbst  eine  Abbandlnng  von  Stodola  in  der 
Zeitscbr.  d.  Yer.  D.  Ing.  1899,  S.  506,  die  sicb  auf  Mascbinen 
beziebt,  die  mit  sogenannten  Flacbreglern  aus- 
geriistet  sind.  Ferner  verweise  icb  auf  eine 
Abbandlnng  von  Gr.  Kapp  in  der  Elektrotecbn. 
Zeitscbr.  1899,  S.  134  uber  „Das  Pendeln  pa¬ 
rallel  geschalteter  Mascbinen^,  in  der  die 
Scbwingungen  elektromagnetiscb  geknppelter 
Mascbinen  bebandelt  werden. 

Naber  auf  diese  Dinge  einzugeben,  yer- 
bietet  bier  der  Raum  ;  icb  bescbranke  micb 
yielmebr  auf  einige  allgemeine  Erorterungen, 
aus  denen  bervorgebt,  welcbe  Hulfsmittel  die 
Mechanik  zur  Eo  sung  solcber  Aufgaben  un- 
mittelbar  zur  Yerfiigung  stellt. 

Icb  beginne  mit  einem  ganz  einfacben  Falle:  In  Abb.  58 
sei  AJB  die  Axe  einer  senkrecbten  Welle,  an  der  mit  Hiilfe, 
eines  drebbaren  Armes  eine  Kugel  vom  Grewicbte  Q  auf- 
gebangt  ist.  Die  Kugel  soil  als  materielier  Punkt  aufgefasst 
und  die  Stange  als  gewicbtslos  angeseben  werd^n.  Ausserdem 
soil  die  Masse  der  Kugel  so  gering  sein,  dass  ibre  lebendige 
Kraft  ganz  unbedeutend  gegenuber  der  lebendigen  Kraft  eines 
Scbwungrads  ist,  das  in  zwanglaufiger  Yerb indung  mit  der 
Welle  AJB  steben  moge.  Wir  braucben  dann  auf  die  Aende- 
rungen  der  Dmlaufsgescbwindigkeit  nicbt  zu  acbten,  die  nacb 


Abb.  58. 
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dem  Flachensatze  eintreten  nriissen,  wenn  sicli  die  Kugel  yon 
der  Umdrehungsaxe  entfernt  oder  sicli'  ihr  nahert,  konnen  viel- 
mehr  die  Winkelgeschwindigkeit  u  der  Welle  A  B  als  constant 
ansehen.  Der  Winkelgescliwindigkeit  u  entspricht  ein  Aus- 
schlag  <p0  der  Stange,  bei  dem  die  Kugel  in  relatiyem  Gleich- 
gewicbte  gegen  die  Welle  ist.  Der  Zusammenhang  zwiscben 
u  und  cp0  ist  scbon  im  ersten  Bande  untersucbt.  Jetzt  wollen 
wir  zusehen,  was  far  Schwingungen  der  Arm  um  die  Gleicb- 
gewichtslage  <p0  ausfuhrt,  wenn  er  von  Anfang  an  nicbt  in  die 
Richtung  cpQ  fiel.  Von  Reibungen  soil  dabei  abgeseben  werden. 

Man  bebandelt  diese  Aufgabe  am  einfacbsten  auf  Grund 
der  Satze  "fiber  die  Relativbewegung.  Relatiy  zn  einem  Ranme; 
der  sick  mit  der  Welle  umdreht,  haben  wir  es  nnr  mit  einer 
pendelnden  Bewegung  um  die  Gleichgewichtslage  cpQ  zu  tbun. 
Dabei  miissen  die  beiden  Erganzungskrafte  der  Relatiybewegung 
an  der  Kugelmasse  angebracht  werden.  Die  erste  Erganzungs- 
kraft  ist  bier  einfacb  die  Centrifugalkraft  C.  Die  zweite  stebt 
senkrecbt  zu  der  durcb  die  Wellenaxe  und  die  Stange  gelegten 
Ebene  oder  senkrecbt  zur  Scbwingungsebene.  Sie  bringt  eine 
Verbiegung  der  Stange  beryor;  die  aber  erst  bei  boben  Um- 
laufszablen  merklicb  wird  und  da nn  zu  den  in  §  28  behan- 
delten  Scbwingungserscbeinungen  der  „Hangespindeln“  fubrt. 
Hier  wollen  wir  dagegen  yoraussetzen;  dass  die  Stangenver- 
biegung  unmerklicb  ^sei.  Die  zweite  Erganzungskraft  wird 
freilich  mindestens  zu  Druckkraften  im  Gelenke  der  Stange 
und  damit  zu  Reibungen  im  Gelenke  fiihren,  die  scbon  yon 
erbeblicber  Grosse  werden  konnen,  lange  bey  or  die  Verbiegung 
der  Stange  in  Betracbt  kommt.  Diese  Reibungen  dampfen  die 
Schwingungen,  die  wir  bier  untersucben  wollen.  Da  wir  aber  alle 
Bewegungswiderstande  an  der  Stange  ausser  Berucksichtigung 
lassen  w  oil  ten,  ist  aucb  auf  diese  Reibung  nicbt  zu  acbten. 
Dann  kommt  die  zweite  Erganzungskraft  fur  die  Schwingungen 
tiberhaupt  nicht  in  Betracbt,  sondern  nur  das  Gewicbt  Q  und 
die  Centrifugalkraft  G .  Fur  C  baben  wir  ubrigens 

G  =  —  u2l  sin  cp. 

9  ^ 
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Die  Bewegungsgrosse  der  Kugel  relativ  zum  rotirenden 
Raume  ist  gleich 

Q  7  dqp 
9  dt 

und  senkreclit  zum  Arme  l  gericlitet.  Das  Moment  dieser 
Bewegungsgrosse  in  Bezug  auf  die  Grelenkaxe  hat  den  Werth 

Q  j2  d  y 
9  dt 

imd  nach  dem  Flachensatze  ist  die  zeitliche  Aenderung  dayon 
gleich  dem  statischen  Momente  der  Krafte  Q  und  C.  Wir 
erlialten  daher  die  Grleichung 

-  1 2  =  Cl  cos  cp  —  Ql  sin  <p 

Ql a 

oder  nach  Einsetzen  des  Werthes  yon  C  und  Division  mit  — 

9 

-----  =  u%  sin  cp  cos  cp  —  9  sin  cp.  (178) 


Das  ist  dieDifferentialgleichung  der  Schwingungs- 
hewegung.  Ein  erstes  Integral  davon  kann  sofort  gefunden 

7  m 

werden.  Man  multiplicire  beiderseits  mit  und  beachte,  dass 

dann  alle  Grlieder  vollstandige  Differentialquotienten  nacb  t 
vorstellen.  Die  Integration  liefert  dann 

!(g)=Z-^cos293+  f  cos  9.  (179) 


Diese  Gleichung  hatte  ubrigens  auch  nacb  dem  Satze  yon  der 
lebendigen  Kraft  leicbt  gefunden  werden  konnen.  Die  Integra- 
tionsconstante  K  hangt  naturlieh  yon  den  Anfangsbedingungen 
ab  und  bedingt  andererseits  die  Amplitude  der  Schwingungen. 
Aucb  der  nocbmaligen  Integration  yon  Grl.  (179)  stebt  an 
und  fur  sicb  nicbts  im  Wege.  Durcb  Trenntmg  der  Variabeln 
erhalt  man 


u 2  ,2# 

-  cos  2  cp  cos  cp 

u  L 


Die  Grleichung 
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d  cp 


2K- 


ir  -  2  a 

---  cos  2  cp  -f-  ~  cos  (p 


(180) 


giebt  demnach  den  yerlangten  Zusammenhang  zwiscben 
cp  und  t  an,  wobei  ancli  die  neue  Integrationseonstante 
Kt  aus  den  Anfangsbedingungen  bestimmt  werden 
kann.  Das  in  Gl.  (180)  vorkommende  Integral  ist  ein  ellip- 
tisehes  nnd  kann  okne  Schwierigkeit  auf  die  Normalformen 
reducirt  werden.  Immerhin  erfordert  dies  aber  umstandliche 
Rechnungen,  die  man  lieber  umgeht.  Wir  wollen  dalier  sehen, 
was  wir'  anf  andere  Art  iiber  die  Schwingungen  herausbringen 
konnen. 

Wir  wollen  zunacbst  nach  den  Grenzen  fragen,  zwiscben 
denen  sicb  die  Scbwingnng  abspielt.  An  den  Grenzen  des 

,7  m 

Ausscblags  ist  ~~  gleicb  Null  und  daher  nacb  GL  (179),  wenn 

man  den  Cosinus  des  doppelten  Winkels  in  dem  des  einfacben 
ausdruckt, 

K  —  (2  cos2  cp  —  1)  -f-  ~  cos  cp  =  0. 


Diese  Gleicbung  ist  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  cos  cp 
und  durch  Auflosen  erbalt  man 

+  (181) 


wobei  zur  Abkiirzung  die  neue  Constante  K%  an  Stelle  von  Kf 
namlicb 


K 7 


2  K 


+ 


1 

2 


eingefiihrt  ist.  Die  beiden  Wurzeln  geben  die  Cosinus  der 
Ausschlage  cpx  und  <p2  an,  zwiscben  denen  die  Schwingungen 
erfolgen.  Wenn  K2  positiv  ist,  wird  cos  cpx  positiv  und  cos  <p2 
negativ,  d.  h.  die  Scbwingnng  wiirde  dann  die  Kugel  fiber  die 
durch  das  Gelenk  A  gelegte  Horizontale  hinaufftihren.  Ferner 
konnte  aucb  cpx  einen  negativen  Winkel  bedeuten  und  zwar 
wiirde  dieser  Fall,  wie  man  aus  Gl.  (179)  erkennt,  wenn  man 
darin  cp  =  0  setzt,  dann  eintreten,  wenn 
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Jf- f +  -f>  o 

oder 

7/  i  ___  ^9 

A2  >  1  u*l 

ware.  Dies  kann  aucb  nicht  uberrascben;  derm  in  der  That 
ist  ja  die  gewobnlicbe  Pendelbewegung  in  der  hier  unter- 
sncbten  als  specieller  Fall  mit  enthalten;  man  braucht  in  den 
Gl.  (178)  bis  (ISO)  nnr  u  —  0  zn  setzen,  urn  sie  in  die  Gleb 
ehungen  fur  die  einfache  Pendelbewegung  xibergehen  zu  lassen. 
Um  diese  FaHe  wollen  wir  nns  aber  jetzt  nicbt  kummern,  da 
uns  nnr  jene  Scbwingungen  yon  Interesse  sind;  bei  denen  <p 
stets  positiv  und  ein  spitzer  Winkel  bleibt.  Die  Constante  K2 
muss  dann  jedenfalls  einen  negativen  Wertb  baben. 

Auch  (p  =  <p0  bildet  eine  Losung  der  Differentialglei- 
chung  (178),  namlicb  jene  Losung,  die  dem  Gleicbgewicbte  der 
Stange  in  der  Lage  <p0  entspricht.  Fur  diese  (iibrigens  scbon 
friiber  auf  anderem  Wege  gefundene)  Lage  erbalten  wir  nacb 
Gl.  (178) 

cos9>0  =  ^-  (182) 

Durcb  Einsetzen  dieses  Wertbes  in  Gl.  (181)  finden  wir 
fiir  die  beiden  Grenzlagen,  zwiscben  denen  die  Scbwingung 
erfolgt, 

COS  =  COS  <jD0  -j-  ]/cos2  <p0  -|-  K2 

cos  =  cos  q>0  —  ]/eos2  <p0  +  K 2 

Aus  beiden  folgt  zugleich 

cos  +  cos  tp2  =  2  cos  <p0.  (184) 

Multipliciren  wir  bier  beiderseits  mit  l,  so  erkennen  wir,  dass 
die  Kugel  sich  wabrend  der  Scbwingung  um  dieselbe 
Hobe  gegen  die  Gleicbgewicbtslage  senkt,  als  sie  sicb 
bei  dem  Ausscblage  nacb  der  anderen  Seite  bin  fiber 
sie  erbebt.  Wenn  die  eine  Grenzlage  bekannt  ist,  kann  bier- 
nacb  die  andere  sofort  angegeben  werden.  Ausserdem  kann 
aucb  der  Wertb  der  Constanten  K,  nacb  den  Gl.  (183)  sofort 
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gefunden  werden,  wenn  die  Grenzlagen.,  zwischen  denen  die 
Schwingung  erfolgt,  gegeben  sind. 

Schon  bei  der  einfacben  Pendelbewegung  gestaltete  sich 
die  Redlining  erbeblicb  einfacher,  wenn  man  sich.  auf  die 
TJntersuchung  der  Schwingungen  mit  kleinen  Ausschlagen  be- 
schrankte.  Das  soil  jetzt  anch  hier  geschehen.  Ich  setze  also 

9  =  9°  + 

■wobei  nun  a  ein  kleiner  yeranderlicber  Winkel  ist;  der 
zwischen  dem  negatiyen  Werthe  ax  und  dem  positiven  Werthe  a2 
bin  und  berscbwankt.  Wegen  dieser  Kleinheit  der  Ausschlage 
lassen  sicb  sin  a  und  cos  a  in  sehr  schnell  convergirende  Reiben 
entwiekeln,  yon  denen  es  genugt,  die  Glieder  erster  Ordnung 
beizubehalten,  obscbon  es  freisteht,  die  Entwickelung  aucb 
nocb  auf  Glieder  hoherer  Ordnung  zu  erstrecken.  Icb  setze 
also  in  Gl.  (178) 

sin  a  —  a  und  cos  a  —  1 
sin  cp  —  sin  (<p0  -j-  =  sin  <p0  +  £  cos  <p0 

und 

cos  <p  =  cos  (<p0  a)  —  cos  <p0  —  a  sin  <p0 . 

Hierdurcb  gebt  Gl.  (178)  tiber  in 

=  y  (sin  2  <p0  +  2  £  cos  2  y0)  —  |  (sin  <p0  -f-  f  cos  cp0). 

Mit  Riicksicht  auf  Gl.  (182)  vereinfacht  sicb  dies  zu 

_  s  ^2  cog  2cp0  . — L  cos  (foj  —  —  aw?  sin290.  (185) 

Diese  Gleicbung  ist  yon  derselben  Form  wie  die 
Differentialgleichung  einer  harmonischen  Schwin- 
gung.  Der  einzige  TTnterschied  gegentiber  Gl.  (16)  bestebt 
nur  darin;  dass  dort  die  Veranderliche  x  eine  Wegstrecke,  bier 
aber  die  Veranderliche  a  einen  Winkelweg  bedeutet.  An  der 
Losung  der  Differentialgleichung  kann  dies  aber  nichts  andern 
und  wir  konnen  daber  die  in  §  4  gefundenen  Resultate  ohne 
Weiteres  auf  den  bier  yorliegenden  Fall  libertragen.  Wir 
erkennen  namentlicb,  dass  die  kleinen  Schwingungen 
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aucli  liier  isochron  sind  nnd  erhalten  die  Dauer  T  einer 
vollen  Schwingung  aus  Gl.  (20),  wenn  wir  darin 

an  Stelle  yon  —  hier  — 

<2  ?rsin~90 

4 

schreiben,  womit  diese  Gleichung  in 


ubergeht.  Dabei  kann  noch  cp0  aus  GL  (182)  eingesetzt 
werden,  so  dass  man  aucli 


erhait.  Wenn  u  sehr  gross  wird,  wird  die  S chwingungs dauer 
sehr  Hein.  Dabei  ist  wohl  zu  beaehten,  dass  u  mindestens 
so  gross  sein  muss,  dass  der  Wurzelwerth  reell  ist,  derm  im 
anderen  Falle  ware  Gl.  (182)  nicht  anwendbar  und  auch  sonst 
ware  die  vorausgehende  Entwickelung  zu  andem,  da  schon 
Gl.  (185)  auf  der  Anwendbarkeit  der  Gl.  (182)  beruhte. 

Hiermit  ist  der  einfache  Fall,  den  wir  zunachst  unter- 
suchen  wollten,  so  weit  erledigt,  dass  gegen  die  unmittelbare 
praktische  Verwendung  der  erhaltenen  Resultate  keinerlei  Be- 
denken  mehr  yorliegt.  Auch  den  Einfluss  yon  Bewegungs- 
widerstanden,  die  bisher  yernachlassigt  wurden,  kann 
man  nachtraglich  leicht  beriicksichtigen,  indem  man 
sich  der  fruher  fur  die  gedampften  harmonischen  Schwingungen 
abgeleiteten  Result  ate  erinnert,  die  ebenfalls  ohne  Weiteres 
auf  die  hier  untersuchten  Schwingungen  ubertragen  werden 
konnen. 

Bei  den  Schwingungen  des  Centrifugalregulators 
ist  aber  der  Sachy erhait  erheblich  yerwickelter.  Dass  dort 
zwei  Schwungkugeln  yorkommen,  wahrend  wir  hier  nur  eine 
betrachteten  und  dass  beide  noch  durch  ein  Gegengewicht  oder 
durch  das  Gewicht  der  „Regulatorhulse“  nach  abwarts  gezogen 
werden,  macht  freilich  nicht  .  yiel  aus.  Man  konnte,  wenn  sich 
sonst  nichts  anderte,  die  yorige  Betrachtung  mit  geringer  Mtihe 
auf  diesen  Fall  ubertragen  und  wiirde  dabei  zu  ganz  ahnlichen 
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Re  suit  at  en  g elan  gen.  W  esentlich  ist  aber  der  Unterschied, 
dass  der  Regulator  die  Steuerung  der  Maschine  beeinflusst  und 
dadurch  die  W inkelges  chwindigkeit  u  verandert. 

Wir  wollen  daber  jetzt  eineu  Pall  untersuchen,  der  sich 
dem  wirklichen  Sadrverhalte  mehr  nahert,  ohne  sich  freilich 
vollstandig  mit  ihm  zu  decken.  Dabei  bemiihen  wir  uns;  die 
ideellen  Bedingungen,  denen  wir  das  System  unterwerfen,  so 
zu  wahlen,  dass  die  Untersuchung  einerseits  moglichst  verein- 
facht  wird;  wahrend  andererseits  die  wirklich  vorhandenen 
Bedingungen  dadurch  wenigstens  in  den  wesentlichsten  Ziigen 
wiedergegeben  werden.  Wenn  man  will,,  steht  es  nachher 
immer  noch  frei,  die  Systembedingungen  spater  so  abzuandern, 
dass  sie  sich  dem  wahren  Sachverhalte  noch  enger  anschliessem 
Der  Gang  vom  Einfacheren,  das  vorher  vollstandig  erledigt 

und  durchschaut  wird,  zum  Verwickelteren  ist  bei  einer 
solchen  Untersuchung  durchaus  erforderlich,  da  man  iiber- 
haupt  nicht  zum  rechten  Yerstandnisse  des  ganzen  Yorgangs 
gelangt,  wenn  man  von  vornherein  alien  Umstanden  Rechnung 
tragen  will. 

Ich  setze  also  jetzt  einen  mit  einem  Schwun grade  ver- 
sehenen  Motor  voraus,  der  wahrend  der  Zeit,  in  der  wir  ihn 
betrachten,  einen  Widerstand  zu  uberwinden  hat;  der  durch  ein 
auf  die  Schwungradwelle  bezogenes  constantes  statisches  Mo¬ 
ment  dargestellt  wird.  Ferner  soil  durch  die  Arbeits- 

flussigkeit,  die  den  Motor  betreibt;  zur  Zeit  t  ein  Moment  M 
auf  die  Schwungradwelle  ubertragen  werden,  das  nur  von  der 
augenblicklichen  Stellung  cp  des  Regulators  abhangt.  Dieser 
Fall  ware  etwa  bei  einer  Turbine  verwirklicht;  bei  der  Dampf- 
oder  der  Gaskraftmas chine  trifft  er  nicht  zu,  weil  der  Arbeits- 
vorgang  mit  der  Stellung  des  Kolbens  wechselt.  Davon  sehen 
wir  aber  aus  den  vorher  angefiihrten  Grunden  ab.  Wir 

schreiben  also 

M=  F(cp) 

und  setzen  voraus,  dass  die  Form  der  Function  F \  die  von 
der  Steuerungseinrichtuug  abhangt,  als  bekannt  angesehen 
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werden  kann.  J edenfalls  ist;  wenn  cp0  wieder  die  zur  Be- 
lastung  Jf0  geborige  Grleicbgewicbtslage  des  Regulators  angiebt, 

M0^F(fp0). 

Wir  wollen  aber  annebmen,  dass  diese  Grleicbgewicbtslage, 
die  sick  nacli  Abdampfung  der  Scbwingungen  einstellt,  noch 
nicbt  erreicbt  sei.  Kurz  vor  der  Zeit;  in  der  wir  die  Unter- 
sucbung  beginnen,  moge  namlicb  irgend  eine  Belastungsande- 
rung  Yorgenommen  worden  sein,  wabrend  nacbher  M0  con¬ 
stant  bleibt.  Ferner  seben  wir  jetzt  yon  der  Beriicksicbtigung 
aller  Reibungen  u.  dergl.  ab  und  behalten  aucb  die  schon 
yorber  eingefiibrte  Voraussetzung  bei;  dass  die  lebendige  Kraft 
des  Scbwungrades  um  so  yiel  grosser  als 
die  des  Regulators  sei,  dass  diese  im  Yer- 
gleicbe  zu  jener  ausser  Betracbt  bleiben 
konne. 

Die  Einricbtung  des  Regulators  soli 
dem  Schema  in  Abb.  59  entsprecben.  Das 
Hiilsengewicbt  sei  G.  Wir  wollen  ferner 
nocb  Yoraussetzen;  dass  G  wie  eine  yon 
aussen  ber  angebrachte  const  ante  Kraft 
bebandelt  werden  kann,  so  dass  die  trage 
Masse  oder  die  lebendige  Kraft  der  Hiilse 
aus  dem  Spiele  bleibt. 

Naturlich  kann  man  yon  diesen  Yor- 
aussetzungen  aucb  mancbe  fallen  lessen, 
obne  die  Bebandlung  erbeblicb  zu  erscbweren;  sie  tragen  aber 
alle  dazu  bei,  die  Formeln,  zu  denen  wir  gelangen  werden,  zu 
yereinfacben  und  da  icb  bier  keine  Tbeorie  der  Regulatoren, 
sondem  nur  die  yon  der  Mecbanik  gebotene  Grundlage  geben 
will;  auf  der  diese  aufgebaut  werden  muss,  so  stebt  es  mir  frei, 
mit  den  Yereinfacbungen  so  weit  zu  geben,  als  es  notbig  ist, 
um  den  Gredankengang  der  Untersucbung  nicbt  unter  der  Menge 
der  zu  beriicksicbtigenden  Nebenumstande  bis  zur  Unkennt- 
licbkeit  yerdecken  zu  lassen. 

Die  biermit  naber  umscbriebene  Aufgabe  kann  zun'acbst 
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ganz  ahnlich  wie  die  ilir  yorausgehende  behandelt  werden  und 
im  Grande  genommen  halte  ich  ein  solches  Yorgehen  auch 
fiir  das  zweckmassigere.  Ich.  mochte  aber  diese  Grelegenheit 
zugleich  auch  benutzen,  um  noch  an  einem  weiteren  Beispiele 
die  Anwendung  der  Gleichungefi  yon  Lagrange  zur  Ab- 
leitung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  zeigen 
nnd  desshalb  entscheide  ich  mich  hier  fiir  diese  Untersuchungs- 
methode. 

Der  Winkel;  nm  den  sich  die  Schwungradwelle  seit  Be- 
ginn  der  Zeitrechnnng  weiter  gedreht  hat;  sei  ip,  die  Winkel- 
geschwindigkeit  also  Der  Regulator  hat  gewohnlich  eine 
andere  Winkelgeschwindigkeit;  als  die  Welle  der  Maschine  und 
da  die  Beriicksichtigung  dieses  Umstandes  die  Formeln  nur 
unerheblich  belastet,  mag  darauf  Riicksicht  genommen,  die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Regulatorwelle  also  gleich  nip  ge- 
setzt  werden,  worin  n  das  constante  Uebersetzungsyerhaltniss 
zwischen  beiden  Wellen  bedeutet.  Fiir  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  Systems  setze  ich 

L  =  | +  j  » V  (i l  sin  yY  +  j  Py\  (188) 

Hierin  ist  neben  der  lebendigen  Kraft  des  Schwungrades, 
dessen  Tragheitsmoment  ©  ist,  nur  noch  die  lebendige  Kraft 
der  Schwungkugeln  beriicksichtigt,  die  von  yornherein  nicht 
yernachlassigt  werden  darf,  weil  sie  es  gerade  ist,  die  die 
Schwingungen  des  Regulators  bedingt.  Jede  Schwungkugel 
hat  das  Gewicht  Q  und  das  Gesehwindigkeitsquadrat  ist  gleich 
der  Quadratsumme  der  Greschwindigkeiten,  die  den  Aenderungen 
der  Winkel  ip  und  (p  entsprechen.  Ich  bilde  jetzt  die  in  den 
Lagrange’schen  Grleichungen  yorkommenden  Differentialquo- 
tienten  yon  L .  Man  hat 

H  =  %  =-®*  +  2|»Wsm*9>; 

=  @#  +  2-®  w2#Z2sin2g?  +  4y  n2ipl2sm<p  cos  cp  •  ip 

Eoppl,  Dynamik  2.  Aufl.  22 
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~  —  2  ~  n2ijj2l2  sin  <p  cos  <p 
d  L  Q  79  ^ 

\d<jy 


tfcp 


2  ^-Z2<p: 
9  ^ 


Femer  sind  die  anf  die  Coordinaten  ip  und  9  reducirten 
ausseren  Krafte  F&  and  Fy  festznstellen.  Bei  einer  yirtuellen 
Aederung  di p  von  ip  leisten  die  Kraftepaare  M  and  M0,  die 
von  aassen  lier  aaf  das  System  tibertragen  werden,  die  Arbeit 
(M  —  M0)  Sip  und  daber  ist 

=  M—  M0  -  Ffr)  -  F(<p0). 

Bei  einer  virtuellen  Aenderung  Sy>  von  tp  bebt  sicb  der 
Angriffspankt  des  Gewicbtes  G  am  — d(2Zcosg?);  also  am 
21  si ncpScp.  Zugleicb  bebt  sicb  jede  Scbwungkugel  um  die 
Halfte  dieses  Wertbes  und  man  bat  daber 


F9  =  —  2(G  +  Q)l  sin  (p. 

Die  Centrifugalkraft  an  den  Scbwungkugeln  kommt  jetzt 
nicbt  als  aussere  Kraft,  die  in  F(p  einzurecbnen  ware,  in  Be- 
tracbt.  Wir  beobachten  namlicb  die  Bewegung  vom  festen 
Raume  ber  and  die  Zusatzkrafte  der  Relativbewegung,  die 
wir  bei  der  Bebandlang  des  ersten  Beispiels  in  diesem  Para¬ 
graph  en  einzafubren  batten,  kommen  daher  in  Wegfall. 

Alle  jetzt  abgeleiteten  Werthe  sind  nunmebr  in  die  Grlei- 
cbungen  von  Lagrange  einzusetzen.  Dadarcb  erbalt  man  die 
Differentialgleicbungen  der  Bewegang,  in  denen  die  Differential- 
qaotienten  wieder  in  der  gewobnlicben  Weisegescbrieben  werden 
sollen.  Man  findet  dann 


H<P)  -  F{cp 0)  =  (©  +  2  j  sinV)  ^ 

+  2j  TtTtnnH^-<r 
-2(Gf+0?sin9»  =  2|z»^ 

—  2  ~g  )  n S'11 9°  C0S  V 


•  (189) 


In  diesen  Grleicbnngen  sind  aber  nocb  nicht  alle 
Yernacblassigangea  vorgenommen,  zu  denen  wir  aaf 
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Grund  unserer  Yoraussetzungen  berecbtigt  sind.  Die 
erste  Gleicbung  kann  yielmebr  zu 

yereinfaclit  werden;  wodurcb  ausgesprocben  wird;  dass’  die 
Winkelbescbleunigung  des  Scbwungrades  nur  yon  der  Differenz 
der  Momente  des  treibenden  und  des  widerstebenden  Krafte- 
paares  abbangig  ist.  Die  anderen  Glieder,  die  sonst  noch  in 
der  ersten  der  Gl.  (189)  yorkamen;  driicken  namlicb  nnr  den 

Einfluss  anf  aus;  der  yon  der  Bescbleunigung  der  Scbwung- 

kugelmassen  im  Sinne  yon  ^  und  yon  ibrer  Winkelgescbwindig- 

keit  berriibrt.  Wir  baben  uns  aber  scbon  yorber  daruber 
dt 

scbliissig  gemacbt,  dass  diese  geringfiigigen  Nebenumstande  zu 
yemacblassigen  sind. 

Ferner  fiibren  wir  zur  Yereinfacbung  der  zweiten  Be- 
wegungsgleicbung  den  Winkel  <p0  ein;  der  den  constanten 
Regulatoraussclilag  fur  den  normalen  Gang  obne  Scbwingungen 
bei  der  Belastung  M0  angiebt.  Aucb  dieser  normale  Gang 
gebort  namlicb  zu  den  moglicben  Bewegungen  des  Systems 
und  er  ist  daber  in  den  Gl.  (189)  als  Losung  mit  enthalten. 
Fur  ihn  nebmen  beide  Seiten  der  ersten  Gleicbung  den  Wertb 
Null  an  und  die  zweite  Gleicbung  liefert 


aus  der  <p0  als  Function  der  normalen  Winkelgescbwindigkeit 
(—)  ermittelt  werden  kann.  Fiibren  wir  diesen  Wertb  in 

die  zweite  der  Gl.  (189)  ein;  so  erbalten  wir  scbliesslicb  die 
Bewegungsgleicbungen  in  der  einfacberen  Form 


F{9)-F(<p0)-e%± 

d*cp  c>  .  //^\2 

dt^n  sm,nUu  cos^ 


(190) 


Wir  wollen  uns  zunacbst  dayon  iiberzeugen;  dass  der  jetzt 
untersucbte  yerwickeltere  Fall  den  yorber  in  diesem  Para- 

22* 
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graphen  untersucbten  einfacberen  mit  in  sicb  fasst.  Setzen 
wir  F(<p)  =  F(<p0),  so  sprecben  wir  damit  ans;  dass  der  Regu¬ 
lator  fiberbaupt  nicht  auf  die  Steuerung  der  Mascbine  einwirkt. 

Aus  der  ersten  Gleicbung  folgt  dann  das  selbstyerstand- 
licbe  Resultat,  dass  die  Winkelgescbwindigkeit  —  constant 
bleiben  muss  und  die  zweite  gebt  fiber  in 

ITf-  =  n*  (4?Lsin  V  (cos  95  ~  cos  ^o)- 

Diese  Gleicbung  fallt  aber  in  der  That  vollstandig  mit 
Gl.  (178)  zusammen,  falls  man  sick  in  diese  ebenfalls  den 
Ausschlag  <p0  mit  Hiilfe  von  Gl.  (182)  eingefiibrt  denkt.  Wir 
finden  hiermit  bestatigt,  dass  die  Hinzufugung  des  Hfilsen- 
gewicbtes  G  (falls  dessen  Tragbeit  yemacblassigt  wird)  an 
dem  Yerlaufe  der  Scbwingungen  des  yon  der  Mascbinensteuerung 
losgelosten  Regulators  nicbts  Wesentlicbes  andert;  nur  der 
Ausschlag  cp0  selbst  wird  dadurch  geandert. 

Allgemein  lassen  sicb  die  Gl.  (190)  nicbt  integriren.  Wir 
wollen  uns  daber  weiterhin  wieder  auf  die  Untersucbung  der 
Scbwingungen  mit  kleinem  Ausscblage  beschranken. 
Wir  setzen  also  wie  friiher 


u.  s.  £  und  zugleicb 


9  =  9o  +  £ 


worin  aucb  7]  als  kleine  Grosse  aufgefasst  werden  soil.  Dann 
geben  die  GL  (190)  bei  Yernacblassigung  kleiner  Glieder  hokerer 
Ordnung  fiber  in 


dFjcpy 

clcp  4 


a*s 

dt* 


V  \  dt)  n  Sm  C0S  ^0  “  £ 


d  'ip\  9  •  9 

Tth**  sm^o- 


Die  mit  dem  Zeiger  0  yersebenen  Glieder  sind  Constanten, 
die  als  gegeben  zu  betrachten  sind.  Um  die  Gleicbungen 
fibersicbtlicber  anscbreiben  zu  konnen,  fdbren  wir  dafiir  drei 
neue  Constanten  a,  b7  c  ein;  so  dass 
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dr\ 

dt 


as 


d*s 

dt* 


br] 


cs 


(191) 


wird.  Was  jetzt  unter  abc  zu  verstelien  ist,  ergiebt  sicb  aus 
dem  Vergleicbe  mit  den  vorbergebenden  Gleiebungen.  Setzt 
man  s  aus  der  ersten  in  die  zweite  Gleicbung  ein;  so  gebt 
diese  uber  in 


d3V 

dt* 


abr] 


,  dv 
'’It’ 


(192) 


in  der  nur  nocb  die  eine  Variable  rj  vorkommt  und  genau 
dieselbe  Differentialgleicbung  muss  ancb  yon  s  erfiillt  werden, 
wie  man  erkennt;  wen n  man  7]  ans  den  Gl.  (191)  eliminirt. 

Die  allgemeine  Losung  der  Differentialgleicbung  (192) 
kann  aber  sofort  angegeben  werden;  sie  ist  yon  der  Form 

rj  =  A#**  +  Be ^  +  CW  (193) 

in  der  die  ABC  die  yon  den  Anfangsbedingiingen  abbangigen 
Integrationsconstanten  sind;  wabrend  die  Constanten  a1cc%az  so 
zu  ermitteln  sind;  dass  die  Differentialgleicbung  erfiillt  wird. 
Setzt  man  namlicb  zunacbst 

y]  =  Aeat 

in  die  Differentialgleicbung  ein;  so  erhalt  man  nacb  Wegbeben 
der  gemeinsamen  Faktoren 

a?  =  ab  —  ca  (194) 

und  die  drei  in  Gl.  (193)  yorkommenden  Constanten 
mussen  daber  die  drei  Wurzeln  dieser  cubiscben  Gleicbung  sein. 

Das  Verbalten  unseres  Systems  wird  nun  ganz  yon  den 
Wertben  dieser  drei  Wurzeln  abbangen.  Eine  dayon  ist  jeden- 
falls  reell.  Wenn  sie  zugleicb  positiy  ist;  entbalt  rj  ein  Glied, 
das  mit  der  Zeit  unbegrenzt  wachst.  Wir  scbliessen  daraus, 
dass  aucb  Scbwingungen,  die  urspriinglicb  sebr  klein  waren; 
mit  der  Zeit  gross  werden  und  dass  daber  ein  stabiler  Gang 
der  Mascbine  nicbt  moglicb  ist.  Ueberbaupt  erkennen  wir 
als  Bedingung  fur  den  stabilen  Gang,  dass  Gl.  (194) 
keine  positive  reelle  Wurzel  baben  darf.  Complexe 
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Wurzeln  der  Gleicbung  fiibren  zu  Produkten  aus  Exponential- 
und  trigonometriscben  Functionen  und  die  Exponentialfabtoren 
diirfen  ebenfalls  nicht  unbegrenzt  wacbsen. 

Seben  wir  nun.  zu;  was  fur  Wurzeln  wir  zu  erwarten 
baben.  Die  Constante  a  diente  als  Abkiirzung  fur  den  Ausdruck 


a  = 


A. .  (dF&)\ . 

0  \  dcp  }0 


Der  Regulator  wird  mit  dem  Motor  in  der  Art  verbunden 
sein;  dass  das  treibende  Moment  M  oder  F  (9 0)  abnimmt;  wenn 
der  Ausscblag  9  wacbst.  Daber  ist  a  negativ;  die  beiden 
anderen  Constant en  b  und  c  sind  dagegen  nacb  der  Bedeutung^ 
die  ibnen  zukommt;  als  positiy  zu  betracbten.  Grl.  (194)  ist 
daber  von  der  Form 


xB  +  A  %  =  0 


in  der  p  und  q  positiy  sind.  Eine  solcbe  Grleicbung  bat  nur 
eine  reelle  Wurzel  und  diese  ist  negativ.  Da  das  quadratiscbe 
Glied  in  der  Grleicbung  feblt,  ist  die  Summe  der  drei  Wurzeln 
gleicb  Null  und  daraus  folgt;  dass  die  reellen  Antbeile  der 
beiden  complexen  Wurzeln  positiy  sein  miissen.  Grl.  (193). 
entbalt  daber  periodiscbe  Glieder,  die  mit  der  Zeit  unbegrenzt 
wacbsen.  Wir  finden  also;  dass  die  Bewegung  instabil 
ist.  Wenn  keine  Reibungen  oder  sonstige  Bewegungs- 
widerstande  binzukamen;  konnte  die  mit  dem  Regu¬ 
lator  versebene  Mascbine  tiberbaupt  nicbt  oder  we- 
nigstens  nur  mit  ganz  unzulassigen  Schwankungen 
arbeiten. 

Durcb  die  Bewegungswiderstande/  namentlicb  durcb  die 
Oelbremse,  wird  diesem  Uebelstande  abgebolfen.  Die  yoll- 
standige  dynamiscbe  Tbeorie  des  Regulators  muss  daber  notb- 
wendig  auf  diese  ITmstande  Rticksicbt  nebmen.  Der  durcb  die 
Oelbremse  beryorgerufene  Bewegungswiderstand  ist  der  Ge- 
scbwindigkeit  der  Hulse  proportional;  wenn  <p  wacbst;  gebt  er 
in  dem  gleicben  Sinne  wie  das  Gewicbt  G  und  man  beriick- 
sicbtigt  ibn  daber;  indem  man  in  der  zweiten  der  Gl.  (189)  G 
ersetzt  durcb 
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G  +  fcsinp-^,  . 

worin  k  eine  Constante  isfc.  Audi  in  der  zweiten  der  Gl.  (190) 
tritt  damit  ein  neues  Glied  auf.  Die  Losung  der  Aufgabe  auf 
dem  angegebenen  Wege  wird  aber  dadurcb  nicbt  wesentlicb 
erscbwert.  Audi  die  Tragheit  des  Hulsengewichts,  auf  die 
bisber  nicbt  geaditet  war,  lasst  sicb  nacbtraglicb  leicbt  be- 
rticksiditigeu.  Man  bat  dazu  nur  notbig,  in  die  Gl.  (188)  fur 
die  lebendige  Kraft  nocb  ein  Glied  aufzunebmen,  das  die 
lebendige  Kraft  von  Gr  darstellt.  —  Auf  die  weitere  Durcb- 
fiihrung  dieser  Recbnungen  kann  bier  nicbt  eingegangen  werden. 


§  35.  Das  Princip  von  Hamilton. 

Aucb  das  Hamilton’scbe  Princip  wird  abnlicb  den  Gleb 
cbungen  von  Lagrange  dazu  verwendet;  die  Bewegungsglei- 
cbungen  eines  Systems  von  mebreren  (oder  beliebig  vielen) 
Freibeitsgraden  abzuleiten.  Die  Anwendbarkeit  ist  aber  auf 
den  Fall  bescbrankt,  dass  sicb  die  an  dem  Systeme  angreifenden 
ausseren  Krafte  von  einem  Potentiale  ableiten  lassen.  Dieses 
Potential  oder,  ausfiibrlicber  gesagt,  die  potentielle  Energie 
des  Systems,  soweit  sie  durcb  das  Kraftfeld  der  ausseren  Krafte 
bedingt  ist,  sei  F;  dann  ist  die  zur  virtuellen  Aenderung 
-dqi  irgend  einer  der  Coordinaten  q  geborige  Arbeit  der 
ausseren  Krafte  gleicb 


dV 


und  fur  die  auf  die  Coordinate  q{  reducirte  aussere  Kraft  Fi  bat 
man  nacli  §  32 

jF  =  _ir. 

1  dq. 


Die  von  Lagrange  aufgestellte  Gl.  (174)  lasst  sicb  daber 
jetzt  aucb  in  der  Form 

scbreiben.  Fur  jede  Coordinate  q{  gilt  eine  Gleicbung  von 
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dieser  Form.  Alle  diese  Grleicbungen  lassen  sicb  aber 
in  der  einzigen  Formel 

h 

6  J(L  —  V)dt  =  0  (196) 

0 

zusammenfassen  nnd  diese  Grleicliung  spricbt  das 
Hamilton’ scbe  Princip  ans.  Ebe  icli  zum  Beweise  der 
aufgestellten  Bebauptnng  iibergeben  kann,  muss  icb  den  Sinn 
der  angewendeten  Zeicben  erklaren.  Zwiscben  der  Zeit  t  —  0 
und  der  Zeit  t  =  tt  erfolgt  die  Bewegung  des  Systems  auf 
irgend  eitie  ganz  bestimmte  Art.  Wir  betrachten  den  Be- 
wegungsyorgang  innerbalb  dieser  Zeit,  deren  Anfang  und  Ende 
im  iibrigen  ganz  beliebig  ausgewablt  sein  kann.  Wir  macben 
uns  femer  klar,  dass  das  System,  weil  es  nicbt  zwanglaufig  ist, 
rein  geometriscb  betracbtet,  auf  sebr  yiele  yerscbiedene  Arten 
aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  ubergefilbrt  werden  konnte. 
Zu  irgend  einer  Zeit  t,  die  zwiscben  0  und  liegt,  haben  also 
in  Wirklicbkeit  die  Coordinaten  die  Wertbe 

2i  ffa  •  ’  ’  (k 

und  die  zugehorigen  Grescbwindigkeiten  die  Wertbe 

Der  geometrische  Zusammenbang,  der  zwiscben  den  Grliedern 
des  Systems  bestebt,  wiirde  aber  nicbt  bindern,  dass  zur  Zeit  t 
die  Coordinaten  und  ibre  Gescbwindigkeiten  etwa  die  Wertbe 

(9i  +  8(h),  •  •  •  (ft  +  •••(?*  +  <*2«), 

Cffi  +  *2i),  •  •  •  (ft  +  *fi)  •  •  •  (ft,  +  Sqn) 

batten,  in  denen  die  8q  ganz  willktirlicb  gewablte  unendlicb 
kleine  Aenderungen  sind,  wabrend  die  dq  mit  jenen  so  zu- 
sammenbangen,  dass 

S^d&)-=Tt^ 

ist.  Wenu  wir  uns  alle  dq  als  wiUkurlicbe  Functionen  der  Zeit 
gewahlt  denken,  die  nur  an  die  Bedingung  gekniipft  sind,  dass 
sie  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  Yerscbwinden,  baben  wir 
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damit  irgend  eine  you  der  wirklichen  unendlicb  wenig  ab- 
weicbende  Bewegung  bescbrieben,  dnrcb  die  das  System,  rein 
geometriscb  genommen,  ebenfalls  aus  der  Anfangslage  in  die 
Endlage  ubergefiibrt  werden  konnte.  Zngleich  miissen  wir 
aber,  wenn  Anfangs-  nnd  Endzustand  in  dem  wirklicb  Yor- 
liegenden  Falle  nnd  in  deni  willkurlicb  Yariirten  Yollstandig 
mit  einander  ubereinstimmen  sollen,  ancb  nocb  die  Bedingung 
einbalten,  dass  die  dq  an  den  beiden  Grenzen  Yerscbwinden. 

Das  in  Gl.  (196)  Yorkommende  Integral  bat  fiir  die  wirk- 
licbe  Bewegung  einen  ganz  bestimmten  Wertb,  da  zu  jeder 
Zeit  t  eine  bestimmte  kinetiscbe  Energie  L  nnd  eine  bestimmte 
potentielle  Energie  V  geboren.  Aucb  fiir  die  variirte  Bewegung 
konnen  wir  uns;  nacbdem  die  dq  und  hiermit  die  dq  als  Func- 
tionen  der  Zeit,  die  den  angegebenen  Bedingungen  geniigen, 
gewahlt  sind,  den  Wertb  des  Integrals  berecbnet  denken.  Das 
Hamilton’scbe  Princip  bebauptet  nun,  dass  beide  Wertbe 
stets  einander  gleicb  sind,  wie  man  aucb  im  Uebrigen  die  un- 
endlicb  kleinen  Yariationen  dq  wablen  moge.  Man  kann  aucb 
sagen,  dass  das  Integral  fiir  die  wirklicb  ausgefuhrte  Bewegung 
entweder  zu  einem  Maximum  oder  zu  einem  Minimum  wird, 
denn  die  Bedingung  dafiir  wird  durcb  das  Yerscbwinden  der 
Variation  angegeben.  Diese  letzte  Bemerkung  spielt  aber  keine 
Rolle  bei  den  Anwendungen,  die  man  von  dem  Princip  macben 
kann. 

Nacb  diesen  Vorbemerkungen  kann  icb  zum  Beweise  des 
Satzes  iibergeben.  Dazu  berecbne  icb  die  Variation  des  Inte¬ 
grals.  Die  Aenderung,  die  das  Integral  erfabrt,  ist  gleicb  der 
Summe  der  Aenderungen  seiner  Elemente,  also 


Urn  die  Variation  Yon  L  —  V  zu  erbalten,  beacbte  man,  dass 
sowobl  L  als  V  zunachst  Functionen  der  q  sind,  ausserdem 
aber  L  aucb  nocb  Function  der  Gescbwindigkeiten  q  ist.  Man 
bat  also 
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8(L—  V) 


d(L  —  V) 

8ql 


8Si  + 


,  d(L  —  V) 

+  ~ ay 


+  f£»i +  (,97) 


oder  mit  Rucksicbt  auf  die  Gleicbungen  (195) 

8<L-Y)-*i{ ff)^  + •••  +  §,#)  ^ 


+  If  5i  + 


.H-lfsiW. 


Hier  lassen  sicli  je  zwei  Glieder  zusammenfassen,  so  dass  der 
Ausdruck  iibergebt  in 

4 -  T, fi  »&)  +  •■•  +  T, (|f  *«•) ' 

/? 

Die  Integration  nacli  der  Zeit  kann  bieran  sofort  vorgenommen 
werden  nnd  man  findet  daber 


8 J [L — V)clt  • 


3 


8  Si  + 


■  8L  x  ' 

+  W  8q>' 


An  den  beiden  Grenzen  0  nnd  tt  verscbwinden  aber  alle  Glieder, 
da  wir  die  dq  der  Bedingnng  nnterwerfen  mussten,  dass  sie  an 
den  Grenzen  zu  Null  werden.  Hiermit  ist  Gl.  (196)  bewiesen. 

Wir  baben  jetzt  das  Hamilton’scbe  PrincijD  anf 
Grund  der  Lagrange’scben  Gleicbungen  bewiesen;  man 
kann  aucb  umgekebrt  zeigen,  dass  die  Lagrange’schen 
Gleicbungen  eine  notbwendige  Folge  yon  Gl.  (196) 
sind.  Setzt  man  namlicb  d(L—  V )  aus  Gl.  (197)  in  Gl.  (196) 
ein,  so  bat  man 


>{d(L-V) 

J  l  Hx 


8cLi  H - +  -  ^2#}  dt 

+/{ H - °. 


Das  letzte  Integral  lasst  sicb  aber  umformen,  indem  man  be- 
acbtet,  dass 
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ist.  Die  Integration  des  ersten  Gliedes  in  diesem  Ausdrucke 
nach  der  Zeit  lasst  sich  ausfiihren.  Sie  liefert  Null,  weil  dq.; 
an  den  Grenzen  verschwindet.  Daher  geht  die  Gleichung  iiber  in 


+c 


o(L  —  V) 
d<l» 


d_ 

cli 


dt  —  0. 


]STun  sind  aber  die  dq  ganz  willkiirlich  nnd  die  Gleichung  gilt 
fur  jede  Wahl,  die  wir  dafiir  treffen  mogen.  Wir  konnen  also 
z.  B.  alle  dq  mit  Ausnahme  von  SqL  gleich  Null  setzen.  Dann 
muss  auch  sein 


und  da  auch  dqi  selbst  noch  eine  willkiirliche  Function  der 
Zeit  ist,  kann  die  Gleich ung  nur  dann  fur  jede  beliebige  Wahl 
dieser  Function  gultig  sein,  wenn  zu  jeder  Zeit  der  andere 
Faktor  gleich  Null  ist.  Damit  kommen  wir  wieder  auf  die 
Lagrange’sche  Gleichung  (195).  Wir  haben  uns  hiermit 
uberzeugt,  dass  das  Harailton’sche  Princip  und  die 
Lagrange’schen  Gleichungen  im  Grunde  genommen 
dasselbe  aussagen.  Selbstverstandlich  mussen  fiir  die  Gultig- 
keit  des  einen  Satzes  auch  dieselben  Bedingungen  erfiillt  sein, 
wie  fiir  die  des  anderen. 

In  der  That  macht  es  auch  fiir  die  Behandlung  einer  Auf- 
gabe  kaum  einen  Unterschied,  ob  man  von  dem  einen  oder 
dem  anderen  Satze  ausgeht.  Auch  wenn  man  vom  Hamilton- 
schen  Princip  ausgehen  will,  muss  man  zunachst  den  Ausdruck 
fiir  die  lebendige  Kraft  und  zugleich  den  fiir  die  potentielle 
Bnergie  V  aufstellen,  worauf  man  durch  die  Ausfiihrung  der 
Variation  an  dem  Integrale  der  Gl.  (196)  zu  den  Bewegungs- 
gleichungen  gelangt.  Der  Mathematiker  schatzt  an  dem  Ha- 
milton’sche  Princip  die  einfache  und  sich  dem  Gedachtnisse 
leicht  einpragende  Fqrm  der  Gl.  (196).  Wer  es  als  Haupt- 
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aufgabe  der  Mecbanik  betracbtet,  Aufscbluss  fiber  die  in  der 
Wirklichkeit  Yorkommenden  Bewegungsvorgange  zu  geben;  wird 
anf  diese  Eleganz  der  Form  freilicb  weniger  Werth  legen. 
Aehnlicb  ist  es  auch  mit  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
und  mit  dem  Grauss’scben  Princip  des  kleinsten  Zwanges;  es 
batte  keinen  Zweck,  wenn  icb  auf  diese  anch  nocb  eingeken 
wollte. 

Dagegen  darf  nicbt  yerscbwiegen  werden,  dass  diese  all- 
gemeinen  Satze  (von  denen  es  jedocb  eigentlicb  genfigt,  einen 
einzigen  zn  kennen)  auf  einem  Grebiete  in  der  That  wicbtige 
Dienste  geleistet  baben,  die  durch  die  anderen  Metboden  nicbt 
oder  wenigstens  nicbt  gleicb  gut  geleistet  werden  konnten. 
Maxwell  bat  namlicb  die  Induktion  zwiscben  mebre- 
ren  elektriscben  Stromkreisen  auf  Satze  der  Mecbanik 
zuruckgefubrt  und  sie  dadurcb  dem  Verstandnisse 
naber  gebracbt;  indem  er  die  elektriscben  Leiter  als 
mecbaniscbe  Systeme  von  mebreren  Freibeitsgraden 
und  die  magnetiscbe  Energie  als  die  lebendige  Kraft 
dieser  Systeme  auffasste.  Die  Gresetze  der  elektrodyna- 
miscben  Induktion,  das  Faraday’scbe  Induktionsgesetz  u.  s.  f. 
zeigen  sicb  dann  in  der  That  in  genauer  Uebereinstimmung 
mit  dem  Verbalten,  das  man  yon  einem  in  der  angegebenen 
Art  zusammengesetzten  mecbaniscben  Systeme  zu  erwarten 
batte.  Aucb  die  Reibungen  finden  in  dem  elektriscben  Systeme 
ibr  Analogon  in  den  Obm’scben  Widerstanden  u.  s.  f.  Der 
Elektrotecbniker  wird  sicb  fur  diese  Betracbtungen  interessiren 
und  scbon  dessbalb  glaubte  icb  in  diesem  Bucbe  uber  die 
Satze  Yon  Lagrange  und  Hamilton  nicbt  obne  Erwabnung 
binweggehen  zu  diirfen;  obscbon  naturlich  wegen  der  genannten 
Anwendungen  auf  andere  Biicber  Yerwiesen  werden  muss.  In 
meiner  „Einfubrung  in  die  Maxwell’scbe  Tbeorie  der  Elek- 
tricitat"  (Leipzig  1894)  kann  der  Leser  im  ersten  Capitel  des 
6.  Abscbnitts  eine  gedrangte  und  leicbt  yerstandlicbe  DarsteL 
lung  dieser  Seite  der  Maxwell’scben  Elektricitatslebre  finden. 

Nattirlicb  lasst  sicb  iibrigens  das  Hamilton’scbe  Princip 
aucb  unmittelbar  obne  Benutzuug  der  Lagrange’scben  Grlei- 
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ch ungen  ableiten.  Das  Verfabren  scbliesst  sicb  dabei  ziemlicb 
ng  an  die  Herleitung  der  Lagrange’schen  Gleichungen  an; 
’cb  gebe  aber  nicbt  weiter  darauf  ein. 

§  36.  Mechanische  Aehnlichkeit;  Theorie  der  Modelle. 

Der  Begriff  der  mecbaniscben  Aebnlicbkeit  ist  aus  deni 
der  geometriscben  Aebnlicbkeit  bervorgegangen.  Mecbaniscbe 
Aebnlicbkeit  zweier  Systeme  scbliesst  die  geometriscbe  Aebn- 
icbkeit  znm  mindesten  in  alien  wesentlicben  Bestimmungs- 
stiicken  ein?  wird  aber  dadurcb  nicbt  erschopft.  Man  kann 
.  B.  zwei  Mascbinen  nacb  denselben  Planen  und  Werkzeich- 
nungen  bauen,  indem  man  etwa  die  eingescbriebenen  Maasse 
einmal  als  engliscbe  Zolle;  ein  anderes  Mai  als  Centimeter 
deutet.  Die  Mascbinen  sind  dann  geometriscb  ahnlicb  und  so 
lange  sie  still  steben,  bestebt  gar  keine  Yeranlassung,  ibre 
Aebnlicbkeit  zu  bezweifeln.  Sobald  sie  aber  in  Betrieb  kommen, 
werden  sie  sicb  im  Allgemeinen  ganz  verscbieden  yerbalten. 
Wabrend  die  eine  von  beiden  vielleicht  vollstandig  befriedigend 
arbeitet  nnd  sich  als  tiicbtig  durcbconstruirt  bewabrt;  wird  die 
andere  bald  eine  grosse  Zabl  von  Feblern  aufweisen,  wenn  sie 
sicb  nicbt  scbon  von  vornberein  als  ganz  nntauglicb  erweist. 

Der  Grund  fur  das  abweicbende  Yerbalten  ist  leicbt  ein- 
znseben.  Die  den  Flacben  projiortionalen  ausseren  Krafte 
wacbsen  mit  den  Flacben;  also  im  Verbaltnisse  n2,  wenn  n 
das  lineare  Yergrosserungsverbaltniss  bedentet.  Das  Yerbalt- 
niss  n 2  wiirde  z.  B.  bei  dem  treibenden  Dampfdrucke  zutreffen; 
wenn  beide  Mascbinen  Dampfmascbinen  waren  nnd  von  dem- 
selben  Kessel  aus  betrieben  werden  sollten.  Die  Gewicbte  der 
Tbeile  wachsen  mit  dem  Yolumen,  also  im  Yerbaltnisse  n*. 
Wollte  man  verlangen,  dass  die  Mascbinen  entsprechende  Wege 
in  gleicben  Zeiten  zurucklegen;  so  miissten  die  Gescbwindig- 
keiten  und  die  Bescbleunigungen  im  Yerbaltnisse  n  zu  einander 
steben.  Zwiscben  den  nacb  dem  d Alembert’scben  Princip 
einzufubrenden  Tragbeitskraften  hatte  man  dann  das  Yerbalt- 
niss  n3-  n  oder  n\  Da  die  mit  einander  in  Yergleicb  zu 
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bringenden  Krafte  in  so  yerscbiedenen  Verbaltnissen 
wie  n 4  anwacbsen,  naiisste  das  Verbalten  beider 

Mascbinen  natiirlicb  ein  ganz  yerscbiedenes  sein,  d.  b. 
trotz  der  geometriscben  Aebnlicbkeit  sind  die  Ma- 
schinen  mecbaniscb  einander  durcbans  nicbt  abnlicb. 

Man  kann  sich  aber  die  Aufgabe  stellen,  zwei  geometriscb 
abnlicbe  Mascbinen  so  zn  constrairen,  dass  sie  sicb  auch  mecba- 
niscb  abnlicb  yerbalten.  Dnrcb  die  yorbergehenden  Erwagnngen 
wird  dies  nicbt  ansgescblossen.  Es  stebt  nns  namlicb,  urn  bei 
dem  gewablten  Beispiele  zn  bleiben,  frei;  beide  Dampfmascbinen 
mit  yerscbiedenem  Dampfdrucke  zn  betreiben  nnd  zngleicb  ancb 
die  Umlaufsgescbwindigkeit  yerschieden  zu  wablen.  Ansserdem 
konnte  man  sicb  ancb  bei  beiden  Material  yon  yerscbiedenem 
specifiscben  Gewicbte  angewendet  denken,  also  etwa  Eisen  im 
einen,  Alnmininm  im  anderen  Falle.  In  dieser  Hinsicbt  ist 
man  freilicb  praktiscb  an  enge  Grenzen  gebnnden.  Jedenfalls 
kann  man  es  aber  durcb  solche  Mittel  dabin  bringen,  dass  die 
Ob erflacbenkr affce ;  die  Gewicbte  nnd  die  Tragheitskrafte  bei 
beiden  Mascbinen  in  gleicben  Verbaltnissen  zn  einander  steben, 
so  dass  sicb  die  Mascbinen  ancb  mecbaniscb  abnlicb  yerhalten, 
d.  b.  so;  dass  die  Bewegnngsyorgange  im  einen  Falle  ein  ge- 
trenes  Abbild  yon  jenen  im  anderen  Falle  darstellen,  bei  dem 
nnr  Langen,  Zeiten  und  Krafte  in  festen  Verbaltnissen  yer- 
grossert  oder  yerkleinert  erscbeinen. 

Von  praktiscber  Bedentnng  sind  diese  Betrachtungen  nament- 
licb  immer  dann;  wenn  man  yon  dem  Verbalten  eines, 
der  Kostenersparniss  wegen  zunachst  in  kleinerem  Maass- 
stabe  ausgefiibrten  Modells  auf  die  Eigenschaften  einer 
nacb  diesem  Modell  zn  erbanenden  grossen  Mascbine 
scbliessen  will.  Von  diesem  Mittel  wird  sebr  baufig  Ge- 
brancb  gemacbt;  so  wird  z.  B.  yor  dem  Bane  eines  grossen 
Scbiffes,  das  in  wesentlicben  Pnnkten  yon  fruberen  Ansfiib- 
rnngen  abweichen  soil,  gewobnlicb  zunacbst  ein  Modell  des- 
selben  bergestellt,  mit  dem  man  Versncbe  iiber  den  Sebiffs- 
widerstand  bei  yerscbiedenen  Gescbwindigkeiten  anstellt,  nm 
danacb  beurtbeilen  zn  konnen;  wie  gross  die  Mascbinenstarke 
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des  Sckiffes  sein  muss,  um  diesem  eine  gewisse  Gesckwindig- 
keit  zn  ertkeilen  u.  s.  f. 

Strenge  meckaniscke  Aeknlickkeit  lasst  sick  in  solcken 
Fallen  meist  entweder  gar  nickt  oder  wenigstens  nnr  mit  einem 
imverkaltnissmassigen  Anfwand  von  Mitteln  erreicken.  Es 
geniigt  aber,  wenn  nnr  in  den  wesentlicben  Pnnkten, 
die  man  grade  nntersuchen  will,  eine  Uebereinstim- 
mnng  erzielt  wird;  wakrend  man  sonst  Abweicknngen, 
die  znr  Beqnemlickkeit  oder  znr  Ermoglicknng  der 
Ausfukrnng  geboten  sind,  unbedenklick  zulassen  kann. 
Naturlick  erfordert  die  ricbtige  Abwagung  daruber,  wie  weit 
man  in  dieser  Hinsicbt  geben  darf,  im  einzelnen  Falle  ein  ein- 
gehendes  Stndium  aller  Nebennmstande,  die  etwa  anf  den  Er- 
folg  von  Einfluss  sein  konnten.  —  Hier  bandelt  es  sick  nnr 
um  eine  Darlegung  der  allgemeinen  Gesicktspnnkte,  von  denen 
ans  Fragen  der  mechaniscben  Aehnlichkeit  zn  benrtheilen  sind. 

Am  einfacbsten  gestaltet  sick  die  Betracktung;  wenn  nnr 
das  statiscke  Yerkalten  in  Frage  kommt.  Eine  Tragcon- 
struction,  etwa  ein  Briickentrager  oder  ein  Dackverband,  moge 
im  Modell  ausgefukrt  sein  nnd  man  fragt,  wie  man  aus  den 
am  Modell  beobackteten  Ersckeinnngen  anf  das  Yerkalten  der 
in  Macker  Grosse  ansgefukrten  Constrnction  sckliessen  kann. 
Wenn  das  Modell  der  Constrnction  geometrisck  aknlick  ans 
demselben  Material  nackgebildet  ist,  miissen  die  Lasten,  die 
man  am  Modell  anfkangt,  im  Yerkaltnisse  1:X2  zn  den  an 
der  Constrnction  anftretenden  Fasten  bemessen  sein.  Die  Span- 
nnngen  der  einzelnen  Stabe  ersckeinen  dann  ebenfalls  im  Ver- 
haltnisse  1:1 2,  d.  k.  im  selben  Yerkaltnisse  wie  die  Qner- 
scknitte,  so  dass  die  specifiscken  Spannnngen  nnd  kiermit  die 
Beansprucknng  des  Materials  in  beiden  Fallen  dieselbe  bleibt. 
Auch  die  Sickerkeit  gegen  Ausknicken  ist  in  beiden  Fallen  die 
gleicke,  denn  die  Knicklast  eines  Stabes  ist  nack  der  Enler- 
scken  Form  el  —  etwa  bei  frei  drekbaren  Enden  — 


nnd  da  E  constant  ist,  0  im  Yerkaltnisse  1 :  A4  nnd  l  im  Ver- 
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baltnisse  1 :  l  stebt,  folgt,  class  aucb  die  Knicklasten  das  Yer- 
baltniss  1:A2  baben,  also  dasselbe  Y erlialtniss ,  wie  die  you 
den  Staben  aufzunebmenden  Krafte. 

Hierbei  ist  zunacbst  vorausgesetzt,  dass  das  Eigengewicbt 
der  Construction  in  beiden  Fallen  keine  wesentlicbe  Rolle  spielt. 
Kommt  dieses  aber  mit  in  Betracbt,  so  ist  zu  beacbten,  dass 
es  im  Yerbaltnisse  1 :  stebt,  dass  also  die  gross©  Construction 
davon  starker  beansprucbt  wird,  als  das  Modell.  Um  die  Be- 
dingung  der  mecb.aniscb.en  Aebnlicbkeit  in  diesem  Falle,  wenig- 
stens  in  der  Idee,  streng  aufrecbt  zu  erbalten,  miisste  man 
scbon  voraussetzen,  dass  das  specifiscbe  Grewicht  des  Materials, 
aus  dem  das  Modell  bestebt,  X  mal  so  gross  sei,  als  bei  der 
grossen  Construction,  wabrend  der  Elasticitatsmodul  und  die 
zulassige  Beansprucbung  beider  Materialien  immer  nocb  die 
gleicben  sein  mussten.  Dies,  lasst  sicb  natiirlicb  nicbt  ver- 
wirklicben;  man  kann  sicb  aber  praktisch  ganz  gut  dadurcb 
belfen,  dass  man  das  Modell  nocb  mit  Zusatzgewicbten  be- 
lastet,  die  passend,  etwa  auf  die  Knotenpunkte,  yertbeilt  sind, 
so  dass  der  Unterscbied  in  der  Beansprucbung  durcb  das  Eigen¬ 
gewicbt  bierdurcb  ausgeglicben  wird.  Wenn  man  in  der  bier 
geschilderten  Weise  verfabrt,  kann  man  aus  den  elastiscben 
Deformationen  und  den  sonstigen  Festigkeitseigenschaften  des 
Modells  zuverlassige  Scbliisse  auf  das  statiscbe  Yerbalten  der 
grossen  Construction  zieben.  Auch  das  Yerbalten  unter  dem 
Einflusse  gleicber  Temperaturanderungen  wird  in  beiden  Fallen 
das  gleicbe  sein.  Voraussetzung  ist  natiirlicb,  dass  aucb  sonst 
in  der  That  alle  Bedingungen  ubereinstimmen,  dass  also  die 
Krafte  in  beiden  Fallen  in  der  gleicben  Weise  angreifen,  dass 
das  Material  in  den  kleinen  Stiicken  yon  derselben  Beschaffen- 
beit  ist,  wie  in  den  grossen  u.  s.  f.  Dies  ist  ja  freilieb  eigent- 
licb  selbstverstandlicb;  es  sollte  aber  nocb  besonders  betont 
werden,  weil  in  dieser  Hinsicbt  grosse  Vorsicbt  geboten  ist, 
damit  nicbt  irgend  ein  fur  den  Erfolg  sebr  wesentlicber  Keben- 
umstand,  der  eine  Abweicbung  von  den  Anforderungen  der 
mecbaniscben  Aebnlicbkeit  in  sicb  scbliesst,  bei  fUicbtiger  Be- 
tracbtung  uberseben  wird. 
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Dies  Alles  bezieht  sich  indessen  nur  auf  das  statische  Ver- 
halten.  Schon  wenn  man  ini  Yorhergehenden  Falle  Schlusse 
iiber  die  Schwingungen,  die  die  Construction  unter  dem  Ein- 
flusse  bewegter  Lasten  ausfuhrt,  aus  Yersuchen  am  Modell 
ziehen  will,  reicben  die  Yorigen  Betracbtungen  nicbt  mebr  aus. 
Wir  fassen  daher  jetzt  die  Prage  Yon  einem  allgemeineren 
Standpunkte  ber  an,  der  zugleicb  die  dynamischen  Yerhaltnisse 
zu  berticksichtigen  gestattet. 

Das  Yerbaltniss  der  maassgebenden  Langen  (wobei  un- 
wesentlicbe  Abweicbungen  im  Einzelnen  ebenso  wie  in  den 
folgenden  Fallen  immerbin  gestattet  werden  konnen)  sei  aber- 
mals  L  Das  Yerbaltniss  der  von  aussen  ber  iibertragenen 
Krafte  mit  Ausscbluss  der  Eigengewicbte  sei  dagegen  jetzt 
allgemein  mit  %  bezeicbnet;  ferner  sei  das  Yerbaltniss  der 
Massen  ft  und  das  Yerbaltniss  der  Zeiten  t.  Wenn  beide 
Systeme  mecbaniscb  abnlicb  sein  sollen,  miissen  sie  in  ent- 
sprecbenden  Zeiten  t  und  tt  in  gleicben  Stellungen  sein  und 
in  gleicber  Art  von  Kraften  P  und  tcP  beansprucbt  werden. 
Mit  anderen  Worten  beisst  dies,  dass  alle  Grrossen, 
die  die  Bewegung  und  den  Zustand  beider  Systeme 
besebreiben,  identiscb  mit  einander  werden,  wenn 
man  sie  in  beiden  Fallen,  auf  Yerscbiedene  Einbeiten 
beziebt.  Dann  gelten  aucb  alle  Grleicbungen  der 
Mecbanik,  die  man  fur  das  eine  der  beiden  Systeme 
anscbreibt,  obne  jede  Aenderung  fur  das  andere.  Aus 
diesen  Grleicbungen  lasst  sicb  die  spatere  Bewegung  des  Systems 
Yorausseben,  wenn  der  Anfangszustand  und  alle  ubrigen  Be- 
dingungen  binreicbend  gekennzeichnet  sind.  Da  die  Grlei- 
•cbungen  mit  alien  Nebenbedingungen  in  beiden  Fallen 
identiscb  sein  sollten,  bezieben  sicb  aucb  die  Scblusse, 
die  man  aus  ibnen  zieben  kann,  in  gleicber  Weise  auf 
beide  Systeme  und  daraus  folgt,  dass  in  der  That  bei 
gleicben  Anfangsbedingungen  aucb  der  spatere  Yer- 
lauf  in  beiden  Fallen  xibereinstimmen  muss. 

Die  Yerhaltnisszahlen  l,  it ,  ft,  r  sind  aber  nicbt  unab- 
hangig  you  einander.  In  der  Mecbanik  kommen  nur  drei 
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FimdamentaleiiilieiteiL  yor  ,  die  man  beliebig  wahlen  kanh, 
wahrend  jede  andere  Einbeit  dadnrcb  mit  bestimmt  ist.  Daher 
konnen  aucb  nur  drei  von  den  Yorbergebenden  Verhaltniss- 
zablen  beliebig  gewablt  werden.  Nacb  deni  dynamiscben  Grund- 
gesetze  ist  die  Kraft  gleicb  der  Masse  mal  der  Bescbleunigung. 
Sind  in  einem  Maasssysteme  alle  diese  drei  Grossen  in  einem 
bestimmten  Falle  gleicb  der  Einbeit,  so  muss  die  Beziehung 
aucb  nocb  giiltig  bleiben,  weim  man  dieselben  Grossen  nacb 
dem  anderen  Maasssysteme  ausmisst,  d.  b.  man  hat 

it  =  [i  -^s  oder  ;tT2=Aku  (198) 

und  diese  Gleicbung  spricht  die  Hauptbedingung  aus, 
die  bei  der  Construction  der  Modelle  von  Maschinen 
im  Auge  bebalten  werden  muss. 

Zu  dieser  Hauptbedingung  treten  nocb  Nebenbedingungen, 
je  nacb  den  Anforderungen,  die  man  an  den  Grad  stellt,  in 
dem  die  mecbaniscbe  Aebnlicbkeit  b eider  Svsteme  verwirklicht 
sein  soli.  Wenn  die  Eigengewichte  der  Korper,  die  den  Massen 
proportional  sind,  neben  den  anderen  Kraften  nicbt  vernacb- 
lassigt  werden  diirfen,  bat  man 

7t  —  it  und  biermit  % 2  =====  X  (199) 

zu  setzen.  Man  bat  dann  nur  nocb  zwei  Verhaltnisszahlen  zur 
beliebigen  Wabl  frei.  Yerlangt  man  ausserdem,  wie  in  dem 
vorausgebenden  statischen  Beispiele,  dass  die  Beansprucbung 
des  Materials  und  das  elastiscbe  Verhalten  in  beiden  Fallen 
ubereinstimmen,  so  muss,  wie  wir  uns  schon  vorher  iiberzeugten, 
%  =  ka  =  A2  =  t4  (200) 

sein.  Wir  baben  dann  nur  nocb  eine  Verhaltnisszahl  zur  Ver- 
fiigung  und  sind,  urn  strenge  mecbaniscbe  Aebnlicbkeit  ker- 
zustellen,  genothigt,  in  beiden  Systemen  Stoffe  mit  verschie- 
denen  specifiscben  Gewichten  vorauszusetzen,  die  sicb  aber 
sonst  in  alien  Eigenscbaften  gleicben. 

Da  das  znletzt  erhobene  Yerlangen  praktiscb  nicbt  erfull- 
bar  ist,  verzicbtet  man  entweder  auf  die  Berucksichtigung  des 
Spannungszustandes  und  biermit  der  elastiscben  und  der  Festig- 
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keitseigenscbaften  beider  Systeme  oder  man  yemacblassigt  (je 
nach  der  Lage  des  einzelnen  Falles)  das  Eigengewicbt  neben 
den  iibrigen  ausseren  Kraften,  nimmt  dagegen,  urn  gleicbes 
Material  bei  beiden  Systemen  yoranssetzen  zu  konnen, 

=  Xs,  (201) 

eine  Gleicbung,  die  sicb  mit  den  Bedingnngen  (200)  nicbt  ver- 
einigen  lasst. 

An  einigen  Beispielen  wird  man  am  besten  erkennen,  wie 
diese  Bedingungen  zu  yerwertben  sind.  Zunacbst  sind  zwei 
geometrisch  abnlicbe  Pendel  aucb  mecbaniscb  abn- 
licbe  Systeme.  Da  bei  ibnen  das  Eigengewicbt  in  Frage 
kommt;  muss  man  it  =  fi  und  daber  wie  in  Grl.  (199)  r2  =  X 
setzen.  Nacb  der  Beansprucbung  des  Pendelmaterials  und  nacb 
den  elastiscben  Formanderungen,  die  das  Pendel  wahrend  der 
Scbwingungen  erfabrt,  fragt  man  in  diesem  Falle  nicbt.  Wir 
sind  daber  nicbt  an  die  Erfullung  der  Bedingungen  (200)  ge- 
bunden,  ebensowenig  an  die  Bedingung  (201);  konnen  yielmebr 
ft  ganz  beliebig  wablen,  d.  b.  es  macbt  keinen  Unterscbied,  wie 
gross  das  specifiscbe  Gewicht  des  Pendelmaterials  in  beiden 
Fallen  gewablt  wird.  Wesentlicb  bleibt  nur  die  Bedingung 
%2  —  X,  die  uns  aussagt,  dass  sicb  die  Scbwingungsdauem  wie 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellangen  yerhalten. 

Als  zweites  Beispiel  betracbten  wir  das  Modell  eines 
Scbiffes,  mit  dessen  Hiilfe  der  Scbiffswiderstand  ermittelt 
werden  soil.  Das  mecbaniscbe  System,  das  abnlicb  nacbgebildet 
werden  soil,  bestebt  bier  nicbt  nur  aus  dem  Scbiffe ,  sondern 
sebr  wesentlicb  aucb  aus  dem  sicb  um  das  Scbiff  bewegenden 
Wasser.  Hier  ist  daber  an  Grl.  (201)  festzubalten,  durcb  die 
ausgedriicbt  wird,  dass  es  sicb  in  beiden  Fallen  um  dieselbe 
Fliissigkeit  bandelt.  Ausserdem  mussen  aucb  die  Gleicbungen 
(199)  erfullt  sein,  da  das  Eigengewicbt  des  Systems  nicbt  yer- 
nacblassigt  werden  darf,  sondern  im  Gegentbeile  eine  wicbtige 
Rolle  spielt;  Auf  die  durcb  die  Gleicbungen  (200)  ausgedriickte 
Bedingung ,  dass  die  specifiscben  Spannungen  ricbtig  nadb- 
gebildet  werden,  mussen  wir  dagegen  yerzicbten,  weil  sicb  die 

23* 
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Grleichungen  (200)  mit  den  anderen  Bedingungen,  auf  die  hier 
das  Hauptgewicht  zu  legen  ist,  nicht  vereinigen  lassen. 

Burch  Yerbindung  der  Grleichungen  (199)  und  (201)  er- 
halt  man 

%  =  g,  =  23  =  r6. 

Macht  man  etwa  2  =  9  (das  Modell  in  der  Schiffsgrosse), 

so  wird  x  =  3.  Die  Greschwindigkeit  des  Mo  dells  muss,  um 
den  Yorgang  mecbanisch  ahnlich  zu  gestalten,  demnach  so  be- 
messen  werden,  dass  es  entsprecbende  Wege  im  dritten  Theile 
der  Zeit  zuriicklegt,  als  das  Schiff.  Das  Greschwindigkeits- 
verhaltniss  sei  v-  danm  folgt  aus  den  Dimensionen  der  Gre¬ 
schwindigkeit 

also  bier  v  =  3.  Soil  also  das  Schiff  etwa  12  m  in  der  Secunde 
zuriicklegen,  so  muss  die  Grescbwindigkeit  des  Mo  dells  4  m  sec-1 
betragen.  Misst  man  nun  die  Kraft,  die  man  aufwenden  muss, 
um  das  Modell  mit  der  constanten  Greschwindigkeit  von  4  m  sec-1 
vorwarts  zu  bewegen  oder,  wie  man  aucb  sagen  kann,  den 
Widerstand  des  Wassers  gegen  die  Bewegung  des  Modells,  und 
bezeicbnet  sie  oder  ihn  mit  R,  so  ist  der  Schiffswiderstand  bei 
der  entsprechenden  Greschwindigkeit  gleich  itR,  also  gleicb  RlB 
oder  in  unserem  Falle  gleich  729  R.  —  Diese  Methode,  den 
Schiffswiderstand  unter  den  Bedingungen  der  mechanischen 
Aehnlichkeit  am  Modell  zu  untersuchen,  riihrt  von  Froude  her. 

Schliesslich  wahle  ich  noch  ein  Beispiel  zur  naheren  Be- 
sprechung  aus,  das  ich  dem  schon  mehrfach  erwahnten  Werke 
von  Routh,  Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper,  deutsch 
von  Schepp,  Bd.  I,  S.  330  entnehme.  Dort  heisst  es: 

„Man  soli  die  Durchbiegung  einer  Briiclte  von  15  m  Lange 
und  100  t  GewicJit,  wenn  eine  Maschine ,  die  20  t  wiegt,  Mit  der 
Geschwindigkeit  von  64  km  in  der  Stunde  uber  sie  fcihrt ,  durch 
Experiment e  feststellen,  die  an  einem  Modell  der  Brucke  gemacht 
werden ,  das  1,5  m  Jang  ist  und  2,8  kg  wiegt.  Man  finde  das 
Geivicht  des  Modells  der  Mas  chine  und  nehme  an,  das  Modell  der 
Brucke  sei  so  steif,  dass  die  statische  DurcJibiegung  in  der  Mitte 
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unter  dem  Modell  der  Maschine  ein  ZeJmtel  derjenigen  der  Bruclze 
wnter  der  Maschine  selbst  betragt  und  zeige ,  dass  dann  die  G-e- 
schwindiglceit  des  Modells  der  Maschine  etwa  5,6  m  in  der  Secunde 
betragen  muss  “ 

Das  Beispiel  ist  insofem  bemerkenswertb,  als  die  Fassung  der 
Aufgabe  leicbt  zu  einem  Zweifel  dariiber  Yeranlassung  geben 
kann;  ob  die  Bedingungen  der  mecbaniscben  Aebnlicbkeit  bier 
liberbaupt  nocb  geniigend  gewabrt  sind.  Strenge  mecbaniscbe 
Aebnlicbkeit  bestebt  offenbar  nicbt  und  iiberdies  geben  anch 
die  Abweicbungen  davon  weiter,  als  es  die  praktiscben  Buck- 
sicbten  erfordern.  Weder  die  speciellen  Bedingungen  (200) 
nocb  die  damit  nicht  vereinbare  Bedingung  (201)  sind  bier  er- 
fullt.  Ware  das  Modell  der  Briicke  geometriscb  abnlich  und 
aus  dem  gleicben  Material  bergestellt,  so  miisste  das  Modell 
ein  Gewicbt  yon  100  kg  baben;  da  l  bier  gleicb  10  ist.  TJm 
dagegen  genaue  II eb  ereinstimmung  binsicbtlicb  des  elastiscben 
Yerbaltens  und  der  Beansprucbung  des  Materials  berzustellen, 
miisste  die  Bedingung  (200)  erfullt  sein;  d.  b.  das  specifiscbe 
Gewicbt  des  Materials  miisste  am  Modell  das  10-facbe  von 
dem  an  der  Briicke  betragen  oder  es  miisste  wenigstens  in  der 
friiber  besprocbenen  Weise  durcb  eine  Zusatzlast  das  Eigen- 
gewicbt  des  Modells  entsprecbend  erbobt  werden;  wabrend  es 
in  dem  Beispiele  umgekehrt  niedriger  angenommen  ist;  als  es 
bei  blosser  geometriscber  Hacbbildung  in  dem  gleicben  Mate¬ 
rial  ausfiele.  Auf  eine  Ueb ereinstimmung  des  Yerhaltens  in 
jeder  Hinsicbt  ist  daber  in  der  Aufgabe  stillscbweigend  yon 
yornberein  yerzicbtet 

Das  bindert  jedocb  nicbt;  dass  man  aucb  bei  dieser  un- 
vollkommenen  Annaberung  an  die  strengen  Bedingungen  der 
mecbaniscben  Aehnlicbkeit  aus  dem  Yersucbe  am  Modell  er- 
fabren  kann,  was  man  zu  wissen  wiinscbt,  falls  nur  yoraus- 
gesetzt  werdefr  darf;  dass  das  Material  weder  an  der  Briicke 
nocb  am  Modell  iiber  die  Proportionalitatsgrenze  binaus  bean- 
sprucbt  wird,  was  yon  yornberein  freilicb  keineswegs  feststebt. 

Da  das  Eigengewicbt  bier  eine  wesentlicbe  Rolle  spielt, 
muss  auf  jeden  Fall  die  Bedingung  (199)  erfullt  sein.  Mit 
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Riicksicht  auf  die  Zahlenangaben  der  Aufgabe  hat  man 
daher 

100  000  ,  -t/Tri 

^  =  ^  =  x  =  10,  t  =y  10. 

Hieraus  folgt  zunachst ,  dass  das  Grewicht  des  Modells  der 
Maschine  gleich 


20000  * 


0,56  kg 


sein  muss.  Fur  das  Geschwmdigkeitsyerhaltniss  v  hat  man  wie 
im  yorigen  Beispiele 

v  =  \  =yr =yio  =  3,16. 

Das  Mo  dell  muss  daher  mit  der  Greschwindigkeit 


3,16  •  3600  sec 


oder  rund  5,6  m  sec-1 


liber  das  Briickenmodell  gefuhrt  werden,  wie  in  der  Aufgabe 
schon  angegeben  ist.  —  Bei  Erfullung  der  angegebenen  Be- 
dingungen  hat  man  aber  in  der  That  fur  jede  Stellung  der 
Maschine  und  des  Modells  geometrisch  ahnliche  Durchbiegungs- 
linien  zu  erwarten.  Man  thut  gut,  sich  dayon  besonders  zu 
iiberzeugen,  indem  man  auf  die  Differentialgleichung  (126)  zu- 
riickgeht,  die  yon  einem  schwingenden  Stabe  erfullt  sein  muss. 
Diese  Grleichung  lautete 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  [i  darin  eine  andere  Bedeutung 
hatte,  als  die  ihm  yorhin  zugeschriebene.  In  dieser  Form 
moge  sich  die  Gleichung  auf  die  Briicke  beziehen;  fur  das 
Modell  gilt  eine  yon  der  gleichen  Form,  namlich 

Zum  Yergleiche  zwischen  ES  und  E191  dient  die  Bemerkung 
der  Aufgabe,  dass  der  statische  Biegungspfeil  bei  der  Stellung 
der  Last  in  der  Briickemnitte  oder  Modellmitte  im  Langen- 
yerhaltnisse  l  gefunden  wird.  Mach  Grl.  (80)  yon  Band  III  ist 
der  Biegungspfeil  f 


PZ3 

48 We  Und  = 


48  El  01 
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unci  kiernack 

f  ,  ^  A  E®  12 

-  =  i  =  ^  oder  ~rjr~rr  —  a  . 

/i  JO  ©  :  J&x  ©t  Et 

Ferner  ist  das  Yerkaltniss  der  auf  die  Langeneinkeit  entfallen- 
den  Massen 

^  _  1:1  7t 

^  ~  %  1717  =  '%  ’ 

wobei  y  wieder  in  derselben  Bedeutung  wie  in  der  Differential- 
gleickung  gebrauckt  ist.  Ausserdem  ist  y  =  lyv  x  =  Xx1  und 
t—xti  zu  setzen.  Multiplicirt  man  die  fiir  das  Modell  geltende 
Differentialgleickung  auf  beiden  Seiten  mit  der  Constanten 

*X  ‘I*  oder  i'?> 

was  wegen  der  kier  erfullten  Beziekung  %2  —  l  auf  dasselbe 
hinauskommt,  so  gekt  die  Differentialgleickung  in  die  fur  die 
Briicke  geltende  liber.  Durck  die  Differentialgleickung  wird 
aber  im  Zusammenhange  mit  den  Grrenz-  und  Anfangsbedin- 
gungen  der  zeitlicke  und  ortlicke  Yerlauf  der  Stabsckwingung 
vollstandig  besckrieben  und  da  auck  diese  Bedingungen  im 
Modell,  so  weit  als  erforderlick  ,  genau  nackgebildet  sind,  kat 
man  in  beiden  Fallen,  abgeseken  von  den  versckiedenen  Maass- 
staben,  in  clenen  die  Zeit-  und  Langengrossen  auszumessen 
sind,  genau  den  gleicken  Sckwingungsvorgang  zu  erwarten. 

Auch  in  anderen  Fallen,  bei  denen  Ab weicliungen 
von  den  strengenBedingungen  der  geometriscken  Aekn- 
lickkeit  unvermeidlick  oder  durck  die  Festsetzungen 
der  Aufgabe  vorgesckrieben  sind,  wird  man  stets  am 
besten  thun,  sick  durck  unmittelbares  Zurlickgeken 
auf  die  Differentialgleickung  des  ganzen  Vorgangs 
am  einzelnen  Objekt  oder  Iiberkaupt  auf  die  specielle 
meckaniscke  Tkeorie  dieses  Yorgangs  davon  zu  iiber- 
zeugen,  ob  und  inwiefern  jene  Abweickungen  zulassig 
sind,  okne  den  Yergleick  unmoglick  zu  machen.  Auf 
diese  Art  kann  man  aus  Differentialgleickungen  eines  rnecka- 
niscken  Problems  auck  damn  nock  leickt  Nutzen  zieken,  wenn 
die  unmittelbare  Losung  der  durck  die  Differentialgleickung 
umsckriebenen  Aufgabe  nickt  moglick  ist. 


Funffcer  Absehnitt. 
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§  37.  Die  Hntersuchungsmethoden  der  Hydrodynamik. 

Zu  den  einfacberen  Betracbtnngen  iiber  Wasserbewegungen 
m  ersten  Bande  dieser  Yorlesungen  steben  die  Metboden  der 
„boberen“  Hydrodynamik  in  einem  gewissen  Gegensatze.  Zwar 
kamen  ancb  damals  scbon  bie  und  da  die  in  der  boberen 
Hydrodynamik  gebrancbten  Scblussweisen  —  wenn  aucb  nnr 
in  den  einfacbsten  Formen  oder  nnr  andentnngsweise  —  zur 
gelegentlicben  V erwendnng.  Y on  solcben  Ansnabm en  abgeseben, 
fasste  man  aber  dort  von  vornberein  das  Yerbalten  grosserer 
Wassermengen  in  ihrer  Gesammtbewegung  ins  Auge;  wabrend 
man  in  der  boberen  Hydrodynamik  von  der  Betracbtung  der 
Ges eb windigkeit en ;  der  Bescblennigungen  nnd  der  Krafte  an 
einem  einzelnen  Baum-  oder  Flnssigkeitselemente  ansgebt. 
Hierdurcb  fubrt  man  die  verwiekelten  Ersebeinnngen  in  end- 
licben  Raumgebieten  auf  ein  Zusammenwirken  der  einfacbsten 
gesetzmassigen  Yorgange  zwiscben  benacbbarten  Tbeilcben 
zuriiek.  Ibren  Ansdruck  finden  die  Elementargesetze,  die  in 
solcber  Weise  das  gesammte  Yerbalten  der  Fliissigkeit  be- 
berrscben,  dnrcb  partielle  Differentialgleicbnngen.  Als  letztes 
Ziel  gilt  bier  freilicb  ebenso  wie  im  anderen  Falle  die  Er- 
kenntniss  aller  mit  den  Bewegungen  ausgedebnter,  endlicber 
Wassermassen  zns ammenhangenden  Umstande.  Yon  den  Diffe- 
rentialgleichnngen  ans  kann  dieses  Ziel  nnr  dnrcb  eine  Inte¬ 
gration  nnter  Berueksicbtignng  der  im  einzelnen  Falle  naber 
vorgescbriebenen  Bedingungen  erreicbt  werden.  Uebrigens 
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schliesst  sich  dieser  Untersuchungsplan  eng  an  jenen  an,  der 
den  Lesern  des  dritten  Bandes  yon  der  mathematischen  Elasti- 
citatstheorie  her  bekannt  ist. 

Das  in  diesen  Satzen  geschilderte  Vorgehen  hat  den  Vor- 
zug?  dass  es  wenigstens  den  Grundziigen  nach  alle  Flussigkeits- 
bewegrftigen  zu  nmfassen  gestattet.  Dagegen  sind  andererseits 
die  Integrationen,  die  zur  Ableitnng  branchbarer  Ergebnisse 
aus  den  Differentialgleichungen  erforderlich  sind,  bisher  nur  in 
einer  beschrankten  Anzahl  einfacherer  Falle  ausfiihrbar.  Dazu 
kommt,  dass  das  Elementargesetz  selbst,  das  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen  ausgesprochen  werden  soli,  keineswegs  mit 
solcher  Sicherheit  bekannt  ist,  dass  sich  unbedingt  zuyerlassige 
Schliisse  darauf  stutzen  liessen.  Ansserdem  ist  man  anch  oft? 
nm  die  Durchfuhrung  der  Rechnang  iiberhaupt  zu  ermoglichen, 
zn  mehr  oder  weniger  weit  gehenden  Yereinfachangen;  nament- 
lich  auch.  zu  willkurlichen  Abweichungen  des  yorausgesetzten 
Elementargesetzes  von  dem  physikalisch  genau  zutreffenden  — 
soweit  dieses  iiberhaupt  als  bekannt  angesehen  werden  darf  — 
genothigt.  Daher  kommt  es;  dass  die  aus  der  Theorie  ab- 
geleiteten  Erscheinungen  zunachst  oft  in  starkem  Widerspruche 
mit  dem  unmittelbar  beobachteten  physikalischen  Vorgange 
stehen.  Wenn  auch  der  Grund  fur  einige  der  wichtigsten 
dieser  Abweichungen  durch  neuere  Arbeiten  hinreichend  auf- 
gedeckt  und  hierdurch  das  Misstrauen  gegen  den  als  Aus- 
gangspunkt  der  ganzen  Theorie  gewahlten  Ansatz  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  unterdruckt  werden  konnte;  so  kam  diese  Yer- 
besserung  bisher  doch  nur  wenig  der  unmittelbaren  Beant- 
wortung  jener  Fragen  zu  Gute,  iiber  die  der  Techniker  in 
erster  Linie  Aufschluss  erhalten  mochte.  Darum  sind  auch 
jetzt  noch  die  im  ersten  Bande  auseinandergesetzten  einfachen 
Betrachtungen  trotz  mancher  Mangel,  die  ihnen  anhaften,  mit 
Riicksicht  auf  ihre  praktische  Nutzbarkeit  als  der  werthvollste 
Schatz  zu  betrachten,  den  wir  zur  Zeit  auf  dem  Gebiete  der 
Mechanik  der  fiiissigen  Korper  besitzen. 

Immerhin  darf  bei  dem  gegenwartigen  Zustande  unseres 
Wissens  ein  Fortschritt  in  der  theoretischen  Erkenntniss  der 
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Fliissigkeitsbewegungen,  you  dem  aucb  praktisch  wertlivolle 
Ergebnisse  zu  erboffen  waren,  in  erster  Linie  anf  jenen  Wegen 
erwartet  werden,  die  die  „bohere“  Hydrodynamik  einschlagt. 
Yoranssetznng  ist  dabei,  dass  sie  in  ihren  Bestrebungen  durcb 
gut  ausgedaehte  nnd  sorgfaltig  dnrcbgefdbrte  Versucbe  unter- 
stutzt  wird.  Es  mag  sein,  dass  die  Ergebnisse  solcber  Beob- 
acbtnngen  mit  der  Zeit  zur  Aufstellung  neuer  Ansatze  oder 
neuer  Bilder;  d.  b.  zu  einer  Aenderung  des  seither  angenom- 
menen  Elementargesetzes  fiibren  werden,  in  der  Art,  dass  den 
pbysikaliscben  Eigenscbaften  der  Fliissigkeiten  dadurcb  in 
boberem  Grade  Recbnung  getragen  wird,  als  bisber.  Jedenfalls 
wird  aber  dabei  die  beutige  Hydrodynamik,  die  aucb  jetzt 
scbon  auf  yiele  scbone  Erfolge  zuriickblicken  kann,  die  Ftibrerin 
abgeben  miissen. 

Abgeseben  dayon  zeigt  uns  die  beutige  Hydrodynamik 
wenigstens,  wie  sicb  die  Flussigkeitsbewegungen  im  einfacbsten 
Falle  gestalten  miissten.  Sie  giebt  uns  damit  ein  Yorbild  ab, 
mit  dem  die  dayon  abweicbenden  Beobacbtungsergebnisse  in 
passender  Weise  yerglicben  werden  konnen,  wabrend  man  beim 
Feblen  eines  solcben  Vergleicbs  baufig  ohne  einen  Anhalt  daflir 
ware,  wie  die  einzelnen  Erscbeinungen  in  Zusammenhang  imit 
einander  gebracbt  werden  konnten. 

Der  Mangel  an  pbysikalischer  Genauigkeit  der  bydrodyna- 
miscben  Tbeorien  ist,  wie  scbon  erwabnt,  darin  begriindet, 
dass  die  Eigenscbaften  des  Wassers  und  der  iibrigen  Fliissig- 
keiten  in  dem  einfacben  Abbilde,  imter  dem  man  sie  betrachtet, 
nicbt  binreicbend  zum  Ausdrucke  kommen.  Die  Hydrodynamik 
bescbaftigt  sicb  in  erster  Linie  mit  der  „yollkommenen“,  d.  b. 
der  reibungsfreien  und  gewohnlicb  zugleicb  als  unzusammen- 
driickbar  vorausgesetzten  Fliissigkeit.  Ein  besonderer  Abscbnitt 
ist  freilicb  aucb  den  z*ahen  Fliissigkeiten  gewidmet;  aber  aucb 
bier  wird  die  Eigenscbaft  der  Zabigkeit  nur  matbematiscb  in 
bestimmter  Weise  formulirt,  obne  dass  man  bebaupten  konnte, 
dass  diese  Formulirung  in  so  strenger  Weise  den  Tbatsacben 
entsprache,  wie  dies  yon  den  fundamentalen  Satzen  der  Mecbanik 
zutrifft. 
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Nacli  diesen  Vorbemerkungen  wen.de  ick  micli  zur  Dynamik 
der  yollkommenen  und  imzusammendriickbaren  Fliissigkeit.  Als 
deren  Haupteigenschaft  war  scbon  friiher  die  Grleickkeit  des 
Druekes  an  jeder  S telle  fur  alle  moglicken  Scknittrichtungen 
erkannt  worden.  Nackdem  inzwiscken  die  allgemeinen  Unter- 
suckungen  des  dritten  Bandes  iiber  den  Spannungszustand  in 
einem  beliebigen  Korper  yorausgegangen  sind,  yermag  man 
den  Zusammenkang,  in  dem  die  Grleickkeit  des  Drucks  mit  der 
Eigenschaft  des  Fliissigseins  stekt,  in  einfackster  Weise  zu 
iiberblicken.  Yollkommen  fliissig  nennen  wir  den  Korper  dann, 
wenn  in  jeder  Scknittricktung  nur  N ormalspannnngen  nnd  keine 
tangentialen  Krafte,  also  keine  Scbnbspannnngen  oder  Reibnngen 
iibertragen  werden  konnen.*)  Hiermit  ist  aber  sckon  aus- 
gesprocken,  dass  zn  jeder  Sclmittriclitnng  eine  Hauptspannnng 
gekoren  soli;  das  Spannnngsellipsoid  gekt  daker  in  eine  Kugel 
iiber  nnd  die  Spannnngen  sind  alle  nntereinander  gleick. 

Zunackst  gilt  diese  Betracbtnng  fur  das  Grleickgewickt. 
Mit  Hiilfe  des  d’Alembert’scken  Prineips  konnen  wir  aber 
den  Fall  der  Bewegung  auf  den  Fall  des  Grleickgewickts  zuriick- 
fiikren.  Nackdem  die  Tragkeitskrafte  eingefiikrt  sind,  muss 
die  Fliissigkeit  unter  dem  Einflusse  dieser,  des  Grewickts "  und 
der  ubrigen  ausseren  Krafte  in  der  augenblicklieken  Lage  im 
Grleickgewickte  sein  und  der  Flussigkeitsdruck  an  jeder  Stelle 
kann  daker  auf  Grand  einfacker  kydrostatiscker  Betracktungen 
leickt  gefunden  werden.  Streng  gilt  dies  freilick  nur  fur  die 
yollkommene  Fliissigkeit;  wegen  der  Zakigkeit,  die  das  Wasser 
in  Wirklickkeit  besitzt,  treten  bei  der  Bewegung  innere  Rei- 
bungen  auf,  die  im  Sinne  der  allgemeinen  Tkeorie  des  Span- 
nungszustandes  als  Sckubspannungen  zu  bezeiehnen  sind.  Das 
Spannungsellipsoid  yereinfackt  sick  dann  nickt  mekr  zu  einer 
Kugel  und  der  Flussigkeitsdruck  ist  nickt  mekr  an  jeder  Stelle 

*)  Es  wird  sick  in  der  Folge  nock  zeigen,  dass  diese  Begriffs- 
bestimmung  mit  der  anderen  identisck  ist,  dass  im  Innern  eines  unzu- 
sammendriickbaren,  vollkommen  fliissigen  Korpers  bei  stossfreier  Be- 
wegang  keine  meckaniscke  Energie  verloren  (oder  in  Warme  verwandelt) 
werden  kann. 
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fur  alle  Schnittrichtungen  gleich  gross.  Diese  Unterschiede 
kommen  aber  in  der  Dynamik  der  Yollkortimenen  Fliissigkeit 
nicht  in  Betracht. 

Fur  die  weitere  TJntersuchung  stehen  uns  nnn  zwei  Wege 
offen.  Wir  konnen  zunachst  unser  Augenmerk  anf  eine 
bestimmte  Stelle  des  Raumes  richten,  in  dem  die 
Fliissigkeit  sstromung  erfolgt.  Der  augenblickliche  Zu- 
stand  der  Stromung  an  dieser  Stelle  wird,  da  die  Fliissigkeit 
unzusammendriickbar  sein  sollte,  vollstandig  durcb  die  Rich' 
tung  nnd  Grosse  der  Geschwindigkeit  beschrieben,  mit  der  die 
Bewegnng  hier  gerade  vor  sich  geht.  Bezeichnen  wir  den 
von  einem  festen  Anfangspnnkte  nach  dieser  Stelle  gezogenen 
Radius vekt or  mit  r  und  die  Geschwindigkeit,  die  zur  Zeit  t 
hier  auftritt,  mit  i),  so  wird  durch  eine  Function 

ti  =  y  (t;  t)  (20 2} 

die  Geschwindigkeit  fiir  jede  Stelle  des  von  der  Fliissigkeit 
erfiillten  festen  Raumes  und  fiir  jeden  Augenblick  beschrieben 
werden  konnen.  Will  man  in  Coordinaten  rechnen,  so  kann 
man  Gl.  (202)  auch  in  ihre  Componenten 

vi  =  9i  M)  | 

v2  =  <Pz(?,y,  M)  (203) 

%  =  <p$  y,*,  0  I 

zerlegen.  Das  ganze  Problem  wird  demnach  darauf  hinaus- 
kommen,  die  Function  9  (oder  ihre  Componentenfunctionen 
(fi  93)  zu  ermitteln,  denn  mit  ihr  wird  zugleich  die  Bewegung 
in  alien  Einzelheiten  und  fiir  den  ganzen  Yerlauf  des  Vorgangs 
bekannt.  Freilich  gehort  zur  vollstandigen  Beschreibung  auch 
die  Angabe  des  Drucks,  der  zu  irgend  einer  Zeit  an  irgend 
einer  Stelle  herrscht.  Man  erkennt  aber  schon  aus  den  vor- 
ausgehenden  Bemerkungen,  dass  der  Druck  nachtraglich  immer 
leicht  angegeben  werden  kann,  wenn  man  die  Bewegung  schon 
kennt  und  in  der  That  wird  sich  in  der  Folge  zeigen,  dass  der 
Druck  mit  der  Function  9  in  so  einfacher  Weise  zusammen- 
hangt,  dass  er  mit  9  ebenfalls  iiberall  und  zu  jeder  Zeit  be¬ 
kannt  wird. 
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Der  durch  diese  Betrachtung  angewiesene  Weg  zur  Unter- 
suchung  des  ganzen  Vorgangs  ist  zuerst  yon  Euler  beschritten 
worden.  Die  Gleichungen?  zu  denen  man  auf  diesem  Wege 
gefuhrt  wird7,  bezeichnet  man  daber  als  die  Euler’schen 
hydro dynamiscben  Gleichungen.  Gewohnlich  ist  diese 
Untersuchungsmethode  die  bequemste.  Zuweilen  fiihrt  aber 
auch  eine  zweite7  die  yon  Lagrange  weiter  ausgearbeitet 
wurde7  besser  zum  Ziele  nnd  die  Gleichungen;  die  sich  auf 
diese  beziehen7  bezeichnet  man  als  die  hydrodynamischen  Glei- 
cbungen  yon  Lagrange7  obwohl  auch  Euler  selbst7  der  um 
ein  Menschenalter  fruher  lebte7  mit  diesem  zweiten  Wege  eben- 
falls  schon  ganz  gut  bekannt  war. 

Das  zweite  Verfahren  besteht  namlich  darin7  dass 
man  das  Augenmerk  nicht  auf  eine  bestimmte  Stelle 
des  Raumes  richtet  und  zusieht7  wie  sich  die  Ge- 
schwindigkeit  hier  im  Laufeder  Zeit  andert7  sondern 
indem  man  die  Schicksale  eines  bestimmten  Flussig- 
keitstheilchens  im  Laufe  des  Bewegungsyorgangs  ver- 
folgt.  Um  anzugeben,  was  fur  ein  Theilchen  man  meint7 
zieht  man  einen  Radiusyektor  r0  yon  einem  festen  Anfangs- 
punkte  nach  jener  Stelle7  die  das  Theilchen  zu  einer  gewissen 
Zeit7  die  zum  Ausgange  der  Untersuchung  gewahlt  wil'd ;  inne 
hatte.  Nach  Yerlauf  einer  Zeit  t  wird  es  sich  an  einer  anderen 
Stelle  befmden7  deren  Radiusyektor  r  sei.  Die  Gleichung 

t  =  il>  (t0,t)  (204) 

giebt  dann  bei  constantem  r0  die  Bahncurye  des  Theilchens  an. 
Wenn  die  Function  fur  alle  moglichen  Werthe  yon  r0  be¬ 
kannt  ist7  hat  man  ebenfalls  eine  erschopfende  Beschreibung 
des  ganzen  Bewegungsyorgangs.  Auch  bei  der  Untersuchungs- 
methode  yon  Lagrange  handelt  es  sich  daher  im  Wesent- 
lichen  um  die  Bestimmung  einer  Function  FTatiirlich  kann 
auch  Gl.  (204)  durch  drei  Componentengleichungen  ersetzt 
werden. 
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§  38.  Die  hydro dynamisclierL  Gleichungen  von  Euler. 

Bis  jetzt  ist  die  U ntersuchungsm etho de;  die  bier  einzuhalten 
ist,  nur  im  Allgemeinen  gescbildert  worden,  ohne  jede  Riick- 
sicht  auf  die  Bedingungen,  denen  eine  Fliissigkeitsbewegung 
unterworfen  ist.  Die  Formulirung  dieser  Bedingungen  wire! 
uns  zu  den.  hydro  dynamischen  Gleichungen  fiihren.  Die  Be¬ 
dingungen  sind  von  zweifacher  Art.  Wenn  die  Fliissigkeit  als 
unzusammendruckbar  anzuseben  ist,  muss  die  Stromung  jeden- 
falls  burner  in  solcher  Weise  erfolgen,  dass  aus  einem  ge- 
gebenen  Theile  des  festen  Raumes,  der  ganz  im  Innern  der 
Fliissigkeit  liegt,  jederzeit  ebensoviel  ausstromt,  als  durch  andere 
Tbeile  der  Grenzflache  einstromt.  Diese  Bedingung  ist  eine 
rein  kinematische  oder  geometrisebe;  sie  wird  als  die  Conti- 
nuitatsbedingung  bezeiebnet  und  die  Gleichung,  die  ihr 
Ausdruck  giebt,  spielt  bei  hydro dynamischen  Untersuchungen 
stets  die  Hauptrolle.  Hierzu  kommt  aber  nocb  die  femere 
Bedingung,  dass  die  Bewegung  des  Wassers  den  allgemeinen 
Satzen  der  Mecbanik  und  speciell  der  dynamischen  Grund- 
gleicbung  unterworfen  ist.  Dass  die  Gleichungen,  die  dies  aus- 
spreeben,  erst  in  zweiter  Linie,  namlich  nach  der  Continuitats- 

gleicbung,  in  Betracbt  kommen, 
riihrt  davon  her,  dass  die  an  den 
Wassertheilchen  wirkenden  Krafte 
auch  erst  naebtraglieb  so  gewablt 
werden  konnen,  dass  irgend  eine 
an  sich  (d.  h.  geometrisch)  mog- 
licbe  Bewegung  zu  Stande  kommt, 
wahrend  eine  Bewegung,  die  der 
Continuitatsbedingung  niebt  von 
vornhereingeniigt,  uberhauptnicht 
verwirkliebt  werden  kann. 

Zur  Ableitung  der  Continui- 
tatsgleichung  in  der  Euler’schen  Form  betraebte  man  das  in 
Abb.  60  gezeichnete  Raumelement  mit  den  Kantenlangen  dx, 
dy 3  dz.  Durch  eine  Ecke  sind  Parallelen  zu  den  Coordinates 
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axen  der  x,  y,  z  gezogen.  Wir  fragen  uns  zunacbst,  wie  viel 
Wasser,  auf  die  Zeiteinbeit  bezogen,  im  Augenblicke  durcb 
das  in  der  YY-Ebene  liegende  Recbteck  einstromt.  Die  Gre- 
scbwindigkeit  i)  sei  ebenfalls  in  ibre  recbtwinkligen  Oompo- 
nenten  v%,  v.d  zerlegt.  Die  Componenten  und  v3  tragen 
hier  znr  Einstromung  nicbts  bei;  es  kommt  bei  dem  fraglicben 
Recbtecke  nnr  anf  die  Normalcomponente  v 3  an.  Wenn  diese 
positiy  ist,  also  im  Sinne  der  positiven  X-Axe  gebt,  findet 
eine  Einstromung  statt,  die  wabrend  der  Zeiteinbeit  dem  Parallel- 
epipede  das  Wasseryolumen  v±  dy  dz  zuflibrt.  Gleicbzeitig 
stromt  durcb  die  gegeniiberliegende  Seitenflacbe  eine  Wasser- 
menge  aus,  die  ebenso  gross  ware,  als  die  zugeftibrte,  wenn 
sicb  mit  x  nicbt  anderte.  Im  Allgemeinen  wacbst  aber  i\ 

,,  3  v 

nm  das  Differential  dx ,  wenn  man  um  dx  weiter  gebt. 

Wenn  man  beide  Flachen  zusammenfasst,  bat  man  daber  einen 
Ueberschuss  der  Ausstromung  iiber  die  Einstromung  yom  Betrage 

~~  dx  •  dy  dz. 

In  gleicber  Weise  kann  man  ancb  eine  Zusammenfassung  ftir 
die  bei  den  zur  Y-Axe  senkrecbt  stehenden  Seitenflacben  yor- 
nebmen  und  erbalt  dann  als  Ueberscbuss  der  Ausstromung 
iiber  die  Einstromung 

<~-  dy  •  dxdz 
oy  J 

und  ebenso  fiir  die  beiden  zur  Z- Axe  senkrecbten  Seitenflacben. 
Im  Ganzen  stromt  daber  auf  die  Zeiteinbeit  bezogen  aus  dem 
Parallelepiped  das  Fliissigkeitsyolumen 

(Is  +  ~iy+l£)dxdydS 

mebr  aus,  als  ein.  Wenn  die  Fliissigkeit  als  unzusammen- 
driickbar  (und  unausdebnbar)  angeseben  wird,  kann  freilicb 
nur  ebensoviel  ausstromen,  als  einstromen  und  man  erkennt 
daraus,  dass  to  in  diesem  Falle  keine  ganz  willkiirlicbe  Function 
yon  r  sein  kann,  sondem  nur  eine  solcbe,  die  den  yorber- 
gebenden  Ausdruck  zu  Null  macbt.  Es  macbt  aber  bier  gar 
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keine  Schwierigkeit,  die  Betrachtung  gleich  noch  etwas  all- 
gemeiner  zu  fassen  und  wir  wollen  dalier  die  Yoraussetzung 
der  Unzusammendriickbarkeit  fiir  den  Augenblick  faHen  lassen. 
Dann  kann  wahrend  eines  Zeitelementes  dt  in  der  That  mehr 
Fliissigkeit  ans  dem  Raumelemente  ausstVomen,  als  einstromt 
und  zwar  geschieht  dies  auf  Kosten  des  darin  enthaltenen 
Vorraths  an  Fliissigkeit,  die  sich  dabei  ausdehnt.  Zur  n'aheren 
Yerfolgung  dieses  Zusammenhangs  fiihre  ich  den  Begriff  der 
specifischen  Masse  yu  ein,  also  jener  Masse,  die  bei  iiberall 
gleieher  Dichte  anf  die  Raumeinheit  kame.  Fiir  die  zusammen- 
driiekbare  Fliissigkeit  ist  y  nicht  constant,  sondern  nach  der 
Euler’schen  Darstellnng  eine  Function  von  r  und  t. 

Die  durch  eine  Seitenflache  des  Raumelementes  stromende 
Fliissigkeitsmasse  wird  aus  deren  Yolumen  durch  Multiplikation 
mit  yu  gefunden.  Hiemach  erhalt  man  fiir  die  im  Ganzen 
•wahrend  des  Zeitelementes  dt  aus  dem  Raumelemente  mehr 
aus-  als  einstromende  Fliissigkeitsmasse  den  Werth 
_j_  d(gvt)  +  dfav j)\  dx  dy  dg  .  dt 

Andererseits  kann  die  Aenderung,  die  der  Fliissigkeitsvorrath 
yudxdydz  in  dem  Raumelemente  wahrend  der  Zeit  dt  erfuhr, 
auch  durch 

dt  •  dxdy  dz 


ausgedriickt  werden.  Dieser  Ausdruck  wiirde  indessen  bei 
positivem  Yorzeichen  eine  Zunahme,  der  andere  eine  Abnahme 
des  Fliissigkeit sinhalts  angeben;  beide  sind  daher  von  gleichem 
"Werthe,  aber  entgegengesetztem  Yorzeichen.  Hiermit  erhalt 
man  sofort  die  Continuitatsgleickung  in  der  Form 


I  d(tiv 2)  .  d(tiv8) 


dx 


+ 


dy 


+ 


0* 


d^i 

dt 


(205) 


Setzen  wir  dagegen  weiterhin  die  Fliissigkeit  wieder  als 
unzusammendriiekbar  voraus,  so  ist  ft  constant  und  die  Conti- 
nuitatsgleichung  vereinfacht  sich  zu 

dv1  ■  dv2  ■  dv s 
cx  ‘  dy  *  dz 


(206) 
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Bei  der  Ableitung  dieser  Gleicbung  wurden  alle  Grossen 
a/uf  ein  reclitwinkliges  Coordinatensystem  bezogen.  Man  er- 
kennt  aber,  dass  die  Summe  der  drei  Differentialquo- 
tienten  auf  der  linken  Seite  yon  der  speciellen  Wabl, 
•die  man  fur  dieses  Coordinatensystem  getroffen  hat, 
ganz  unabhangig  ist.  Dies  folgt  ans  der  physikalischen 
Bedeutung,  die  dieser  Snmme  znkommt:  wir  saben  namlich, 
dass  das  Prodnkt  der  Summe  mit  dem  Yolumen  des  Raum- 
•elementes ,  die  wahrend  der  Zeiteinbeit  ausstromende  Fliissig- 
keitsmenge  angiebt.  Dass  dies  auch  fur  jedes  anders  gestaltete 
Raumelement  noch  zutrifft,  folgt  daraus,  dass  sicb  ein  solcbes 
aus  Elementen  hoherer  Ordnung  von  parallelepipediscber  Ge¬ 
stalt  zusammensetzen  lasst.  Die  Snmme  der  drei  Differential- 


quotienten  giebt  demnacb  an,  wie  yiel  Fliissigkeit,  auf  die 
Raumeinheit  und  auf  die  Zeiteinbeit  bezogen,  aus  irgend  einem 
Y olumenelemente  an  der  betreffenden  Stelle  und  zur  gegebenen 
Zeit  ausstromt. 

Es  ist  wiinschenswerth,  diese  Grosse,  die  an  sich  mit 
•einem  Coordinatensysteme  gar  nicbts  zu  scbaffen  bat,  wenn 
.sie  auch  auf  ein  solcbes  bezogen  werden  kann,  in  einfacberer 
Weise  zu  bezeichnen.  Man  bat  dafiir  die  Bezeicbnungen 
Divergenz  oder  Quelle  eingefubrt.  In  der  That  divergirt 
ja  die  Fliissigkeit  —  indem  sie  sicb  ausdebnt  —  an  der  be¬ 
treffenden  Stelle,  wenn  die  Summe  der  drei  Differentialquo- 
tienten  positiv  ist  und  man  kann  aucb  sagen,  dass  die  Stro- 
mung  nach  aus  sen  bin  so  ist,  als  wenn  sie  durcb  eine  im 
Inneren  gelegene  Quelle  hervorgerufen  ware.  In  den  Formeln 
.schreibt  man  Divergenz  abgekiirzt  div,  setzt  also 


..  .  dvt  .  dv2 

diyb==_H__ 


■womit  der  Begriff  der  Divergenz  seine  nahere  Feststellung 
erhalt.  Mit  Benutzung.  dieser  Bezeicbnung  kann  die  Euler’sche 
•C  ontinuitats gleicbun  g  fur  die  unzusammendriickbare  Fliissigkeit 


•auch  in  der  einfacben  Form 

div  H  ==  0 


(208) 


.angeschrieben  werden. 

roppl,  Dynamik.  2.  Aufl. 
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Die  Flussigkeitsbewegung  muss  ferner  aucli  dem  dynami- 
scken  Grundgesetze  unterworfen  sein.  Dm  dies  in  einer 
Gleickung  aussprecken  zu  konnen,  mussen  wir  zunackst  einen 
Ausdruck  fiir  die  Beschleunigung  und  einen  fiir  die  Resulti- 
rende  der  an  einem  Mas  sentkeilcken  der  Fliissigkeit  wirkenden 
Krafte  aufsteHen.  Die  Besckleunigung  wird  bier  nickt  dadurch 
gefunden;  dass  man  die  durck  die  Gl.  (20 2) 

&  =  <P  (t,  t) 

als  Function  der  Zeit  t  dargestellte  Gesckwindigkeit  &  nack  t 

d  to 

differentiirt.  Der  D ifferentialquo  tient  -tti  giebt  vielmekr  nur 

an,  wie  sick  die  Gesckwindigkeit  an  dem  gerade  ins  Auge  ge- 
fassten  Orte  im  Laufe  der  Zeit  andert,  wakrend  die  Be¬ 
sckleunigung  die  Gesckwindigkeitsanderung  eines  bestimmten 
Massentkeilckens  darstellt.  Man  bedenke,  dass  sick  ein  zur 
Fliissigkeit  gekoriger  mater ieller  Punkt  im  Laufe  der  Zeit  dt 
um  bdt  yersckoken  kat.  Wenn  nun;  wie  in  der  Euler’scken 
Untersuckungsmetkode,  to  als  Function  der  Zeit  und 
des  Ortes  dargestellt  ist,  setzt  sick  die  Aenderung 
der  Gesckwindigkeit  0  des  bestimmten  Massentkeil¬ 
ckens  zusammen  aus  der  Aenderung  wegen  der  Yer- 
sckiebung  bdt  nack  einem  anderen  Orte  und  aus  der 
Aenderung,  died  auck  okne  diese Versckiebung wakrend 
der  Zeit  dt  sckon  am  gleicken  Orte  erfakrt.  Wir  wollen 
dies  in  der  Form 

d\s  =  dt  - f-  (to  dt  •  V)  to 

ansckreiben;  zu  deren  Erklarung  die  Bemerkung  genugt,  dass 
das  Zeicken  einen  Differentialoperator  vorstellt,  der  nack 
Hinzutritt  des  Faktors  bdt  die  durck  die  Yersckiebung  um 
to  dt  keryorgebrackte  Aenderung  yon  to  angiebt.  Die  Bescklen- 
nigung  mag  im  Gegensatze  zu  dem  yorker  sckon  eingefukrten 
partiellen  D ifferentialquo ti ent en  als  totaler  Differentialquotient 
von  to  nack  t  angesckrieben  werden.  Man  findet  dann  aus  der 
yorkergekenden  Gleickung  nack  Division  mit  dt 
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T,~%  +  (»V)  '  “•  (209> 

Ick  seke  micli  jetzt  yor  die  Wahl  gestellt,  entweder  auf  das 
Recknen  mit  gerickteten  Grossen  nock  etwas  weiter  einzugehen, 
als  es  sckon  friiker  gesckeken  ist,  und  namentlick  den  Diffe- 
rentialoperator  \7  ausfukrlicker  zn  besprecken  oder  auf  den 
Gebrauch  gerickteter  Grossen  zu  yerzickten  und  Gl.  (209)  durck 
ikre  Componentengleickungen  zu  ersetzen.  lck  entsckeide  mick 
fur  die  letzte  Wakl.  Wenn  spater  einmal  Yorausgesetzt  werden 
darf,  dass  der  Leser  sckon  durck  den  yorausgekenden  matke- 
matiscken  Unterrickt  mit  den  Reckengesetzen  und  den  Bezeick- 
nungen  der  Vektoranalysis  kinreickend  vertraut  gemackt  wurde, 
wird  es  Niemand,  der  iiber  solcke  Dinge  sckreibt,  mekr  einfallen, 
yon  der  Darstellung  nack  der  Vektormetkode  abzugeken;  keute 
kalte  ick  es  aber  fur  besser,  in  dieser  Hinsickt  Yorsichtig  zu 
Werke  zu  geken  und  yor  alien  Dingen  Maass  zu  kalten,  um 
dem  an  die  Cartes  is  che  Darstellungsmetkode  Gewoknten  das 
Studium  nickt  zu  yerleiden. 

Ick  spalte  also  Grl.  (209)  in  drei  Gleickungen,  yon  denen 
die  erste  den  Werth  yon  ,  also  die  Besckleunigungscompo- 

nente  in  der  Ricktung  der  X~Axe  anzugeben  kat.  Man 
erkalt  dafiir 


dvx  dvx 

dt  dt 


i  &vi  i 

+  jz  + v* 


8v1 

dy 


+  v 


<hi 

8  dz  ' 


(210) 


Dieses  Resultat  kann  entweder  unmittelbar  aus  Gl.  (209)  ab- 
gelesen  werden;  indem  man  sick  des  zuyor  angegebenen  Sinnes 
der  Operation  (toV)  erinnert  oder  man  kann  auck  auf  Grund 
derselben  Ueberlegung,  die  sckon  zu  Gl.  (209)  fiikrte,  un¬ 
mittelbar  zu  GL  (210)  gelangen.  Auck  die  Aenderung  der  Ge- 
sckwindigkeitscomponente  v1  wakrend  eines  Zeitelementes  dt 
fur  einen  bestimmten  materiellen  Punkt  setzt  sick  zusammen 
aus  der  Aenderung,  die  vx  unabkangig  yon  der  Versckiebung 
wakrend  dt  erleidet  und  aus  der  Aenderung,  die  mit  dem  Orts- 
wecksel  yerbunden  ist.  Da  sick  der  materielle  Punkt  in  den 
Ricktungen  der  Axen  wakrend  dt  um  die  Strecken  vxdt}  v2dt, 
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v3di  verschiebt,  setzt  sicb  ancb  die  mit  dem  Ortswecbsel  ver- 
bundene  Aenderung  von  vx  ans  drei  Gliedem  zusammen,  die 
durcb  Multiplikation  dieser  Wege  mit  den  Differentialqnotienten 
von  vx  nacb  den  drei  Axenricbtungen  erbalten  werden.  Divi- 
dirt  man  die  anf  solcbe  Art  erbaltene  Gleichung  mit  dt,  so 
erbalt  man  Gl.  (210).  Dieser  lassen  sicb  natiirlicb  noch  zwei 
andere  fur  v2  nnd  v3  anreiben  nnd  im  Ganzen  wird  daber 
Gl.  (209)  durcb  den  Yerein  der  folgenden  drei  Gleicbungen 
ersetzt 


dt\ 

dt 

dvs 

dt 

dt 


h i 

8t  '  1  dx 

d  %  ,  dv* 

-  It +  v^ 
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+  v<  — 1 
dy 
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—  v  vs  1  v  i  ^  4- V 
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3  ds 
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dz 
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(211) 


Wir  kommen  jetzt  zn  den  Kraften,  die  diese  Bescbleu- 
nigungen  bervorbringen.  Yon  aussen  ber  wirkt  auf  die  im 
Innem  liegenden  Tbeile  der  Fliissigkeit  in  der  Regel  nur  das 
Gewicbt  ein;  allgemein  mogen  aber  die  drei  Componenten  der 
auf  die  Yolumeneinbeit  bezogenen  ausseren  Kraft  nacb  den 
Coordinatenaxen  mit  XYZ  bezeicbnet  werden.  Ausserdem 
wirkt  an  jedem  Massentbeilcben  nocb  der  Druck  der  ringsum 
angTenzenden  Fliissigkeit.  Man  denke  sicb  wieder  ein  Parallel¬ 
epiped  wie  in  Abb.  60  aus  der  Fliissigkeit  abgegrenzt.  Der 
Druck  auf  jede  Seitenflacbe  stebt  senkrecbt  zur  Seitenflacbe 
und  gebt  durch  deren  Schwerpunkt,  also  aucb  durcb  den  Mittel- 
punkt  des  Parallelepipeds.  Die  Druckkrafte  auf  alle  Seiten- 
flacben  lassen  sich  daber  zu  einer  Resultirenden  zusammen- 
setzen,  die  ebenfalls  durcb  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds 
gebt.  Aucb  die  aussere  Kraft,  also  in  den  gewobnlicb  vor- 
liegenden  Fallen  das  Gewicbt,  gebt  durcb  diesen  Mittelpunkt. 
Hieraus  erkennt  man  scbon,  dass  die  Krafte  an  dem  in  der 
angegebenen  Weise  abgegrenzten  Wasserkorper  keine  Drebung, 
sondem  nur  eine  Translation  bervorzubringen  sucben  •  auf 
diesen  Punkt  wird  in  der  Folge  nocb  zuriickzukonimen  sein. 

Wir  wollen  jetzt  die  in  der  Ricbtung  der  X-Axe  gebende 
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Componente  der  Resultirenden  aller  an  dem  betracbteten  Wasser- 
korper  angreifenden  Krafte  berecbnen.  Sie  setzt  sich  znsammen 
ans  der  Componente  X  dx  dy  d 0  der  ausseren  Kraft  und  aus 
dem  Unterscbiede  des  Fliissigbeitsdruckes  auf  den  beiden  zur 
X-A xe  senkrecht  stehenden  SeitenfTacben.  Der  Fliissigkeits- 
druck  anf  die  Flacbeneinbeit  bezogen  sei  p\  falls  p  wachst; 
wenn  man  in  der  X-Ricbtung  weiter  gebt,  ilberwiegt  der 
Drack  anf  jener  Seite;  deren  aussere  Normale  in  die  positive 
X-Richtung  fallt  und  anf  der  der  Drnck  daber  dieser  posi- 
tiven  Riebtung  entgegengesetzt  ist.  Demnacb  erbalt  man  fiir 
die  X-Componente  der  Resultirenden 

Xdxdydz  —  —■  dx  •  dydz. 

v  S]  /y*  t/ 


Diese  Componente  bringt  die  Beschleunigungscomponente 
der  Masse  pdxdydz  hervor.  Nach  der  dynamischen  Grrund- 

gleicbung  bat  man  daber  bei  Weglassung  des  gemeinsamen 
Faktors  dxdydz  die  Beziebung 


d  vt 
dt 


=  x— 


dp 

dx 


(212) 


und  fiir  die  beiden  anderen  Coordinatenrichtungen  gilt  eine 
entsprecbende  Grleichung.  Setzt  man  nocb  die  Wertbe  der 
Bescbleunigungscomponenten  aus  den  Grl.  (211)  ein,  so  erbalt 
man  die  Euler’scben  Grleiebungen  in  der  Form 
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Die  Umformung,  die  nocb  mit  den  recbten  Seiten  yorgenoxnmen 
wurde,  beziebt  sicb  anf  den  Fall,  dass  die  aussere  Massenkraft 
mit  den  Componenten  XYZ  yon  einem  Potentiale  V  abge- 
leitet  werden  kann,  was  in  dem  gewohnlicb  vorliegenden  Falle, 
dass  diese  Kraft  nnr  in  dem  Gewicbte  bestebt,  stets  zntrifft. 
Dabei  ist  die  Fliissigkeit  als  unzusammendriickbar  voraus- 
gesetzt.  Man  erkennt  iibrigens  leicbt,  wie  die  Yorausgebende 
Entwickelung  ancb  fur  den  Fall  einer  elastiscben  Fliissigkeit 
benntzt  werden  kann.  —  Dnrcb  die  Continuitatsglei  cbung  in 
Verbindung  mit  den  Gl.  (213)  und  ancb  in  Verbindnng  mit 
den  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  ist  die  Bewegnng  der 
unzusammendriickbaren  Fliissigkeit  dynamiscb  vollstandig  ge- 
kennzeicbnet-  bei  den  elastiscben  Fliissigkeiten  muss  nocb  eine 
ans  der  Erfabrung  zn  entnebmende  Beziebnng  zwiscben  ^  und 
p  binzutreten,  nm  das  Problem  eindeutig  zn’  nmgrenzen. 

Scbliesslicb  moge  nocb  bemerkt  werden,  dass  sicb  die 
Gl.  (213)  ancb  in  eine  einzige  Gleicbung  zwiscben  gericbteten 
Grossen  zusammenfassen  lassen,  namlicb  in  die  Gleicbung 

P  (U  +  0>v)  I.)  =  sp  - Vp  =  - v  (r+  p),  (214) 

in  der  $  die  Resultirende  der  XYZ  bedentet. 

§  39.  Wirbelbewegung  und  wirbelfreie  Bewegung. 

Die  in  der  Ueberscbrift  angedeutete  Eintbeilung  der 
Fliissigkeitsbewegungen  in  zwei  wesentlicb  von  einander  Yer- 
scbiedene  Klassen  ist  Yon  grosster  Bedentung  fiir  die  Hydro- 
dynamik.  Man  betracbte  den  augenblicklicben  Bewegungs- 
zustand  der  Fliissigkeit  zu  irgend  einer  Zeit.  Jedem  Punkte 
des  Yon  der  Fliissigkeit  erfullten  Raumes  ist  dann  eine  be- 
stimmte  angenblicklicbe  Gescbwindigkeit  U  zngeordnet  (die 
aucb  gleicb  Null  sein  kann).  Man  grenze  femer  in  dei 
Fliissigkeit  nocb  einen  einfacb  zusammenbangenden  Raum  yob 
im  Uebiigen  beliebiger  Gestalt  ab  und  ziebe  innerhalb  dieses 
Ranmes  eine  zum  Anfangspunkt  zuriicklaufende,  sonst  aber  be- 
liebige  Linie.  Ein  Element  dieser  Linie  sei  mit  d%,  die  Ge- 
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schwindigkeit  an  der  betreffenden  Stelle  mit  to  bezeichnet. 
Aus  to  nnd  d%  soil  das  innere  Produkt  genommen  und  dann 
soli  die  Summe  dieser  Prodnkte  fur  alle  Linienelemente  der 
geschlossenen  Linie  gebildet  werden.  Diese  Summe  beisst 
das  Linienintegral  von  to  langs  des  durcb  die  beliebig 
gawahlte  gescblossene  Linie  dargestellten  Integra- 
tionsweges.  Wenn  das  Linienintegral  stets  gleicb  Null  wird, 
wie  man  aucb  den  Integrationsweg  innerhalb  des  Bezirks,  den 
wir  zu  diesem  Zwecke  willkiirlich  abgegrenzt  batten,  wahlen 
moge,  wird  die  Bewegung  innerhalb  des  Bezirks  als  wirbel- 
frei  bezeicbnet.  Trifft  dasselbe  Kennzeicben  aucb  nocb  zu 
fiir  jeden  Bezirk,  den  man  abgrenzen  mag  und  aucb  fiir  den 
ganzen  von  der  Fliissigkeit  eingenommenen  Raum,  so  ist  die 

Bewegung  iiberall  wirbelfrei.  In  Form  der  Gleicbung 

o 


(215) 


0 

die  sicb  auf  einen  beliebigen,  vom  Anfangspunkte  0  ausgebenden 
und  nacb  diesem  wieder  zuriickfiihrenden  Integrationsweg  be- 
ziebt,  lasst  sicb  demnacb  die  Bedingung,  der  die  wirbelfreie 
Bewegung  geniigen  muss,  in  einfachster  Weise  aussprecben. 

Warum  man  diese  besondere  Art  der  Wasserbewegung 
als  eine  „wirbelfreie^  bezeicbnet,  ergiebt  sicb  aus  einer  ein- 
fachen  Betrachtung.  In  der  Umgangsspracbe  bezeicbnet  man 
als  „Wasserwirbel“  eine  Bewegungsform,  bei  der  die  einzelnen 
Wassertheilchen  in  sich  zuriicklaufende  Babnen  beschreiben. 
Allgemein  bekannt  ist  die  Erscbeinung  aus  der  Beobacbtung 
der  Stromung  in  Flusslaufen,  bei  der  sicb  namentlich  in  der 
Nahe  von  Bewegungshindernissen,  etwa  von  Briickenpfeilern, 
leicbt  Wirbel  ausbilden,  die  sicb  an  den  Bewegungen  kleiner 
Korper,  die  von  dem  Wasser  mitgefiihrt  werden,  leicbt  erkennen 
lassen.  Es  macht  dabei  aucb  nicbts  aus,  wenn  zu  dieser  wir- 
belnden  Bewegung  nocb  andere  Bewegungscomponenten  hinzu- 
treten,  die  etwa  den  Wirbel  flussabwarts  fiibren.  Bescbrankt 
sicb  die  Wasserbewegung  auf  die  Bewegung  langs  geschlossener 
Babnen  und  wahlt  man  eine  dieser  Babnen  als  den  Integra- 
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tionsweg  fur  die  Bildung  des  Linienintegrals  von  so  istr 
dieses  jedenfalls  positiv,  da  b  mit  cU  uberall  gleicbgericbtet- 
ist.  Die  in  Gl.  (215)  als  Kennzeicben  fur  die  wirbelfreie  Be- 
wegung  aufgesteHte  Bedingung  ist  daber  im  vorliegenden  ein- 
facbsten  Falle  scbon  in  bester  Uebereinstimmung  mit  dem 
gewobnlicben  Spracbgebraucbe.  Wir  bemerkten  aber  scbonr 
dass  zu  der  wirbelnden  Bewegung  aucb  nocb  andere  Be- 
wegungscomponenten  binzutreten  konnen,  die  zu  den  Wirbeln 
selbst  nicbts  beitragen.  Diesem  TJmstande  tragt  die  vorher 
aufgesteHte  Definition  Recbnung.  Sie  weist  uns  an,  jeden  ge- 
scblossenen  Integrationsweg  gewissermaassen  als  wirb elver- 
da  chtig  zu  betracbten.  Zu  einer  in  sicb  langs  einer  solcben 
Babn  zurficklaufenden  Bewegung  tragen  nur  jene  Geschwindig- 
keitscomponenten  etwas  bei,  die  uberall  in  die  Babnricbtung 
fallen  und  nur  diese  sind  es  auch  in  der  That,  die  in  dem 
inneren  Produkte  t \d%  zur  Geltung  kommen.  Hat  also  das 
Linienintegral  von  h  einen  von  Null  verscbiedenen  Wertb,  so 
zeigt  dies  wenigstens  einen  Ueberschuss  der  tangentialen  Be- 
wegungscomponenten  in  einem  Umlaufssinne  fiber  die  im  ent- 
gegengesetzten  Sinne  an  und  man  kann  sagen,  dass  im  Ganzen 
genommen  die  Wasserbewegung  mit  einem  bestimmten  Umlauf- 
sinne  langs  des  Integrationswegs  fibereinstimmt.  —  Freilicb 
ist  das  durcb  Gl.  (215)  angegebene  Kennzeiclien  mit  dem  Be- 
griffe  der  Wirbelbewegung  in  der  IJmgangsspracbe,  der  keine 
strenge  Abgrenzung  besitzt,  nicbt  geradezu  identiscli;  es  wider- 
spricht  ibm  aber  nirgends  und  kann  als  eine  Ver- 
feinerung  oder  als  eine  scbarfere  Fassung  dieses  Be- 
griff  es  betracbtet  werden.  Bei  der  wissenscbaftlichen 
Untersucbung  einer  allgemein  bekannten  und  vom  Volks- 
munde  nacb  seiner  Art  scbon  beschriebenen  Erscbeinung  ist 
man  nur  selten  in  der  glficklichen  Lage,  wie  bier,  obne  Wei- 
teres  an  den  gewobnlicben  Spracbgebraucb  anknfipfen  zu  konnen, 
namlicb  obne  zuvor  entweder  eine  vollstandige  Umwertbung 
der  Worte  oder  eine  Neubildung  von  Worten,  die  man  dann 
meist  fremden  Spracben  entnimmt,  vomebmen  zu  mfissen. 

Zur  Yermeidung  von  Missverstandnissen  betracbte  icb  nocb 
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die  Bewegung  einer  Fliissigkeit  langs  eines  riugformig  in  sich 
geschlossenen  llohres.  Die  Bewegung  kann  in  diesem  FaUe 
so  erfolgen,  dass  etwa  fur  jeden  kugelformigen  Bezirk,  den 
man  im  Innem  der  Fliissigkeit  abgrenzen  mag,  Gl.  (215) 
erfiillt  1st.  Fur  einen  Integrationsweg,  der  dem  Rohre  folgt 
und  sich  in  dieser  Weise  schliesst,  ist  sie  aber  naturlich  nicht 
erfiillt.  Der  Grand  fur  den  scheinbaren  Widerspruch  liegt 
darin,  dass  der  Sitz  des  Wirbels  in  diesem  Falle  an  den 
Fliissigkeitsgrenzen  liegt.  Im  Ganzen  genommen  ist  die  Be¬ 
wegung  jedenfalls  nicht  wirbelfrei,  wenn  sie  auch  fur  jeden 
einfach  zusammenhangenden  Bezirk  im  Innem  der  Fliissigkeit, 
wirbelfrei  sein  kann. 

Die  allgemeinste  Bewegung  einer  Fliissigkeit  ist  natiirlicb 
eine  solche;  mit  der  Wirbel  verbunden  sind;  die  wirbelfreie 
Bewegung  stellt  nur  einen  besonders  einfacben  Ausnabmefall 
dar.  (xanz  streng  ist  die  Bedingung  der  Wirbelfreiheit  bei 
einer  wirklichen  Wasserbewegung  iiberhaupt  niemals  erfiillt. 
Die  Bewegung  kann  sich  aber  der  wirbelfreien  unter  gewissen 
Umstanden  sehr  niihern  und  es  ist  daher  von  Interesse,  die 
Gresetze  dieser  einfachsten  Bewegungsart  kennen  zu  lemen.  In 
der  That  beziehen  sich  auch  ihrem  Umfange  nach  die  meisten 
Unter suchungen  der  heutigen  Hydrodynamik  auf  die  wirbel¬ 
freie  Bewegung.  Dass  eine  solche  Abgrenzung  des  Unter- 
suchungsgebiets  moglich  und  in  sich  einwandfrei  ist7  beruht 
iibrigens  auf  einem  von  Lagrange  aufgestellten  Satze7  zu 
des  sen  Beweis  ich  bald  iibergehen  werde. 

Vorher  erinnere  ich  noch  an  die  den  vorausgehenden  ganz 
ahnlichen  Betrachtungen  des  ersten  Abschnittes  iiber  die  Kraft- 
felder.  An  die  Stelle  des  Linienintegrals  der  Kraft  ist  hier 
nur  das  Linienintegral  der  Greschwindigkeit  getreten;  wahrend 
sich  sonst  nichts  geandert  hat.  Es  ist  daher  nicht  nothig7  die 
in  §  3  durchgefiihrten  Betrachtungen  iiber  das  Potential  hier 
nochmals  zu  wiederholen;  wir  konnen  vielmehr  die  Schlusse, 
zu  denen  wir  damals  gelangten;  auf  den  jetzt  vorliegenden  Fall 
ohne  Weiteres  iibertragen.  Von  diesen  ist  fiir  uns  namentlich 
von  Wichtigkeit;  dass  sich  im  wirbelfreien.  Felde  der  Vektor 
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des  Feldes  durch  Differentiation  aus  einer  richtungslosen  Grosse 
ableiten  lasst,  die  friiher  als  das  Potential  des  Kraftfeldes  be- 
zeichnet  wurde.  Auch  bei  der  wirbelfreien  Wasserbewegung 
muss  sich  aus  denselben  Grtinclen  wie  damals  zu  jedem  Punkte 
des  Raumes  in  einem  gegebenen  Augenblicke  eine  Grosse  oline 
Ricbtung  angeben  lassen,  aus  der  die  Geschwindigkeitscompo- 
nente  nacb  irgend  einer  Ricbtung  durch  Differentiation  nach 
dieser  Ricbtung  abgeleitet  werden  kann.  Man  bezeicbnet  diese 
Grosse,  uni  die  enge  Verwandtschaft  mit  den  friiheren  Be- 
tracbtungen  uber  die  Kraftfelder  ausdrucklich  hervorzuheben, 
als  das  Gescbwindigkeitsp otential,  obscbon  die  spracb- 
licbe  Herkunft  des  Wortes  Potential  mit  der  Verwendung,  die 
das  Wort  bier  findet,  kaum  nocb  etwas  zu  tkun  hat.  Das 
Gescbwindigkeitspotential  sei  in  der  Folge  stets  mit  be¬ 
zeicbnet  5  ich  setze  dann 


dx 7 


v: 


fj<l>  _ o  <1> 

dy7  ds 


(216) 


Hier  findet  freilicb  eine  Ab  weichung  imVorzeichen 
von  den  fruberen  Festsetzungen  Tiber  das  Potential 
der  Kraftfelder  (vgl.  Gl.  (12),  S.  22)  statt.  Damals  war 
es  mir  von  Wicbtigkeit,  an  dem  negativen  Yorzeicben  des 
Differentialquotienten  des  Potentials  festzuhalten,  weil  das  Po¬ 
tential  des  Kraftfeldes  nur  bei  dieser  Yorzeichenfestsetzung 
mit  der  potentiellen  Energie  des  Feldes  gleicbbedeutend  werden 
kann.  Beim  Gescbwindigkeitspotential  fallt  aber  ein  solcber 
bestimmender  Grund  weg  und  wir  konnen  uns  daber  das  Vor- 
zeicben  von  &  von  vornberein  so  gewahlt  denken,  dass  die 
Differentialquotienten,  ‘  ohne  dass  ein  Yorzeicben wecbsel  voraus- 
zugeben  brauchte,  unmittelbar  die  Gescbwindigkeitscomponenten 
angeben.  In  der  That  ist  es  allgemeiner  Braucb,  das  Gescbwindig¬ 
keitspotential  mit  der  durch  die  Gl.  (216)  bereits  zum  Aus- 
drucke  gebracbten  Yorzeichenfestsetzung  zu  benutzen.  Vielleicht 
ware  es  ja  besser,  an  der  bei  den  Kraftfeldern  getroffenen 
Wahl  der  Gleichmassigkeit  wegen  auch  bier  festzuhalten  und 
icb  war  auch  zuerst  im  Zweifel ,  ob  ich  dies  nicbt  thun 
sollte.  Da  aber  auf  diese  Wahl  schliesslich  obnebin  nicbt 
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viel  ankommt,  habe  ich  eine  Abweickung  vom  Herkommen 
yermieden. 

Differentiirt  man  die  erste  der  Gl.  (216)  nack  y  und  die 
zweite  nack  x  und  subtrakirt,  so  erkalt  man 

d  ^^2  A 

dy  dx~K} 

und  dazu  treten  nock  zwei  andere  Gleichungen,  die  in  der- 
selben  Weise  gewonnen  werden  koimen.  Diese  Gleickungen 
geben  die  Bedingung  an,  der  die  Gesckwindigkeitscomponenten 
geniigen  miissen,  wenn  ein  Gesckwindigkeitspotential  besteken 
soil.  Damit  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Bedingung 
fur  die .  wirbelfreie  Bewegung  nock  in  anderer  Form  aus- 
zusprecken,  als  dies  sckon  mit  Hiilfe  des  Linienintegrals  in 
Gl.  (215)  gesckeken  war.  Man  bilde  namlick  eine  gericktete 
Grosse  to,  deren  Componenten  nack  den  Axenricktungen  gleick 
den  Differenzen  yon  Differentialquotienten  sind,  die  in  dem 
yorausgekenden  Ausdrucke  vorkommjm,  namlick 


Die  Grosse  in  wird  nur  dann  zu  Null,  wenn  alle  drei 
Componenten  fiir  sick  yersckwinden.  Wenn  ein  Gesckwindig¬ 
keitspotential  besteken  soil,  also  wenn  die  Bewegung  wirbelfrei 
sein  soli,  miissen  aber  diese  Componenten,  wie  aus  dem  Ver- 
gleicke  mit  den  Gl.  (216)  heryorgekt,  sammtlick  zu  Null 
werden.  Als  Bedingung  fiir  die  wirbelfreie  Wasserbewegung 
kann  man  daher  auck  die  Gleickung 

m  =  0  (218) 

an  Stelle  yon  Gl.  (215)  aufstellen.  Jedenfalls  ist  diese  Be¬ 
dingung  eine  notkwendige;  dass  sie  auck  kinreickend  ist,  lasst 
sick  aus  den  yorkergekenden  Betracktungen  nock  nickt  er- 
kennen.  Da  dieser  Nackweis  fiir  die  Folge  nickt  notkig  ist, 
werde  ick  davon  abseken,  ikn  hier  ebenfalls  zu  fiikren;  Nakeres 
dariiber  findet  man  in  meiner  „Geometrie  der  Wirbelfelder“ 
Nur  dies  mockte  ick  nock  erwaknen,  dass  man  mit  Hiilfe 
eines  yon  Stokes  aufgestellten  Satzes  den . unmittelbaren  Zu- 
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sammenhang  zwischen  den  Gl.  (215)  nnd  (218)  in  einfachster 
Weise  erkennen  kann. 

Wenn  das  Feld  nicbt  wirbelfrei  ist,  entsteht  das 
Bediirfniss  nach  einem  Maasse  fiir  den  Wirbel,  oder 
yielleieht  besser  gesagt,  nacb  einem  Maasse  daflir,  in 
welcliem  Grade  und  in  welcber  Art  die  Bewegung  von 
der  wirbelfreien  abweicht.  Hierzu  kann  die  durch 
Gl.  (217)  definirte  gericbtete  Grosse  to  obne  Weiteres 
beniitzt  werden,  da  ihr  Yerschwinden  die  Bedingung 
fiir  das  Nhchtyorhandensein  von  Wirbeln  innerhalb 
eines  Bezirks  bildet,  der  der  grade  betracbteten  Stelle 
eng  benachbart  ist.  An  Stelle  der  Grosse  to  selbst  kann 
aucbi  irgend  ein  Yielfacbes  dayon  als  Maass  des  Wirbels  be- 
nutzt  werden.  Helmholtz,  dem  man  die  ersten  Untersuchungen 
liber  die  Wirbelbewegungen  yerdankt;  bat  dazu  die  Halfte  yon 
to  gewaklt,  ans  einem  Grunde,  anf  den  icb  hier  nicbt  weiter 
einzugeben  brancbe. 

Die  grosse  Bedentnng  des  Wirbelbegriffes  beschrankt  sich 
iibrigens  nicbt  auf  die  Hydrodynamik,  sondern  sie  tritt  in  der 
Elektricitatslebre  fast  nocb  mebr  beryor.  Es  bat  sicb  daber 
die  Nothwendigkeit  herausgestellt,  eine  einfacbe  Bezeicbmung 
fiir  den  analytiscben  Znsammenbang  zwischen  dem  Wirbel  to 
nnd  der  Geschwindigkeit  0  einznfiibren.  Gl.  (217)  gestattet 
zunachst,  to  unter  Zugrnndelegung  eines  Coordinatensy stems 
zu  berechnen,  wenn  0  iiberall  gegeben  ist.  Ans  der  pkysika- 
liscben  Bedentnng  des  Yektors  to  folgt  aber  schon,  dass  to 
yon  der  besonderen  Wahl  des  Coordinatensystems  unabliangig 
sein  muss.  Es  ist  daber  zweckmassiger,  bei  der  Angabe  des 
Zusammenhangs  zwiscben  to  nnd  0  die  Bezngnabme  auf  ein 
Coordinatensystem  zn  yermeiden.  Man  nennt  to  den  Quirl 
yon  to,  nnd  setzt  mit  Benutzung  der  nrspriinglichen  engliscben 
(yon  Maxwell  eingefiibrten)  Bezeicbnnng 

to  =  curl  0  (219) 

(curl  =  Quirl).  Bei  der  wirklichen  Ansrecbnnng  yon  to  ist 
man  freilicb  sebr  oft  genothigt,  anf  die  mit  Gl.  (219)  gleich- 
bedentenden  Gl.  (217)  wieder  zuriickzugehen. 
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§  40.  Allgemeine  Integration  der  Bewegungsgleicliungen 
fur  die  wirbelfreie  Bewegung. 

Die  Euler’scben  bydrodynamiscben  Gleicbungen  werden 
fur  den  Fall  der  wirbelfreien  Bewegung  am  besten  so  um- 
geformt,  dass  alle  Gescbwindigkeitscomponenten  im  Gescbwin- 
digkeitspotentiale  0  mit  Hiilfe  der  Gl.  (216)  ausgedriickt 
werden.  Sie  vereinfacben  sick  dann  erbeblich.  Die  Continui- 
tatsgleichung  (206)  nimmt  dann  die  Form 


d*$  ,  d-$ 
dx 2  '  dy 2 


^=0 
o  -  \J 

OZ- 


an;  wofiir  man  mit  Benutzung  des  scbon  von  friiber  ber  be- 
kannten  Laplace’scben  Operators  V2  kiirzer 

V23>  =  0  (221) 

scbreiben  kann.  Ferner  findet  man  fiir  den  in  Gl.  (210)  an- 
gegebenen  Ausdruck  fiir  die  Bescbleunigungscomponente  in 
der  X-Axe,  namlicb 


dvx  dvx  -  dv1 

dt  dt  ‘  Vl  dx 


d  ,  d  vx 

Vo  “ -  -T-  V Q  “ — 

*  oy  1  6  oz 


nacb  Einsetzen  von 


dvi  _  d2_®  ,  d$  ,  d@  d^®_  > 

dt  dxdt  ‘  ox  dx2  ?T  dy  dxdy  '  dz  dxdz 

Die  drei  letzten  Glieder  in  diesem  Ausdrucke  bilden  den 
partiellen  Differential  quo  tienten  nacb  x  von 


wenn  fo  wieder  die  Gesammtgescbwindigkeit  an  der  betreffenden 
Stelle  nacb  Grosse  und  Richtung  bedeutet,  wobei  man  beachten 
moge,  dass  das  (Quadrat  (oder  das  innere  Produkt  mit  sicb 
selbst)  einer  gericbteten  Grosse  eine  Grosse  obne  Ricbtung 
angiebt.  Setzt  man  dies  ein;  so  erbalt  man  die  erste  der  drei 
folgenden  Gleichungen 
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dv1 

dt 

dt 

dt 


•*}  1 


dx  1  dt 

±[3*  + 1 

dy  \dt  ^  2  0 

A/_ 

dz  1  dt  1  2 


84  +  l»!) 


(222) 


Die  in  Gl.  (213)  znsammengestellten  Euler’schen  Glei- 
chungen  gehen  nun  —  immer  nnter  der  Voraussetzung,  dass 
die  aussere  Massenkraft  von  einem  Potentiale  V  abgeleitet 
werden  kann  —  iiber  in 


d 

^  dx 
d 

V'Ty 

d 


--f^y+p) 

-~h(y+p). 


(223) 


Da  nun  y  fur  die  raumbestandige  Fliissigkeit,  um  die  es 
sick  bei  diesen  Betracbt ungen  allein  handelt,  constant  ist, 
lassen  sick  die  Gl.  (223)  zu  einer  einzigen  Integralgleickung 
zusammenfassen.  Sie  sprecken  ja  in  der  That  nur  aus,  dass 
sich  die  Grossen,  deren  Differentialquotienten  nack  x,  y  und  z 
mit  einander  ubereinstimmen,  nur  um  eine  Grosse  von  ein- 
ander  untersckeiden  konmen,  die  von  diesen  Veranderlichen 
unabh*angig  ist,  wakrend  sie  von  t  abkangig  sein  kann.  Be- 
zeicknen  wir  diese  Grosse  mit  f(t),  so  liefert  die  Integration 
der  Gl.  (223)  ♦ 

f 1  { H — §“ t|2}  +  ^r+i5  =  /'(0-  (2^4) 

Besonders  einfach  gestaltet  sick  diese  Beziekung  bei  der 
stationaren  Fliissigkeitsstromung,  also  bei  einer  Bewegung,  die 
sick  dauernd  in  der  gleicken  Weise  fortsetzt.  Damn  sind  D, 
p  zwar  immer  nock  mit  dem  Orte  veranderlich,  an  jedem 
Punkte  des  festen  Raumes  bleiben  sie  aber  der  Zeit  nack  con¬ 
stant.  Der  Differentialquotient  von  <2>  verschwindet  damn  in 
der  vorausgekenden  Gleichung  und  auck  f(t)  muss  der  Zeit 
nack  constant,  also  uberhaupt  eine  Constante  sein,  weil  alle 


§  40.  Allgemeine  Integration  der  Bewegungsgleichungen  etc.  383 

iibrigen  in  der  Gleichung  vorkommenden  Grossen  von  t  unab- 
hangig  sind.  Fiir  die  stationare  wirbelfreie  Stromung  bat  man 
daber  die  einfacbe  Beziehung 

l  ntJS!+  F+jj  =  C  (225) 

oder  in  Worten:  dieSumme  ans  der  kinetiscben  Energie, 
deni  Potentiate  der  ausseren  Krafte  (d.  b.  der  poten- 
tiellen  Energie)  und  dem  Flussigkeitsdrucke  bat  zu 
jeder  Zeit  und  fiir  alle  Stellen  des  Raumes  denselben 
Werth,  wenn  man  diese  Grossen  auf  die  Raumeinheit  bezw. 
auf  die  Flacbeneinbeit  beziebt.  Dieses  Resultat  stimmt  nahezu 
uberein  mit  einem,,  das  scbon  im  ersten  Bande  §  56  auf  viel 
einfacberem  Wege  gefunden  und  durcb  Gl.  (139),  2.  Anfl.;  aus- 
gedriickt  wurde.  In  einer  Hinsicbt  besteht  indessen  zwiscben 
beiden  Resultaten  docb  ein  sebr  wesentlicher  Unterschied. 
Das  frubere  Resultat  gait  nur  fiir  die  Veranderlicbkeit  des 
Druckes  in  deni  gleichen  Stromfaden  und  es  bleibt  in 
diesem  begrenzten  Umfange,  wie  aus  der  Ableitung  hervor- 
gebt,  aucb  dann  noch  gliltig,  wenn  die  Bewegung  nicbt  wirbel- 
frei  ist,  falls  dabei  nur  von  der  Fliissigkeitsreibung  abgesehen 
werden  kann.  Gl.  (225)  ist  insofern  viel  allgemeiner  gultig, 
als  sie  die  Veranderlicbkeit  des  Druckes  aucb  dann  nocb  an- 
giebt,  wenn  man  von  einem  Punkte  eines  Stromfadens  zu  einem 
Punkte  irgend  eines  anderen  Stromfadens  iibergebt. 
Andererseits  ist  dagegen  die  Giiltigkeit  dieser  erweiterten  Be¬ 
ziebung  an  die  Bedingung  gekniipft,  dass  die  Bewegung  wirbel- 
frei  ist.  Icb  bitte  auf  diesen  wesentlicben  Unterscbied  sorg- 
faltig  zu  acbten;  da  der  Zusammenhang  zwischen  kinetiscber 
Energie,  potentieller  Energie  und  Fliissigkeitsdruck  bei  der 
Tbeorie  der  bydrauliscben  Motoren  in  der  tbeoretiscben  Ma- 
scbinenlebre  sebr  baufig  zum  Ausgangspunkte  der  ganzen  Ent- 
wickelung  gemacbt  wird. 

Scbliesslicb  gebe  icb  bier  noch  den  Beweis  fur  den  scbon 
im  vorigen  Paragrapben  erwahnten  Satz  von  Lagrange.  Dazu 
berecbne  icb  die  Veranderungen,  die  die  Geschwindigkeits- 
Componenten  an  irgend  einer  fest  angenommenen  Stelle  des 


384  Fiinfter  Abscknitt.  Hydrodynamik. 


Raumes  im  Laufe  der  Zeit  erfahren.  Zunachst  hat  man  nach 
01.  (211) 


oder  auch  nach  den  Gleichnngen  (213) ,  indem  man  fur  die 
Beschleunigung-Componente  ihren  Werth  nach  der  dyna- 

mischen  Grundgleichung  einsetzt  und  dabei  annimmt,  dass  sich 
die  aussere  Massenkraft  yon  einem  Potentiale  V  ableiten  lasse, 


ft 


J  U  (F+^)  —  (®1 


Dies  gilt  noch  allgemein:  anch  fur  die  Wirbelbewegung. 
Setzt  man  aber  nun  ferner  yoraus ;  dass  in  einem  bestimmten 
Augenblicke,  der  zum  Ausgangspunkte  der  Untersuchung  ge- 
wahlt  wird,  die  Bewegung  im  ganzen  Raume  wirbelfrei  war, 
so  folgt  aus  der  yorhergehenden  Gleichung,  dass  sie  auch 
weiterhin  wirbelfrei  bleiben  mnss.  Jedenfalls  kann  man  nam- 
lich  unter  der  genannten  Yoraussetzung  die  Oeschwindigkeiten 
zu  Anfang  der  Zeit  aus  einem  Potentiale  0  ableiten,  womit 
die  yorige  Oleichung  iibergeht  in 

cv1  =  _  1  J_  ,y  ,  \  _  (0j>  m  I  2?  . 

ft  pox'  ~1~  ycx  “T"  0y  fxdy'dz  fxfzj 


d  x 


-o(|(F+i>)  +  y“!) 


und  entsprechende  Oleichungen  gelten  auch  fur  die  Aende- 
rungen  yon  va  und  rs  mit  der  Zeit.  Damit  ist  aber  gezeigt, 
dass  sich  auch  nach  Ablauf  ernes  Zeitelementes  dt  die  Ge- 
schwindigkeits-Componenten  immer  noch  yon  einem  Geschwin- 
digkeitspotentiale  ableiten  lassen  und  zwar  hat  das  Potential 
alsdann  den  Werth 


®  +  d0==0  —  (A.  (F  +  P)  +  -A  dt, 
denn  hieraus  folgt  in  der  That  der  vorher  aufgestellte  Werth 
von  ebenso  auch  der  von  und  von  Afs.  Wenn  sich 
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die  Geschwindigkeiten  nach  dt  aber  immer  noch  you  einem 
Potentiale  ableiten  lassen,  so  ist  die  Bewegung  aucb  noch 
wirbelfrei  geblieben.  —  Was  ferner  von  dem  einen  Zeit- 
elemente  dt  gilt,  lasst  sich  ebenso  auf  alle  folgenden  iiber- 
tragen  und  die  Bewegung  muss  daher  immer  wirbelfrei  bleiben. 
Damit  ist  der  Satz  von  Lagrange  bewiesen,  der  noch  in  den 
Worten  ausgesprochen  werden  soil: 

Wenn  die  Bewegung"  einer  raumbestandigen  und 
reibungsfreien  Fliissigkeit,  auf  die  von  aussen  her 
nur  solche  Massenkrafte  einwirken,  die  sich  (wie  das 
Gewicht)  von  einem  Potentiale  ableiten  lassen,  zu 
irgend  einer  Zeit  wirbelfrei  war,  so  bleibt  sie  auch 
weiterhin  wirbelfrei. 

Erst  durch  diesen  Satz  erlangen  die  Untersuchungen  iiber 
die  wirbelfreie  Bewegung  die  ihr  in  der  Hydro  dynamik  mit 
Recht  eingeraumte  Bedeutung.  Es  ist  nur  zu  billigen,  dass 
man  sich  zunachst  Rechenschaft  dariiber  zu  geben  sucht,  was 
geschehen,miisste,  wenn  die  Zahigkeit  nicht  in  Betracht  kame. 
Man  darf  dabei  freilich  nicht  vergessen,  dass  keine  genaue 
Uebereinstimmung  zwischen  diesem  einfachsten  Falle  und  dem 
wirklichen  Bewegungsvorgange  erwartet  werden  kann.  Da  man 
wegen  des  Bestehens  eines  Geschwindigkeitspotentials  die 
Untersuchungen  iiber  die  wirbelfreie  Bewegung  weit  einfacher 
durchfiihren  kann,  als  im  anderen  Falle,  gelangt  man  indessen 
mit  verhaltnissmassig  geringer  Muhe  zu  Resultaten,  die  zwar 
nicht  als  genau  angesehen  werden  diirfen,  die  »aber 
wegen  des  Yergleichs,  den  sie  gestatten,  immerhin  sehr  zu 
schatzen  sind. 

§  41.  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  vollkommenen 
Fliissigkeit. 

Ein  fester  kugelformiger  Korper  moge  sich  in  einer 
Fliissigkeit  gradlinig  mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegen. 
Es  fragt  sich,  was  fiir  eine  Kraft  von  aussen  her  an  ihm 
wirken  muss,  um  diese  Bewegung  zu  Stande  zu  bringen.  Dabei 
soli  angenommen  werden,  dass  sich  der  Korper  hinlanglich 
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weit  von  den  Grenzflacben  der  Fliissigkeit  entfernt  befindet, 
um  den  Einflnss  benacbbarter  Wande  u.  s.  f.  yernacblassigen 
zu  konnen.  Wir  driicken  diese  Yoraussetzung  am  einfachsten 
dabin  aus;  dass  wir  die  Fliissigkeit  nach  alien  Seiten  bin  als 
unbegrenzt  anseben.  In  grosserer  Entfernung  von  der  sicb 
bewegenden  Kugel  soil  die  Fliissigkeit  ruben;  in  der  Nacbbar- 
scbaft  der  Kugel  treten  natiirlicb  Stromungen  auf,  da  die 
Fliissigkeit  der  Kugel  wabrend  ibres  Fortscbreitens  vom  aus- 
weicben  muss,  wabrend  sie  sicb  binter  ibr  wieder  zusammen- 
scbliesst. 

Wenn  die  Kugel  in  Rube  ware,  wiirde  die  Fliissigkeit 
einen  bydrostatiscben  Auftrieb  an  ibr  ausiiben  und  es  miisste 
daber,  um  sie  in  Rube  zu  erbalten,  eine  lotbrecbte  Kraft  an 
ibr  angebracbt  werden,  die  mit  dem  Gewicbte  der  Kugel  und 
dem  bydrostatiscben  Auftriebe  Gleichgewicbt  berstellte.  Denken 
wir  uns  nachher  die  Kugel  in  borizontaler  Ricbtung  durcb  die 
Fliissigkeit  bewegt,  so  wird  immer  nocb,  um  ein  Yerscbieben 
in  der  lotbrecbten  Ricbtung  zu  yerbiiten,  durch  eine  aussere 
Kraft  Gleicbgewicbt  zwiscben  dem  Auftriebe  und  dem  Kugel- 
gewicbte  bergestellt  werden  miissen.  Diese  Kraft  ist  einfacb 
zu  ermitteln  und  sie  interessirt  uns  bier  weiter  nicbt;  yon 
Interesse  ist  fiir  uns  nur  die  Kraft ;  die  man  in  der  Be- 
wegungsricbtung  aufwenden  muss;  um  den  Widerstand  der 
Fliissigkeit  gegen  die  Bewegung  zu  iiberwinden.  Wir  wollen 
uns  dessbalb  die  Kugel  yon  vomberein  yon  gleicbein  sped- 
fiscbem  Gewicbte  mit  dem  Wasser  yorstellen,  so  dass  sie  im 
Rubezustande  darin  yon  selbst  scbwimmt.  Wir  konnen  danri 
yon  der  Einwirkung  der  Scbwerkraft  auf  die  Kugel  und  die 
Fliissigkeit  ganz  abgeseben;  der  Vorgang  erfolgt  so;  als  wenn 
die  Schwere  iiberbaupt  nicbt  yorbanden  ware. 

Wenn  die  Aufgabe  in  dieser  Weise  gestellt  wird,  liaben 
wir  es  nicbt  mit  einer  stationaren  Stromung  zu  tbun,  da  die 
Gescbwindigkeit  der  Fliissigkeit  in  einem  bestimmten  Punkte 
des  festen  Raumes  wecbselt,  wenn  die  Kugel  auf  ibrer  Babn 
forts cbreitet.  Relatiy  zu  einem  Raume,  der  sicb  mit  der  Kugel 
obne  Drebung  gleicbformig  weiter  bewegt,  wird  die  Bewegung 
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dagegen,  nacbdem  sie  sclion  langere  Zeit  angedauert  hat7  sta 
tionar  sein.  Man  vereinfacht  daher  die  Aufgabe7  wenn  man 
die  Bewegnng  von  einem  solchen  Raume  aus  beobacbtet;  Zu- 
satzkrafte  der  Relatiybewegung  braucben  dabei  nicbt  angebraeht 
zu  werden,  da  sicb  der  Raum  weder  dreht7  noch  eine  Trans- 
lationsbescbleunigung  besitzt.  Einfacber  lasst  sicb  dies  auch 
dabin  ausdriicken,  dass  man  sicb  die  Kugel  von  vornherein  an 
ibrer  Stelle  festgebalten  denkt7  wabrend  die  Fltissigkeit  an  ihr 
yoruberstromt.  Man  kann  sicb  die  Kugel  etwa  in  das  Wasser 
eines  Plusses  versenkt  denken;  so  dass  sie  hinreichend  weit 
yon  dem  Umfange  des  Flussbettes  nnd  der  Wasseroberflache 
entfemt  bleibt.  Bewegte  sicb  das  Wasser  an  dieser  Stelle  vor 
dem  Einsenken  der  Kugel  gleicbformig7  so  namlich7  dass  die 
Grescbwindigkeit  b  sowobl  dem  Orte  als  der  Zeit  naoh  in 
diesem  Bezirke  constant  war;  so  wird  dieselbe  Kraft  an  der 
Kugel  angebracbt  werden  miissen,  um  sie  vor  dem  Portreissen 
mit  der  Stromung  zu  scbutzen,  als  wenn  das  Wasser  ruhte 
und  die  Kugel  sicb  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  eonstanter 
Grescbwindigkeit  bewegte.  In  dieser  Form  lasst  sicb  die  Auf- 
gabe  am  einfacbsten  weiter  bebandeln. 

Wir  betracbten  die  Fliissigkeit  als  reibungsfrei  und 
nebmen  biermit  zugleicb  an7  dass  die  Bewegnng  wirbelf rei 
sei.  Die  Wasserstromung  ist  dann  yollstandig  bekannt7  worm 
man  das  yon  der  Zeit  unabbangige  Greschwindigke  its} )  otenti  al 
0  anzugeben  yermag.  Da  das  Problem  durcb  die  auferlegteu 
Bedingungen  pbysikaliscb  yollstandig  bestimmt  ist;  muss  auch 
0  bis  auf  eine  willkiirlicbe  Constante7  die  man  ibm  nacb  Be 
lieben  zufugen  darf;  obne  an  den  daraus  abgeleiteten  (tesohwin- 
digkeits comp onenten  etwas  zu  andern;  yollstandig  bestimmt 
sein.  Falls  man  daber  eiuen  Ausdruck  von  <0  kennt7  der 
alien  Bedingungen  geniigt,  ist  dieser  —  abgesehen  von  j  enter 
willkiirlicben  Constanten  —  der  richtige.  Wenn  man  will, 
kann  man  dies  aucb  nocb  strenger  beweisen,  indem  man  zuerst 
annimmt7  es  waren  zwei  Wertbe  yon  0  moglicb,  die  alien  Be¬ 
dingungen  genugten;  dann  ibre  Differenz  bildet  nnd  zeigt,  dass 
diese  notbwendig  eine  Constante  sein  muss. 
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Diricblet  liat  den  Ansdrnck  yon  &,  der  den  Be- 
dingungen  unserer  Aufgabe  geniigt,  gefunden,  namlicb 

&  =  a#  ^“3  -f-  *  (226 ) 

Dabei  ist  angenommen,  dass  die  positive  X-Axe  in  jene 
Ricbtung  gelegt  ist ,  in  der  die  ungestorte  Stromung  der 
Fliissigkeit  erfolgt;  a  ist  die  Gescbwindigkeit  dieser  Stromnng, 
q  der  Radius  der  festgehaltenen  Engel  und  r  die  Entfernung 
jenes  Punktes  in  der  Fliissigkeit,  fur  den  0  durch  Gl.  (226) 
angegeben  wird,  vom  Kugelmittelpunkte,  der  als  Coordinaten- 
ursprung  dient.  Au£  die  Orientirung  der  X-  und  der  E-Axe 
kommt  offenbar  nicbts  an,  da  rings  uni  die  Z- Axe  alles  sym¬ 
metrised  ist.  Fur  r  bat  man  iibrigens  nacb  dem  Pythagoraiscben 
Lebrsatze  die  Gleicbung 

^  =  0*4-0*  +  **  (227) 

mit  deren  Hiilfe  sofort  die  partiellen  Differentialquotienten 

dr  dr  y  dr z 

dx  r  ?  dy  r  }  dz  r 

gebildet  werden  konnen.  TJm  zu  beweisen,  dass  der  fiir  & 
angegebene  Ansdrnck  in  der  Tbat  die  Losung  nnseres  Problems 
bildet,  ermitteln  wir  zunaebst  die  Gescbwindigkeitscomponenten 
die  sicb  darans  ergeben.  Wir  erbalten  mit  Rncksicbt  auf  die 
Gleicbnngen  (228) 


Diese  Gescbwindigkeitscomponenten  mxissen  vor  Allem  der  Con- 
tinuitatsbedingung  genugen.  Urn  dies  zn  priifen,  stellen  wir  die 
Differentialquotienten  nacb  y7  0  auf,  namlicb 
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dvt 

dx 

dy 

dv i 
dz 


«e_‘ 

2  r5 

.3 


*  + 


15  q3 

'  Tr®~ 


d  r 
d  x 


xz  ■■ 


,3  Q3  /5  a2 


—  a 


3e8 


9/.,  „  3  e3  ,  is g3 

+  aT^r 


2  r 7 


a# 


s  (£-»)■ 


Die  Summe  dieser  drei  Differentialquotienten  oder  \/20  muss 
Null  ergeben.  In  der  That  findet  man  aber  beim  Zusammen- 
zablen 


V* 


0  =  az 


3_£_3 

2r'° 


( 


5  x2  +  5  y*  +  5  #2 


und  dies  wird  mit  Riicksicht  auf  Gl.  (227)  identiscb  zu  Null 
Damit  ist  zunachst  gezeigt,  dass  die  durcb  0  angegebene 
Fliissigkeitsbewegung  in  einer  unzusammendruckbaren  Flussig¬ 
keit  geometriscb  moglicb  ist. 

Hierzu  kommen  nocb  die  Grenzbedingungen.  An  der 
Kugeloberflacbe  muss  die  Flussigkeit  der  Kugel  ausweicben, 
d.  b.  die  Gescbwindigkeit  der  Flussigkeit  kann  dort  uberall 
nur  tangential  gericbtet  sein.  Um  dies  zu  untersucben,  denke 
man  sich  an  irgend  einer  Stelle  der  Kugeloberflacbe  eine  Nor- 
male  n  nach  aussen  bin  gezogen.  Die  Gescbwindigkeitscom- 
ponente  in  der  Ricbtung  dieser  Normalen  wird  erhalten,  wenn 
man  0  in  der  Richtung  der  Normalen  differentiirt  und  wenn 
die  Losung  ricbtig  sein  soil,  muss  dieser  Wertb  uberall  gleicb 
Null  sein.  Wir  bilden  den  Differentialquotienten 


d$ 
d  n 


v  + 1)  dJ- 

,2  r®  ‘  Jon 


az 


3  q3  c  r 
2  r4  d  n 


Wenn  man  in  der  Ricbtung  der  Normalen  um  cn  von  der 
Kugelflacbe  weiter  gebt,  wacbst  r  um  cn  und  man  bat  daber 


Projicirt  man  ferner  dn  auf  die  Z- Axe,  so  erbalt  man  das 
zugeborige  dz,  und  da  dn  mit  dem  zur  betreffenden  Stelle 
gezogenen  Radius  r,  dessen  Projektion  z  ist,  gleicbe  Ricbtung 
bat,  bestebt  die  Proportion 

dz  z 
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Setzt  man  diese  Werthe  ein;  so  wird 

ff  -  T  (fe  +  l)  -  "  I?  “  I?  <<>•  +  2,J  -  8  ^ 

und  an  der  Kugeloberflacke  wird  dies  in  der  That  uberall  zu 
Null,  weil  dort  r  =  q  ist. 

Schliesslieh  muss  nock  in  grosserer  (oder  streng  genommea 
in  unendliclier)  Entfernung  von  der  Kugel  die  Fliissigkeit 
uberall  parallel  zur  Z-Axe  mit  der  Geschwindigkeit  a  stromen. 
In  der  That  wird  aber;  wie  man  ans  den  Gleichungen  (229) 
erkennt,  fur  r  =  oo 

i\  =  0;  v2  —  0,  i*3  =  a. 

Die  Fliissigkeit  stromt  demnach  uberall  so,  wie  es  den  geo- 
metrischen  Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht.  Es  bleibt 
jetzt  nur  noch  iibrig,  auf  die  Erfullung  der  aus  der  dyna- 
mischen  Grundgleichung  hervorgegangenen  Euler’schen  Glei- 
chungen  zu  achten.  Fiir  den  Fall  der  stationaren  Stromung 
sind  diese  bereits  in  der  Integralgleichung  (225)  zusammen- 
gefasst.  Da  wir  auf  die  Veranderlichkeit  des  Druckes  mit  der 
Hohe  jetzt  nicht  zu  achten  brauchen,  weil  der  Yorgang,  wie 
bereits  bemerkt,  im  Uebrigen  so  erfolgt,  als  wenn  die  Fliissig- 
keit  und  die  Kugel  der  Schwere  iiberhaupt  nicht  unterworfen 
waren,  konnen  wir  diese  Gleichung  hier  noch  dadurch  *verein- 
fachen,  dass  wir  das  Potential  constant  setzen  und  es  in  die 
Constante  C  mit  einrechnen.  Wir  haben  dann 

=  c. 

In  uneudlicher  Entfernung  von  der  Kugel  wird  to 2  —  a2  und 
wir  erkennen  daraus,  dass  dort  auch  uberall  derselbe  Druck 
herrscht,  so  als  wenn  die  Kugel  nicht  vorhanden  ware.  Be- 
zeiehnen  wir  diesen  Druck  an  den  femen  Grenzen  mit  jpQ?  so 
findet  man  damit  auch  die  Constante  C7  namlich 


und  der  Druck  an  irgend  einer  anderen  Stelle  ist 


(230) 
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Hiennit  ergiebt  sich  auch  der  Druck,  den  die  Fltissigkeit  auf 
irgend  eine  Stelle  der  Kugeloberflacbe  ausiibt;  indem  man 

bildet  und  die  Wertbe  ans  den  Gleicbungen  (229)  einfuhrt, 
wobei  noch  darauf  zu  acbten  ist,  dass  an  der  Kugeloberflache 
r  =  p  zu  setzen  ist  nnd  x  y  z  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Kugelflache  bedeuten.  Ftibrt  man  dies  ans  und  bezeichnet  man 
die  Gescbwindigkeit  irgendwo  in  nacbster  Nabe  der  Kugel- 
flacbe  mit  so  wird 

V-Tf1-?)'  '  W 

Dort,  wo  die  Z- Axe  die  Kugeloberflacbe  scbneidet,  wird  z  =  q 
und  daher  gleich  Null,  was  schon  aus  Symmetriegriinden 
zu  erwarten  war.  Am  grossten  wird  die  Gescbwindigkeit  am 
Aequator  der  Kugel,  der  in  die  XE-Ebene  fallt  und  for  den 
z  =  0  ist.  Die  Fltissigkeit  stromt  dort  mit  der  Geschwindig- 
keit  —  an  der  Kugel  voruber.  Der  Druck  pq  an  der  Kugel- 
flacbe  ist  nacb  Gl.  (230) 

P,  =  Po  +  *£  (9^-5).  (232) 

In  den  Endpunkten  des  in  der  Ricbtung  der  Stromung  ge- 
zogenen  Durcbmessers  nimmt  p^  seinen  grossten  Werth  pmax 
an;  namlich 


und  zwar  wird  der  Druck,  worauf  wohl  zu  acbten  ist,  an  der 
der  Stromung  abgekebrten  Stelle  ebensogross,  als  an  der  der 
Stromung  zugekebrten.  Der  kleinste  Druck  pmin  berrscbt  am 
Aequator  der  Kugel,  namlicb 

5  iia 2 

i^min  ==  Po  3 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  p0  gross  genug  ist,  damit 
positiv  bleibt,  weil  sonst  die  Ausbildung  eines  Hoblraumes 
zu  erwarten  ware. 

Im  Uebrigen  ist  pQ  eine  grade  Function  von  z.  Es  ist 
daber  fur  pQ  gleicbgtiltig,  ob  das  Vorzeicben  yon  z  positiy 
odor  negatiy  ist,  d.  b.  der  Druck  ist  an  entsprechenden  Stellen 
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der  der  Stromung  abgewendeten  Halbkugel  genau  ebensogross, 
als  auf  der  ibr  zugewendeten  Halbkugel.  Daraus  folgt  obne 
Weiteres,  dass  sicb  alle  yon  der  Flxissigkeit  auf  die  Kugel  xiber- 
tragenen  Druckkrafte  im  Gleicbgewicbte  mit  einander  balten. 
Wir  kommen  daber  zu  dem  unerwarteten  Resultate, 
dass  man  xiberbaupt  keine  Kraft  an  der  Kugel  an- 
zubringen  braucbt,  um  sie  bei  der  wirbelfreien  Stro- 
mung  in  der  vollkommenen  Flxissigkeit  an  ibrer  Stelle 
festzubalten;  sie  bleibt  vielmehr  yon  selbst  steben  und  lasst 
die  Flxissigkeit  um  sicb  berumfliessen,  obne  sicb  von  der  Stelle 
zu  riibren. 

Zugleicb  folgt  daraus  aucb,  dass  sicb  der  gradlinig  gleicb- 
formigen  Bewegxing  einer  Kugel  durch  eine  vollkommene  Flxissig- 
keit  kein  Widerstand  entgegensetzt.  Wenn  das  Wasser  eine 
Yollkommene  Flxissigkeit  ware,  braucbte  man  keine  Arbeit  auf- 
zuwenden,  um  darauf  zu  fabren;  nur  zu  Beginn  der  Fabrt 
ware  ein  Anstoss  erforderlicb,  um  die  Anfangsgescbwindigkeit 
berzustellen. 

Das  wirklicbe  Yerbalten  des  Wassers  ist  natxirlicb  ganz 
anders.  Wir  sind  mit  dem  Widerstande,  den  das  Wasser  der 
Fortbewegxmg  eines  in  ibm  scbwimmenden  Korpers  entgegen¬ 
setzt,  so  bekannt,  dass  wir  unwillkxirlicb  geneigt  sind,  diesen 
Widerstand  mit  der  Eigenscbaft  des  Flussigseins  in  Verb  in¬ 
dung  zu  bringen  xind  ibn  daber  aucb  bei  einer  vollkommenen 
Flxissigkeit  vorauszusetzen.  Unsere  Untersucbung  lebrt  uns 
aber,  dass  diese  Meinung  irrig  ist.  Der  Widerstand,  den  das 
Wasser  scbwimmenden  Korpern  entgegensetzt,  kommt  nicbt 
davon  ber,  dass  das  Wasser  an  sicb  ein  flxissiger  Korper  ist, 
sondem  nur  davon,  dass  es  nicbt  vollkommen  fliissig  ist.  Ueber 
solcbe  Fragen  kann  daber  ein  mit  der  Erfabrung  xiberein- 
stimmendes  Resultat  nur  aus  Betracbtxingen  gewonnen  werden, 
die  auf  die  Zabigkeit  des  Wassers  Rxicksicbt  nebmen.  Ich 
mocbte  bier  nur  erwabnen,  dass  man  die  Aufgabe  der  sicb 
durcb  das  Wasser  bewegenden  Kugel  aucb  mit  Berxicksich- 
tigung  der  Zabigkeit  gelost  und  bierbei  gefunden  bat,  dass 
das  Wasser  der  Bewegung  einen  Widerstand  entgegensetze, 
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der  der  Geschwindigkeit  (bei  gleichformiger  Bewegung)  pro¬ 
portional  sei.  In  §  48  wird  man  auch  von  dieser  Unter- 
suchung  eine  kurz  gefasste  Darstellung  linden. 

Dass  die  yollkommene  Fliissigkeit  der  gleichformigen  Be¬ 
wegung  eines  in  ihr  schwirmnenden  Korpers  kein  Hinderniss 
zu  bereiten  yermag,  lasst  sicb  iibrigens  aucb  auf  Grund  einer 
ganz  einfacben  Betrachtung  erkennen.  Ware  ein  solcher  Wider- 
stand  zu  iiberwinden,  so  miisste  an  deni  Korper,  um  ihn  in 
seiner  Bewegung  zu  erhalten,  eine  Arbeit  yon  aussen  her  ge- 
leistet  werden.  Wohin  sollte  aber  diese  Energie  gelangen? 
Bei  der  zahen  Fliissigkeit  wird  Energie  zur  Ueberwindung  der 
inneren  Reibungen  yerbraucht  und  in  Warme  yerwandelt.  Bei 
der  yollkommenen  Fliissigkeit  ist  aber  kein  solcher  Energie- 
aufwand  moglich;  sie  yermag  iiberhaupt  keine  mechanische 
Energie  aufzuzehren,  abgesehen  yon  dem  Falle  eines  Zusammen- 
stosses  mit  endlich  yerschiedenen  Geschwindigkeiten;  bei  dem 
wie  beim  Stosse  fester .  Korper  mechanische  Energie  yemichtet 
werden  konnte.  Dieser  Fall  liegt  aber  hier  nicht  yor.  Auch 
die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  behalt  fortwahrend 
denselben  Werth  und  ins  Unendliche  yermag  sich  ebenfalls  die 
Energie  nicht  zu  zerstreuen.  Da  kein  Energiebedarf  yor- 
liegt,  um  die  Bewegung  zu  unterhalten,  braucht  dem 
bewegten  Korper  auch  keine  Energie  zugefiihrt  zu 
werden,  d.  h.  der  Widerstand  der  Fliissigkeit  ist  gleich 
Null.  Diese  Ueberlegung  hat  zugleich  den  Yortheil,  dass  sie 
die  Giiltigkeit  der  Betrachtung  yon  dem  kugelformigen  Korper 
auf  einen  Korper  yon  beliebiger  Gestalt  erweitert. 

Yor  allem  interessirt  natiirlich  den  Techniker  bei  diesen 
Betrachtungen  der  Widerstand,  den  ein  Schiff  auf  seiner  Fahrt 
findet.  Fiir  ein  unterseeisches  Boot,  das  nicht  zu  nahe  an 
der  Oberflache  schwimmt,  konnten  fiir  die  Bewegung  in  der 
yollkommenen  Fliissigkeit  die  vorausgehenden  Schliisse  ohne 
Weiteres  angewendet  werden.  Bei  einem  gewohnlichen  Schiffe, 
das  nur  zum  Theile  im  Wasser  schwimmt  und  sich  im  Uebrigen 
ini  Luftraume  fortbewegt,  muss  aber  noch  eine  wichtige  Er~ 
g*anzung  hinzutreten.  Der  Luftwiderstand  mag  dabei  iibrigens 
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gegeniiber  dem  viel  grosseren  Widerstande  des  Wassers  yer- 
naeklassigt  werden.  Wir  geken  wieder  auf  die  Bewegung  der 
Kugel  in  einer  yollkommenen  Fliissigkeit  zurtick.  Die  Kugel 
mag  sick  in  korizontaler  Ricktung  bewegen;  durcli  die  Z-Axe, 
die  mifc  der  Bewegungsricktung  zusammenfiel,  sei  eine  kori- 
zontale  Ebene,  etwa  die  EE- Ebene  gelegt.  Diese  tkeilt  die 
Kugel  und  die  Fliissigkeit  in  zwei  symmetrisck  zu  einander 
liegende  und  sick  in  jeder  Hinsickt  genau  gleick  yerkaltende 
Halften.  Es  stromt  auck  niemals  wakrend  des  Bewegungs- 
vorgangs  Fliissigkeit  aus  der  einen  Halfte  in  die  andere  iiber. 
Es  andert  daker  nickts,  wenn  wir  uns  die  eine;  und  zwar  die 
obere  Halffce  ganz  beseitigt  denken.  Wir  bekalten  dann  eine 
Halbkugel,  die  sick  auf  der  Oberflache  der  Fliissigkeit,  mit 
der  sie  grade  absckneidet;  fortbewegt.  Man  kann  sich  diese 
Halbkugel  etwa  als  ein  Sckiffsgefass  denken,  das  sick  auck 
nock  iiber  die  Wasseroberflacke  erheben  darf,  wenn  der  Luft- 
widerstand,  den  der  emporragende  Theil  findet,  vernacklassigt 
werden  kann.  Es  sckeint  zunackst,  als  wenn  fur  den  Be- 
wegungswiderstand  des  an  der  Oberflacke  sckwimmenden  Schiffes 
dasselbe  gelten  miisste  wie  fur  den  Widerstand  an  der  voll- 
standig  eingetaucliten  Kugel. 

Man  muss  aber  bedenken;  dass  der  Druck  in  der  YZ~ 
Ebene  veranderlick  ist,  wie  aus  Grl.  (232)  liervorgekt.  Solange 
die  Fliissigkeit  zusammenking,  war  dies  gleickgiiltig,  da  der 
Druck  auf  beiden  Seiten  der  YZ- Ebene  um  gleick  yiel  ab- 
nakm.  Wenn  sick  aber  nur  auf  der  einen  Seite  Wasser  und 
auf  der  anderen  Luft  befindet,  deren  Druck  auf  die  Wasser¬ 
oberflacke  iiberall  fast  genau  denselben  Wertk  kat,  kann  der 
Druckuntersckied  in  der  YZ-  Ebene  nickt  so  weiter  besteken, 
wie  er  Yorker  berecknet  war.  An  den  Stellen;  wo  p  nack  der 
friikeren  Recknung  seinen  grossten  Wertk  annakm;  also  an 
den  Endpunkten  des  in  der  Bewegungsricktung  gezogenen  Durck- 
messers,  muss  die  Wasseroberflacke  nack  oben  hin  ausweicken, 
da  ikr  dort  kein  gemigender  Gregendruck  widerstekt  und  an 
den  Endpunkten  der  E-Axe,  wo  der  Druck  nack  GL  (232) 
am  kleinsten  wircl,  senkt  sick  der  Wasserspiegel.  Der  Be- 
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wegungsYorgang  bei  einem  an  der  Wasseroberflache  schwim- 
menden  Scbiffe  ist  ans  diesem  Grrunde  recht  erheblich  Yon  dem 
bei  einem  nnterseeiscben  Boote  oder  bei  einem  Fische  Yer- 
schieden.  Wenn  das  Schiff  weiterriickt,  miissen  sich  die 
Hebnngen  nnd  Senkungen,  die  der  Wasserspiegel  erfuhr;  wieder 
ansgleicben  nnd  bierbei  entstebt  eine  weitere  Bewegung,  die 
sicb  in  Form  einer  Welle  liber  die  Wasseroberflache  ansbreitet. 
Ein  an  der  Wasseroberflache  schwimmendes  Scbiff 
miisste  biernacb  auch  selbst  in  einer  Yollkommenen 
Flnssigkeit  einen  Bewegungswiderstand  finden;  es 
miisste  ibm  namlich  fortwabrend  Energie  zur  Keu- 
bildnng  der  Oberflachenwellen  wahrend  der  Fabrt  zu- 
gefiibrt  werden.  Die  Oberflachenwellen  warden  bei  der 
seitlich  nnbegrenzten  Yollkommenen  Fltissigkeit  die  Energie 
stetig  ins  Unendliche  binans  fortfuhren. 

Die  znletzt  gezogenen  Schliisse  stimmen  nnn  ancb  in  der 
That  wieder  ganz  gut  mit  den  Beobacbtnngen  am  Wasser 
iiberein.  Jedermann  kennt  die  Oberflachenwellen,  die  ein  in 
der  Fabrt  befindliches  Scbiff  berYorrnft  und  man  weiss  auch, 
dass  die  Kraft  der  Maschine  bei  grosseren  Greschwindigkeiten 
in  der  Hanptsacbe  znr  Erzengung  dieser  Wellen  verbraucht 
wird.  Es  kann  gar  kein  Zweifel  dariiber  bestehen, 
dass  ein  nnterseeiscbes  Boot  in  dieser  Hinsicbt  er- 
beblicb  im  Vortheil  ware;  es  brancbte  nnter  sonst  gleicben 
TJmstanden  einen  geringeren  Arbeitsaufwand  zur  Erzielung  der 
gleicben  Greschwindigkeit.  Aucb  ein  Fiscb  ist  besser  daran, 
als  unsere  Scbiffe;  fur  ibn  ist  der  Schluss,  dass  ein  Korper 
im  bewegten  Wasser  an  der  Stelle  bleiben  konne,  obne  dass 
ibn  eine  Kraft  festznhalten  brancbte ,  ein  der  Wirklicbkeit 
naher  kommendes  Resultat,  als  filr  ein  an  der  Oberflacbe 
schwimmendes  nnd  Yerankertes  Scbiff. 

Natiirlich  lassen  sicb  die  Yorhergehenden  Betracbtungen 
nocb  nacb  manchen  Richtungen  bin  erweitern  nnd  damit  Yer- 
allgemeinern.  Icb  erwahne  bier  nur,  dass  man  die  Anfgabe  in 
ahnlicher  Weise  wie  fur  die  Kngel  ancb  fur  ein  Ellipsoid 
losen  kann  nnd  dass  man  ferner  die  Anfgabe  ancb  fur  zwei 
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Kugeln  gelost  hat,  die  beide  in  der  stromenden  Fliissigkeit 
festgehalten  werden  oder  die  sich  in  der  ruhenden  Fliissigkeit 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  parallel  fortbewegen.  In  diesem 
Falle  lasst  sich  zeigen,  dass  die  Resultirende  des  Fliissigkeits- 
drnckes  auf  jede  Kugel  niclit  verschwindet,  sondern  eine  Kraft 
ergiebt,  die  auch  als  eine  Anziebnng  der  einen  Kugel  auf  die 
andere  gedeutet  werden  kann.  Denkt  man  sicli  eine  Ebene 
gelegt,  die  den  Abstand  beider  Kugeln  senkrecht  halbirt,  so 
ist  diese  eine  Symmetrieebene  der  Stromung  und  an  dem  Be- 
wegungsYorgang  auf  der  einen  Seite  wird  nichts  geandert; 
wenn  man  sicb.  die  andere  Halfte  entfernt  denkt  und  an  Stelle 
der  Symmetrieebene  eine  Wand  setzt;  die  die  Fliissigkeit  be- 
grenzt.  Daraus  scbliesst  man  dann  weiter;  dass  eine  Kugel, 
die  sicb  in  der  Nabe  einer  Wand  parallel  zu  dieser  durcb  die 
Fliissigkeit  bewegt,  nacb  der  Wand  bingetrieben  wird;  so  als 
wenn  sie  von  der  Wand  angezogen  wiirde.  Dieser  Scbluss 
stebt  auch  in  Uebereinstimmung  mit  gewissen  Beobachtungs- 
tbatsacben.  Wenn  man  z.  B.  eine  Seifenblase  in  der  Nahe 
einer  Zimmerwand  emporsteigen  lasst ;  so  nabert  sie  sicb  im 
Allgemeinen  der  Wand.  Natiirlicb  muss  man;  um  die  Erschei- 
nung  rein  beobachten  zu  konnen;  fur  die  Fembaltung  you 
anderen  Luftstromungen  sorgen;  die  eine  Storung  Yerursacben 
konnten.  —  Schliesslicb  erwabne  icb  nocb;  dass  in  neuerer 
Zeit  bei  der  Besprechung  der  Cirkulationsstromungen  in  Wasser- 
robrenkesseln  und  aucb  sonst  bei  der  Besprechung  des  Vor- 
gangs  der  Dampfbildung  in  Dampfkesseln  die  Bewegung 
kugelformiger  Dampfblasen  im  Wasser  eine  erbebliche  Rolle 
gespielt  bat,  die  es  erwiinscht  erscbeinen  lasst,  wenn  der 
Techniker  mit  dem,  was  die  Hydrodynamik  uber  einen 
solcben  Yorgang  zu  lehren  vermag,  einigermaassen  Yertraut 
ist.  —  Auf  die  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  zahen  Fliissig- 
keit,  Yon  der  icb  scbon  Yorher  spracb,  komme  ich  in  der  Folge 
nocb  zuruck. 
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§  42.  ZusammentLang  des  vorhergekenden  Problems  mit 

einem  Probleme  aus  der  Lehxe  vom  Magnetismus. 

Sehr  baufig  lasst  sicb  eine  Erkenntniss,  die  auf  einem 
Gebiete  der  tbeoretiscben  Pbysik  gewonnen  wurde,  mit  grossem 
Vortbeile  und  obne  grosse  Miibe  aucb  in  anderen  Gebieten 
nutzbar  macben.  Da  der  Ingenieur  neuerdings  anch  in  der 
Lebre  vom  Magnetismus  bewandert  sein'  muss,  mdcbte  icb, 
obne  dessbalb  freilicb  ausfiibrlicber  auf  den  Gegenstand  ein- 
zugeben,  darauf  binweisen,  welcber  Gebraucb  von  den  voraus- 
gebenden  Untersucbungen  auf  diesem  Gebiete  gemacbt  wer- 
den  kann. 

Icb  scbicke  voraus,  dass  ein  magnetiscbes  Feld  durcb  eine 
gericbtete  Grosse  ©,  die  magnetiscbe  Induction,  an  jeder  Stelle 
gekennzeicbnet  werden  kann.  Ziebt  man  Linien,  die  der  Ricb- 
tung  von  ©  uberall  folgen,  so  beissen  diese  Inductionslinien 
(ofters,  obscbon  mit  Unrecbt,  ,,Kraftlinien“  genannt).  Das 
magnetiscbe  Feld  kann  unter  dem  Bilde  einer  stromenden 
Fliissigkeit  dargestellt  werden,  so  dass  die  Gescbwindigkeit  to 
uberall  ein  Maass  fur  die  Grosse  von  $  bildet  und  in  der 
Ricbtung  damit  iibereinstimmt.  Man  weiss  ferner,  dass  der 
Inductionsfluss,  der  in  ein  Raumelement  eintritt,  stets  ebenso- 
gross  ist,  als  der  davon  austretende,  dass  also  die  Gescbwindig¬ 
keit  to  der  die  Induction  abbildenden  Stromung  der  Continui- 
tatsbedingung  geniigt  und  dass  ferner  in  „magnetiscb  weicben“ 
Korpern,  die  von  elektriscben  Stromen  frei  sind,  das  Feld 
wirbelfrei  ist.  Das  Problem,  den  Inductionsfluss  in  einem 
solcben  Falle  zu  ermitteln,  fallt  daber  in  den  wesentlicben 
geometriscben  Bedingungen  mit  einem  hydro dynamiscben  Pro¬ 
bleme  zusammen. 

Man  stelle  sicb  nun  ein  bomogenes  magnetiscbes  Feld 
(8  bezw.  to  der  Grosse  und  Ricbtung  nacb  constant)  in  einer 
weicben  Eisenmasse  vor  und  nebme  an,  dass  in  dieser  ein 
kleiner  kugelformiger  Hoblraum  angebracht  sei.  Einige  In¬ 
ductionslinien  geben  zwar  immer  nocb  durcb  den  mit  Luft 
geftillten  Hoblraum.  Wegen  der  viel  grosseren  magnetischen 
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„Permeabilitat“  des  Eisens  ist  dies  aber  aar  ein  ganz  geringer 
Brachtbeil  uad  der  Iadactioasfiass  erfolgt  daber  fast  geaaa  so, 
als  wean  der  Laftraam  far  iba  aadarcbdringlicb  ware.  Damit 
baben  wir  aber  im  Weseatlicbea  denselben  Fall,  wie  den  der 
Stromaag  der  Flussigkeit  urn  eine  Kagel  im  vorbergebendea 
Paragrapbea  aad  wir  koaaea  daber  das,  was  wir  dort  faadea, 
obae  Weiteres  beantzea.  Es  zeigt  sicb  also  z.  B.,  dass  SB 
seiaea  gross  tea  Wertb  ia  dem  dareb  die  Kagel  gestortea  Felde 
am  Aeqaator  der  Kagel  aaaimmt  aad  dass  SB  dort  iy2mal  so 
gross  ist,  als  im  aagestortea  Felde. 

Maa  kaaa  iibrigeas  dareb  eiae  kleiae  Aeaderaag  der 
frtiberea  Losaag  sofort  aacb  dem  Umstaade  Recbaaag  tragea, 
dass  eia  kleiaer  Tbeil  des  Iadactioasflasses  docb  aocb  dareb 
dea  kagelformigea  Hobbaam  gebt.  Daza  ist  aar  aotbig,  dem 
friiberea  Gescbwiadigkeitspoteatiale 

®  =  ag  +  i) 

aocb  eia  Glied  bz  beizafagea,  womit  es  abergebt  ia 
0'  =  az  +  l)  +  bz , 

zaaacbst  giiltig  fiir  dea  Aassearaam. 

Voa  dea  Gescbwiadigkeitscompoaeatea  wird  damit  aar  % 
am  dea  coastaatea  Sammaadea  b  yermehrt.  Die  Erfallaag 
der  Coatiaaitatsbediagaag  wird  dadarcb  aiebt  gestort;  im  aa¬ 
gestortea  Felde  ist  die  Stromgescbwiadigkeit  jetzt  gleicb  a  b, 
im  Laftraame  der  Kagel  ist  sie  aberall  gleieb  b  za  setzea  aad 
parallel  zar  Z- Axe.  Wie  gross  maa  b  za  wablea  bat,  weaa 
die  magaetisebe  Permeabilitat  des  Eiseas  =  p  aad  die  der 
Laft  =  1  gesetzt  wird,  gebt  ebeafalls  aas  eiaer  eiafacbea  Be- 
traebtaag  bervor.  Am  Aeqaator  der  Kagel  mass  sicb  aamlicb 
der  Iadactioasfiass  im  Eisearaame  zam  Iadactioasflasse  im  aa- 
greazeadea  Laftraame  verbalten  wie  p :  1.  Aasserbalb  der 
Kagel  wird  aber,  wie  aas  dea  TJatersacbaagea  des  voraas- 
gebeadea  Paragrapbea  folgt,  die  Geschwiadigkeit  am  Aeqaator 

jetzt  gleich  -y  +  b ;  maa  bat  daber 
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+  b  —  [ib  und  hieraus  b 


2(^-1 


3  (a  +  b) 
2ku-  -f- 1 


Eng  Yerwandt  hiermit  ist  auch  die  folgende  Aufgabe.  Eine 
Kugel  aus  weichem  Eisen  von  der  Permeabilitat  p  ist  in  einem 
von  Luft  erfullten  bomogenen  magnetischen  Pelde  (etwa  im 
magnetischen  Pelde  der  Erde)  aufgestellt.  Man  soil  ermitteln, 
wie  sich  der  Inductionsfiuss  in  der  Kugel  zu  dem  ungestorten 
Pelde  im  Luftraume  verhalt.  Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke 


das  Qeschwindigkeitspotential 

=  bz  —  az  ^-,3  +  l)  ; 


das  bei  passender  Wahl  Yon  a  und  b  alien  Anforderung'en  der 
Aufgabe  entspricht.  Im  ungestorten  Felde  (y  =  oo)  wird  der 
Vektor  des  Feldes  gleich  &  —  a;  in  der  Eisenkugel  ist  er 
gleich  b  und  am  Aequator  der  Kugel  wird  er  im  Luftraume 

gleich  b - —  •  Dieselbe  Ueberlegung  wie  Yorher  liefert  die 

Bedingung 


%)  Oder 

2  )  ^+2 


Setzt  man  die  Permeabilitat  des  Eisens  gleich  unendlich,  so 
erhalt  man 


b  =  3  (6  —  a), 


d.  h.  der  Inductionsfiuss  wird  in  diesem  Falle  in  der 
Eisenkugel  dreimal  so  gross  als  im  ungestorten  Pelde 
des  Luftraums  —  ein  sehr  bekanntes  und  oft  benutztes  Re- 


sultat  der  Theorie  des  Magnetismus.  Naturlich  lassen  sich  in 
ahnlicher  Weise  auch  andere  Losungen  hydro dynamischer  Pro¬ 
bleme  fur  die  Lehre  Yom  Magnetismus  Yerwerthen,  namentlich 
jene,  auf  die  schon  am  Schlusse  des  vorigen  Paragraphen  hin- 
gewiesen  wurde. 


§  43.  Die  zweidimensionalen  Probleme. 

Eine  erhebliche  Vereinfachung  wird  herbeigefuhrt,  wenn. 
man  Yoraussetzen  kann,  dass  die  Stromung  der  Flussigkeit  eine 
ebene  ist,  d.  h.  so,  dass  uberhaupt  keine  Geschwindigkeits- 
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componenten  senkrecbt  zu  der  betreffenden  Ebene  auftreten 
und  dass  aucb  die  Gescbwindigkeit  in  aHen  parallel  dazn  ge- 
zogenen  Ebenen  fur  gleich  gelegene  Punkte  die  gleiche  Ricb- 
tung  und  Grosse  bat.  Wablen  wir  die  Bewegungsebene  znr 
IF- Ebene,  so  soli  demnacb 


=  ^  =  0 

dz  ’  dz 


(233) 


sein.  Die  beiden  letzten  Fordernngen  bilden  im  Uebrigen  eine 
notbwendige  Polge  der  ersten,  wenn  die  Bewegung  wirbelfrei 
sein  soil,  denn  dazn  gebort  ganz  allgemein  nacb  Gl.  (217 );  dass 


dv1 

dz 


d% 

dx 


nnd 


dr2 

dz 


d_% 

dy 


dst.  Man  brancbt  indessen  Wirbel  nicbt  grade  von  vornberern 
auszuscbliessen,  um  auf  die  dnrcb  die  Gleicbungen  (233)  ge- 
kennzeicbnete  ebene  Bewegung  zu  kommen;  dazu  ist  nur  nothig, 
dass  die  t-  und  die  j-Componente  von  to  verschwinden,  wabrend 
eine  senkrecbt  zur  Bewegungsebene  stebende  Componente  yob 
to  immer  nocb  moglicb  ist.  Hier  soil  jedocb  die  ebene  Be- 
wegung  iiberdies  nocb  als  wirbelfrei  Yorausgesetzt  werden. 

Wir  baben  dann  ein  Gescbwindigkeitspotential  d>;  das  bei 
der  stationaren  Bewegung  nur  nocb  Yon  den  unabbangigen  Yer- 
■anderlicben  x  und  y  abbangt.  Die  Continuitatsbedingung  ver- 
einfacbt  sicb  daber  zu  der  Gleicbung 


d2$  ,  d2$ 
dxs  dy- 


die  eine  erbeblicb  einfacbere  Bebandlung  zulasst,  als  die  all- 
gemeinere  Gl.  (220).  Als  Losung  yon  Gl.  (234)  dient  namlicb 
sowobl  der  reelle  als  der  imaginare  Bestandtbeil  jeder  be- 
liebigen  Function  einer  complexen  Yariabeln  x  yi  oder  aucb 
x  —  yi.  Yon  diesem  Bmstande  ist  scbon  im  dritten  Bande 
bei  der  Untersuchung  des  Torsionsproblems  Gebraucb  gemacht 
worden.  Die  dort  aufgestellte  Differentialgleicbung  (327)  stimmt 
namlicb  mit  der  bier  gefundenen  Gl.  (234)  vollstandig  llberein 
und  aucb  die  damals  (in  Gl.  (334);  Bd.  Ill)  gegebene  Losung 
ist  bier  von  Neuem  zu  benutzen.  Die  vollstandige  Losung  des 
Torsionsproblems  hing  davon  ab;  unter  alien  moglicben  analy- 
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tischen  Formen  der  Function  ®  jene  auszusuchen,  die  den 
speciellen  Grenzbedingungen  entspricht  und  yor  derselben  Auf- 
gabe  stehen  wir  auch  bier.  Dies  zeigt  yon  Neuem  den  engen 
Zusammenhang  zwischen  der  Hydrodynamik  nnd  anderen  pbysi- 
kaliscben  Theorieen. 

Yor  Allem  hangt  aber,  wie  man  aus  den  yorbergehenden 
Bemerkungen  bereits  entnebmen  kann,  die  Lebre  yon  den 
ebenen  Flussigkeitsbewegungen  aufs  Engste  mit  der  Tbeorie 
der  Functionen  complexer  Grossen  nnd  hierdurch,  wie  icb 
sofort  hinzufiigen  will,  aucb  mit  der  Tbeorie  der  conformen 
oder  winkeltreuen  Abbildung  zusammen.  Da  die  sicb 
hierauf  beziebenden  matbematischen  Lebren  eine  weitgebende 
Ausbildung  erfabren  haben,  yermag  man  Anfgaben  liber  ebene 
Flussigkeitsbewegungen  verhaltnissmassig  leicbt  und  sicber  zu 
behandeln.  Hier  werde  ich  micb  iibrigens  damit  begniigen, 
nur  einen  ungefahren  Ueberblick  fiber  diese  Betracbtungen  zu 
geben;  die  praktiscbe  Bedeutung  derselben  ist  namlich  ziem- 
licb  gering;  weil  die  Yoraussetzungen,  yon  denen  sie  ausgeben, 
nur  selten  liinreicbend  genau  erfiillt  sind. 

Ausser  dem  Gescbwindigkeitspotentiale  treten  bei  der  ebenen 
Fliissigkeitsbewegung  nocb  zwei  andere  Functionen  auf;  die  in 
dem  allgemeineren  Falle  feblen.  Die  eine  dayon  ist  die  Strom- 
function,  die  in  der  Folge  mit  W  bezeicbnet  werden  moge. 
Man  denke  sicb  in  der  Bewegungsebene  eine  geschlossene  Curve 
gezogen.  Dann  muss  in  den  dayon  eingeschlossenen  Raum  nacb 
der  Continuitatsbedingung  ebensoviel  Flfissigkeit  einstromen,  als 
ausstromt.  Ferner  denke  man  sicb  einen  Anfangspunkt  0  mit 
einem  Punkte  A  durcb  irgend  eine  Linie  yerbunden.  Dann 
stromt  durch  die  Linie  bindurcb  eine  gewisse  Fliissigkeitsmenge 
von  der  einen  Seite  nacb  der  anderen  Seite  biniiber  und  nacb 
dem?  was  vorber  fiber  die  geschlossene  Linie  gesagt.war,  ist 
die  Fliissigkeitsmenge  unabhangig  von  der  Form  der  Linie,  die 
0  mit  A  Yerbindet.  Diese  (auf  die  Zeiteinheit  bezogene)  Fliissig¬ 
keitsmenge  hat  fur  jeden  Punkt  A  der  Ebene  einen  Werth 
wenn  0  ein  fur  alle  Mai  gewahlt  wird  und  diese  Grosse  W 
heisst  die  Strorn function  des  Punktes  A  gegenfiber  dem  Punkte  0. 

Foppl,  Bynamik.  2.  Aufl.  26 
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FTaturlicb  ist  W  ebenso  wie  das  Gescbwindigkeitspotential  0 
eine  Function  der  Coordinaten  x  und  y.  Wablt  man  an  S  telle 
yon  0  einen  anderen  Anfangspunkt  O',  so  kann  man  nun  von 
O'  aus  fiber  0  nacb  A  eine  Linie  zieben,  nm  die  Stromfunction 
V?'  von  A  fur  den  neuen  Anfangspunkt  zn  ermitteln.  Die 
dureb  die  Linie  O' 0 A  stromende  Flussigkeitsmenge  setzt  sicb 
nun  zusammen  ans  dem  Theile,  der  zur  Yerbindungslinie  O'  0 
gebort  nnd  ans  dem  Strome  durch  OA}  der  gleich  W  war. 
Der  erste  Antbeil  ist  far  aHe  Punkte  A  der  gleicbe.  Daraus 
folgt;  dass  sicb  W'  von  nnr  nm  eine  Constante  untersclieidet. 
Wird  demnacb  von  der  Stromfunction  gesprocben,  ohne  dass 
genau  angegeben  wird;  anf  welcben  Anfangspunkt  sie  sicli  be- 
zieben  soil,  so  ist  sie  nur  bis  auf  eine  willkiirlicb  zu  wahlende 
Constante  bestimmt.  Aucb  in  dieser  Hinsicbt  verbalt  sicb 
demnacb  die  Stromfunction  genau  wie  das  Gescbwindigkeits¬ 
potential 

Yerbindet  man  zwei  benacbbarte  Punkte  A  und  JB  mit 
einander,  fur  die  die  Stromfunction  gleicb  gross  ist;  so  heisst 
dies,  dass  dureb  die  Linie  AB  keine  Fliissigkeit  stroint,  d.  li. 
AB  ist  das  Element  einer  Stromlinie  und  die  Gleichungen 
W  =  const  sind  die  Gleicbungen  der  Stromlinien.  Die  Grlei- 
cbimg  0  =  const  stellt  eine  Linie  gleicben  Gescbwindigkeits- 
potentials  dar,  und  da  die  Stromung  senkrecht  zu  den  Flaclien 
gleicben  Potentials  erfolgt,  mtissen  die  Gleicbungen  W  —  const 
und  0  =  const  zwei  sicb  iiberall  recbtwinklig  sebneidende 
Linienscbaaren  darstellen.  Hiermit  ist  aucb  die  Yorsclirift 
dafur  gegeben,  wie  man  die  Stromlinien  und  die  Stromfunc¬ 
tion  W  am  einfaebsten  ermitteln  kann;  wenn  das  Gescbwindig¬ 
keitspotential  0  bekannt  ist. 

Um  auf  die  dritte  Function  zu  kommen,  die  neben  und 
W  nocb.eine  wesentliche  Rolle  spielt,  muss  icb  zuvor  noch 
etwas  weiter  ausbolen.  Bei  der  Lebre  yon  den  complexen 
Grossen  (etwa  x  -f-  yi)  pflegt  man  sicb  den  reellen  AntLeil  x 
auf  einer  Abscissen-  und  den  imaginaren  Antbeil  y  senkreebt 
dazu  auf  einer  Ordinatenaxe  aufgetragen  zu  denken.  Der  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x  und  y  dient  als  Bild  fur  die  Zabl 
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00  +  Vi  clie  gailze  Ebene  wird  in  diesem  Zusammenhange 
als  die  Zahlenebene  bezeichnet.  Man  kann  auch  sagen^  dass 
jeder  complexen  Zahl  ein  Radiusvektor  zngeordnet  ist,  namlich 
jener,  der  in  der  Zahlenebene  vom  Pnnkte  Null  znm  Punkte 
x  +  yi  gezogen  werden  kann.  Hierdurch  erlangt  das  Operiren 
mit  complexen  Grossen  eine  gewisse  Aebnlicbkeit  mit  dem 
Rechnen  mit  Yektoren.  In  der  That  yermag  man,  so  lange  es 
sich  nur  um  gerichtete  Grossen  handelt,  die  alle  in  einer  Ebene 
liegen,  durch  Rechnen  mit  complexen  Grosser  ziemlich  genau 
dasselbe  zu  erreichen,  was  sonst  mit  den  Yektoren  bezweckt 
wird.  Im  dreifach  ausgedehnten  Raume  lasst  die  Analogic 
freilich  Yollstandig  im  Stiche  nnd  die  Versuche,  eine  hohere 
Art  yon  complexen  Zahlen  einzufuhren;  die  fiir  den  Ranm 
dieselbe  Bedeutnng  hatten,  wie  die  gewohnlichen  complexen 
Zahlen  fiir  die  Ebene;  sind  als  gescheitert  zn  betrachten.  Es 
hatte  keinen  Zweck,  wenn  ich  hieranf  weiter  eingehen  wollte. 
Dagegen  mochte  ich  noch  betonen,  dass  man  gut  thut, 
anch  bei  ebenen  Problemen  zwischen  einem  Yektor 
nnd  einer  complexen  Grosse  immer  noch  sorgfaltig 
zu  unterscheiden.  Um  dies  zum  Ausdrucke  zu  bringen, 
schreibe  ich 

'-*+»<  1.  (235) 

l  =  \x  +  \y) 

In  der  ersten  Zeile  wird  z  als  eine  complexe  Zahl  definirt  nnd 
i  ist  die  imaginare  Einheit;  in  der  zweiten  Zeile  wird  der 
Yektor  J  ans  seinen  beiden  Componenten  zusammengesetzt  nnd 
i  und  j  sind  im  Gegensatze  zum  vorigen  Falle  blosse  Rich- 
tungsfaktoren,  die  mit  der  Wurzel  aus  der  negatiyen  Einbeit 
durcbaus  nichts  zu  tbun  haben,  sondem  deren  Quadrate  die 
positive  Einbeit  ergeben.  In  vielen  Fallen  kann  jedoch,  so- 
lange  keine  Componenten  in  der  f-Ricbtung  hinzutreten,  die 
complexe  Zabl  z  zur  Darstellung  des  Yektors  J  verwendet 
werden.  Natiirlich  bat  der  Bucbstabe  t  oder  j  bier  nicbts  mit 
einer  Z- Axe  zu  tbun,  die  zur  X  Y- Ebene  senkrecbt  ware.  In 
diesem  Paragrapben  kommt  eine  Z-  Axe  uberhanpt  nicbt  in 
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Betracbt  und  der  Bucbstabe  &  konnte  daber  in  dem  geanderten 
Sinne  gebraucbt  werden.  Ein  solcber  Grebraucb  scbien  nam- 
licb  erwiinscbt,  weil  er  in  der  Lehre  yon  den  complexen  Grossen 
allgemein  eingefubrt  ist. 

Von  der  complexen  Zabl  0  sei  irgend  eine  Function  w 
gegeben,  die  selbst  wieder  in  den  reellen  Antbeil  0  und  den 
imaginaren  Antbeil  W  zerlegt  sein  moge;  also 

w  =  F(z)  =  ®  +  iW.  (236) 

Differentiirt  man  diese  Gleicbung  partiell  nacb  x  und  beachtet 
dabei  die  erste  der  Gleicbungen  (235),  so  erbalt  man 

dw  _  dF(z)  '  d^_  =  v  _  d_$  ,  .dW 
dx  dz  dxt  dx  '  %  dx 

Der  Differentialquotient  der  Function.  F  nacb  der  Variabelen  0 
ist  mit  Fr  (0)  bezeichnet.  Durcb  Differentiation  nacb  y  erbalt 
man  ebenso 


dw 

dy 


dz  dy  v  J  dy  1  oy 


und  bieraus 


F'(z)  = 


dW 

dy 


Vergleicbt  man  die  beiden  Ausdriicke  von  Fr  (0),  zu  denen 
man  bierbei  gelangt  ist,  mit  einander,  so  erbalt  man 


d£  =  'dWt  3$  =_  dW 
dx  dy  1  dy  dx 


(237) 


Eliminirt  man  ferner  aus  den  letzten  beiden  Grleicbungen  zu- 
nacbst  W,  indem  man  die  erste  nacb  x ,  die  zweite  nacb  y 
differentiirt  und  dann  addirt,  so  erbalt  man  die  erste  der  beiden 
folgenden  Gleicbungen 


.  ?L*  _  0 

dx 2  ^  dy 2  — 
d2W  .  o2W  0 
dx 2  dy2  ~  U 


Die  andere  ergiebt  sicb  ebenso  durch  Elimination  yon 

Hieraus  folgt  zunacbst,  dass  der  reelle  Antbeil  0  (ebenso 
wie  der  imaginare  Antbeil  W)  der  Function  w  in  der  That 
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die  Differentialgleichung  (234)  erfullt,  der  das  Geschwindig- 
keitspotential  geniigen  muss.  Welcber  Art  aucb  die  Function  w 
sein  moge;  jedenfalls  wird  daber  ibr  reeller  Antbeil  als  das 
Geschwindigkeitspotential  irgend  einer  ebenen  Fliissigkeits- 
bewegung  angesehen  werden  konnen  und  biermit  erklart  es 
sieh  aucb,  wessbalb  ich  von  yornherein  fur  den  reellen  An¬ 
tbeil  Yon  w  den  Buchstaben  $  gebraucht  babe.  Warum  der 
imaginare  Antbeil  mit  bezeicbnet  wurde,  wird  sicb  eben- 
falls  sofort  ergeben. 

Die  zum  Potentiate  geborige  Gescbwindigkeit  b  lasst 
sieb  in  der  Form’ 

h _  •  .  .8$ 

1,-1  Tx  +  lfy 

darstellen.  Wir  wollen  seben,  um  wieviel  sicb  der  imaginare 
Antbeil  Yon  w  andert,  wenn  man  um  ein  Wegelement  b  dt 
weitergebt.  Die  Componenten  dieses  Wegelements  in  den  Axen- 
richtungen  seien  mit  dx  und  dy  bezeicbnet,  dann  ist 

dx=jHdt'>  %= 


und  die  zugehorige  Aenderuug  you  W  ist 


oder  mit  Riicksicht  auf  die  Crl.  (237) 

dW—0. 


Wenu  man  langs  einer  Stromlinie  weiter  geht,  bleibt  demnacli 
W  constant  d.  h.  der  aus  diesem  Grrtinde  Yorher  schon  mit  dem 
Buchstaben  W  bezeicbnete  imaginare  Antheil  you  w  stellt  in 
der  That  die  zum  Geschwindigkeitspotentiale  gehorige  Strom- 
function  dar. 

Yersucht  man  feraer  den  Differentialquotienten  Yon  w 
nach  js  ebenfalls  als  eine  gerichtete  Grrosse  zu  deuten,  so  gelangt 
man  auf  einen  Yektor,  der  sich  nicht  in  unmittelbare  Beziehung 
zur  Fliissigkeitsstromung  bringen  lasst.  Driickt  man  die  Diffe- 
rentialquotienten  Yon  W  mit  Htilfe  der  Grl.  (237)  in  denen 
Yon  0  aus,  so  erhalt  man 
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dw 

dz 


=  F'(0)  = 


dx 


.  30 
1  dy 


und  der  zugeborige  Yektor  ist  daber 


,  30  .  30 
1  3x  l  3y 


Dieser  ist  zwar  yoil  gleicher  Grosse  mit  der  Gescbwindig- 
keit  b  der  Stromung,  aber  nicht  mit  ikr  gleich  gericbtet;  er 
liegt  yielmebr  (da  sich  das  Yorzeicben  der  j-Componente  nni" 
gekehrt  bat)  symmetriscb  zu  b  in  Bezug  auf  die  X-Ricbtung. 
Direkt  yerwendbar  ist  daber  in  dem  bydrodynamischen  Probleme 
der  Differentialquotient  F'  (0)  nicbt. 

Man  kann  diesem  Uebelstande  aber  leicbt  abbelfen.  Wenn 
w  eine  Fnnction  yon  0  ist ;  so  kann  aucb  nmgekebrt  0  als  eine 
Function  von  w  angeseben  werden.  Man  kann  daber  aucb 
einen  Differentialquotienten  von  2  nacb  w  bilden.  Dieser  ist 
nbrigens  das  Reciproke  yon  F'  (0)  und  man  bat  daber 


30  .30 

dz  _  1  _  _  _ _  3x  +  %  dy 

dw  F'(z)  H_.30_  f30\*  (30\%  '  '  ' 

3x  1  3y  \3x)  \3y) 

Der  Xenner  dieses  Ausdrucks  ist  reell  und  gleicli  dem  Quadrate 
der  Gescbwindigkeit  b.  Der  Zabler  ist  eine  complexe  Zabl, 
die,  als  Yektor  gedeutet,  b  darstellt.  Hierauf  berubt  die  Wicbtig- 

d  z 

keit  des  Ausdrucks  fur  die  Hydrodvnamik.  Man  pflegt 

dessbalb  die  Grosse  mit  einem  besonderen  Bucbstaben  und 
zwar  mit  f  zu  bezeicbnen/  also 


30_  30_ 

dz  3 x  '  1  3y 

dw  b2 


zu  setzen.  Dabei  ist  zu  beacbten,  dass  als  Yektor 
gedeutet,  mit  b  gleicb  gericbtet  und  dem  Wertbe  yon 
b  umgekebrt  proportional  ist.  Die  complexe  Grosse  f  ist 
es,  die  neben  und  W  und  der  daraus  zusammengesetzten 
Function  w  eine  wicbtige  Rolle  in  der  Lebre  von  den  ebenen 
Flussigkeitsstromungen  spielt. 
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Bislier  betrachtete  ich  w  immer  nur  als  eine  Function 
yon  x  +  yi-  Man  iiberzeugt  sich  aber  leicht,  dass  die  voraus- 
gebenden  Betracbtungen  aucb  dann  nocb  gultig  bleiben,  wenn 
x  —  yi  an  Stelle  yon  x  -j-  yi  tritt.  Es  wird  nicht  notbig  sein, 
die  Betracbtung  fur  diesen  Fall  yon  Neuem  zu  wiederholen. 

Man  kann  nun  eine  Reihe  yon  Beispielen  fur  ebene 
Fliissigkeitsstromungen  erhalten,  wenn  man  fur  w  eine  beliebige 
Function  yon  z  setzt  oder  umgekehrt.  Icb  bebandle  hier  zu- 
nachst  ein  Beispiel,  das  yon  besonderem  Interesse  ist.  Man  setze 

w  =  a  (e  +  ,  (240) 

wobei  unter  a  und  p  reelle  Constanten  zu  yerstehen  sind. 
Man  hat  dann 


d  w 
'chi 


(>-9. 


und  £ : 


Bezeichnet  man  ferner  den  Modul  der  complexen  Variabeln  z 
mit  Vj  also  r  =  f/x2  -j-  y2?  so  erhalt  man  fur  w  aucb 

w  =  a  (x  +  yi  +  =  «  («  +  yi  +  ■ 

Durcb  Zerlegen  yon  w  in  den  reellen  und.  den  imaginaren 
Bestandtbeil  finden  wir  daher  fur  das  Geschwindigkeitspotential 
und  fiir  die  Stromfunction  der  durcb  w  gekennzeicbneten 
Fliissigkeitsbewegung  die  Ausdr.iicke 

0  =  ax(~~»  -f- 1^ 

W  =  ay  (l  —  pr)  • 


Fiir  jet  =  0  wiirde  £  =  0  und  die  Geschwindigkeit  daber 
unendlicb  gross.  In  der  Nachbarschaft  des  Coordinatenursprungs 
lasst  sicb  daber  die  durcb  Grl.  (240)  gegebene  Losung  jeden- 
falls  nicbt  benutzen.  Schlagen  wir  dagegen  einen  Kreis  mit 
dem  Halbmesser  p  um  den  Ursprung,  so  kann  die  durcb 
Gl*  (240)  angegebene  Fliissigkeitsstromung  ausserbalb  dieses 
Kreises  bei  geeigneten  Grenzbedingungen  erfolgen.  Fiir  z  =  oo 

wird  £  =  *  ,  also  re  ell,  d.  b.  in  grosser  Entfernung  vom  Coor- 
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dinatenursprunge  erfolgt  die  Stromung  parallel  zur  X-Axe  mit 
der  constanten  Geschwindigkeit  a. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  die  Geschwindigkeit  in 
den  Punkten  des  Umfangs  des  Kreises  vom  Halbmesser  q  ge- 
richtet  ist.  Zu  diesem  Zwecke  denke  ick  mir  einen  Radius 
dieses  Kreises  gezogen  und  bezeichne  den  Winkel,  den  er 
mit  der  positiven  X-Axe  bildet,  mit  #.  Fur  den  auf  dem 
Kreisumfange  liegenden  Endpunkt  dieses  Radius  ist 
z  —  q  (cos  #  -f-  i  sin  &)> 

und  wenn  man  dies  einsetzt,  gekt  £  uber  in 

c, 1  (cos  &-{-i  sin  #)2  1  (cos  #  +  i  sin  #)2 

*  a  (cos  #  -f-  %  sin  #) 2 — i  a  2  sin  #  (i  cos  # —  sin -O’) 


oder  nach  zwei  weiteren  einfachen  Umformungen 


1  (sin#  —  i  cos#)2 
a  2  sin  #  (i  cos  #  —  sin  #) 


1 

2  a  sin  # 


(sin#  —  icos#). 


Hiermit  ist  auch  die  Zerlegung  von  £  in  den  reellen  und  den 
imaginaren  Antheil  bereits  ausgefiibrt.  Die  X-Conrponente 
von  £  ist  iiberall  positiv,  die  X-Componente  hat  dagegen  das 
Yorzeichen  you  —  cotg#,  d.  h.  sie  ist  im  ersten  und  dritten 
Quadranten  negativ  und  im  zweiten  und  vierten  Quadranten 
positiY.  Dasselbe  gilt  auch  you  den  Vorzeiehen  der  Compo- 
nenten  Yon  b.  Das  Verhaltniss  beider  Componenten,  you  dem 
die  Richtung  Yon  t)  abhangt,  ist  gleich  1 :  —  cotg  #.  Daraus 
folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  b  uberall  senkrecht  zum  Radius 
steht  oder  in  die  Richtung  des  Kreisumfangs  fallt.  Dies  folgt 
auch  noch  einfacher  aus  dem  Ausdrucke  Yon  W.  Fiir  r  —  q 
geht  namlich  der  Werth  you  W  Tiber  in  W=0,  d.  h.  der 
Kreisumfang  bildet  eine  Stromlinie,  namlich  jene  specielle 
Stroinlinie,  die  dem  Werthe  Null  der  Stromfunction  entspricht. 
Die  ausserhalb  des  Kreises  auf  jener  Seite  der  X-Axe ,  die  zu 
positiven  Werthen  von  y  gehort,  verlaufenden  Stromlinien  sind 
durch  positive  Werthe,  die  innerhalb  liegenden  durch  negative 
Werthe  von  W  gekennzeichnet. 

Langs  einer  Stromlinie  kann  man  stets  auch  eine  feste 
Wand  anbringen  und  die  Fliissigkeit  auf  der  einen  Seite  dieser 
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Wand  beseitigen,  obne  die  Bewegung  auf  der  anderen  Seite 
der  Wand  dadurcb  zu  storen.  Wir  denken  uns  die  Fliissigkeit 
nur  ausserbalb  des  Kreises  vom  Halbmesser  p,  wabrend  dieser 
Kreis  selbst  fiir  die  Fliissigkeit  undurcbdringlicb  sein  soil. 
Dana  kann  man  die  betracbtete  Losung  immer  noch  bemitzen. 
Dem  Kreise  entspricbt  ein  in  die  Fliissigkeit  versenkter  cylin- 
driscber  Korper,  um  den  die  Stromung  berumgehen  mass. 
Man  denke  sicb  etwa  einen  cylindrischen  Pfabl,  der  in  ein 
Flnssbett  in  anfrecbter  Stellung  eingerammt  ist  and  der  aber 
den  Wasserspiegel  binausragt.  Das  Wasser  muss  um  den  Pfabl 
bernmfliessen.  Nimmt  man  dabei  naberungsweise  an,  dass  die 
Stromung  eben  und  wirbelfrei  sei,  so  bat  man  den  durcb 
unsere  Losung  dargestellten  Fall.  Den  kleinsten  Absolutwertb 

~~  nimmt  £  am  Umfange  an  fur  fr  —  ~ ,  d.  h.  an  jenen 

Stellen  des  Kreisumfangs,  die  auf  die  Y- Axe  fallen.  Die  Gre- 
scbwindigkeit  wird  also  dort  am  grossten,  namlich  gleicb  2  a, 
d.  b.  doppelt  so  gross  als  die  Geschwindigkeit  in  der  unge- 
storten  Stromung.  Eine  Anzahl  Stromlinien  kann  man  auf 
Grand  des  fur  W  aufgestellten  Ausdruckes  leicbt  verzeicbnen; 
man  erbalt  so  die  Abbildung  61  (s.  S.  410),  die  icb  dem  Bucbe 
von  Lamb,  Hydrodynamics,  Cambridge  1895  entnebme. 

Professor  Hele-Shaw  in  Liverpool  bat  bei  einer  Reibe 
scboner  Versucbe,  liber  die  er  in  den  letzten  Jabrgangen  des 
Engineering  berichtete,*)  aucb  eine  Prufung  dieser  Tbeorie 
vorgenommen.  Zwei  parallele  Grlasplatten  scblossen  eine  diinne 
Wasserscbicbt  zwiseben  sicb  ein  und  das  Hinderniss,  um  das 
die  Stromung  berumfliessen  musste,  war  zwiseben  die  Glas- 
platten  gebraebt.  Auf  der  einen  Recbteckseite  erfolgte  der 
Wasserzufluss,  auf  der  gegeniiberliegenden  der  Wasserabfluss 
und  die  beiden  anderen  waren  verscblossen.  Auf  der  ZufLuss- 
seite  wurde  durcb  feine  Oeffnungen,  die  in  gleicben  Abstanden 
vertbeilt  waren,  eine  Farblosung  in  den  Fliissigkeitsstrom  ein- 
gefubrt.  Dadurcb  zeiebneten  sicb  die  zugeborigen  Stromlinien 

*)  Einen  Auszng  davon  findet  man  in  der  Zeitschrift  d.  Yer.  D.  Ing. 
1898,  S.  1387. 
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deutlich  ab.  Das  Bild,  das  man  erhielt,  glich  dem  aus  der 
Theorie  in  Abb.  61  erbaltenen  sehr  nahe,  so  lange  die  Gre- 
scbwindigkeit  der  Stromnng  nicbt  zu  gross  war.  Je  dtinner 
die  Wasserschicht  ist;  urn  so  grosser  darf  die  Greschwindigkeit 
gewahlt  werden,  ohhe  dass  die  Bewegung  diesen  Charakter 
yerliert.  Bei  grosseren  Gresch  windigkeiten  (bezw. 
grosseren  Dicken  der  Wasserscliicbt)  treten  aber  ganz 


andere  Bewegungen  auf,  die  auf  Wirbelbildungen  zu- 
ruckzufiihren  sind.  Ueber  diesen  zweiten  Bewegungsyorgang 
vermag  die  keutige  Theorie  nichts  Naheres  auszusagen. 

Natiirlich  wiirde  auch  der  Pfahl  ebensowenig  wie  die  in 
§  41  behandelte  Kugel  einen  resultirenden  Pliissigkeitsdruck 
aufzunehmen  haben;  wenn  die  Wasserbewegung  in  der  That 
yollkommen  reibungs-  und  wirbelfrei  erfolgte.  —  Ausserdem 
kann  man  auch  die  hier  gefundenen  Ergebnisse  in  derselben 
Weise  fur  die  Theorie  des  Magnetismus  nutzbar  machen,  wie 
die  friiheren  Ergebnisse  in  §  42. 


§  44.  Die  Fliissigkeitsstrablen. 
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§  44.  Die  Flussigkeitsstrahlen. 

Die  oft  sehr  mangelliafte  Uebereinstimmung  zwischen  den 
Ergebnissen  der  Theorie  der  wirbel-  und  reibnngsfreien  Fliissig- 
keitsstromungen  mit  den  Erseheinnngen  der  Wirklichkeit  bat 
Helm  bo  It  z  zur  Lebre  von  den  .Flussigkeitsstrahlen  gefiihrt, 
die  den  Beobacbtnngen  in  vielen  Fallen  weit  besser  gerecbt 
wird.  Helmholtz  wies  z.  B.  darauf  hin,  dass  die  einem 
Scbornsteine  entstromende  Rauchsaule  bei  ruhiger  Luft  oft  auf 
grosse  Strecken  bin  ganz  gescblossen  emporsteigt,  so  dass 
scbon  in  geringer  Entfernung  davon  die  Luft  fast  in  Rube 
bleibt,  wahrend  bei  wirbelfreier  Bewegung  der  Raucb  sich 
sofort  nacb  dem  Verlassen  des  Scbornsteins  nacb  alien  Seiten 
bin  ausbreiten  miisste.  Er  bemerkte  aucb,  dass  man  einen 
feinen  Luftstrahl  durcb  eine  leucbtende  Flam  me  bindurcb  blasen 
kann,  so  dass  dadurcb  einLocb  aus  der  Flamme  berausgeschnitten 
wird;  obne  dass  der  iibrige  Tbeil  der  Flamme  dadurcb  merklicb 
in  Mitleidenscbaft  gezogen  wtirde. 

Die  Bewegung  ist  in  solcben  Fallen  naturlicb 
nicbt  mebr  wirbelfrei.  Man  denke  sicb  namlicb  einen  ge- 
scblossenen  viereckigen  Integrationsweg,  von  dem  eine  Seite 
ein  Stuck  einer  Stromungslinie  des  Strabls  bildet,  wahrend 
die  beiden  anschliessenden  Seiten  recbtwinklig  zu  den  Strom- 
linien  nacb  aussen  fubren  und  dort  durcb  eine  in  der  rubenden 
oder  wenig  bewegten  Flussigkeit  gezogene  vierte  Seite  mit 
einander  verbunden  werden.  Das  Linienintegral  der  Grescbwin- 
digkeit  kann  fur  diesen  gescblossenen  Integrationsweg  nicbt 
zu  Null  werden ,  denn  die  in  die  Stromlinie  fallende  Seite 
liefert  zu  dem  Linienintegrale  einen  boben  Beitrag,  die  beiden 
anschliessenden  Seiten  tragen  dazu  iiberhaupt  nicbts  bei  und 
die  vierte  Stelle  jedenfalls  aucb  nur  wenig. 

Man  scbliesst  sicb  nun  dem  wirklicben  Verhalten 
jedenfalls  naher  an;  wenn  man  im  Strable  und  ausser- 
balb  des  Strahles  zwar  immer  nocb  von  der  Beriick- 
sicbtigung  der  Wirbel  absiebt^  die  Stromung  also 
dort  wie  eine  wirbelfreie  behandelt,  an  der  Grrenze 
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des  Strabls  aber  eine  Trennungsflache  annimmt,  lang 
deren  die  Art  der  Bewegung  sprungweise  wechseli 
Langs  der  Trennungsflacbe  ist  die  Bedingung  fur  die  wirbelfrei 
Bewegung  nicbt  mebr  erffilt;  sie  bildet  vielmebr  den  Sitz  vo: 
Wirbeln  undwird  daber  anch  als  eine  Wirbelflacbe  bezeicbne 
Ein  solcber  dnreb  die  Wirbelflacbe  Ton  der  nabezu  ruber 
den  Fliissigkeit  getrennter  Strabl  kann  sicb7  wie  scbon  aus  de. 
erwabnten  Beispielen  bervorgebt,  nnter  Umstanden  auf  langei 
Strecken  bin  ziemlicb  rein  erbalten.  Mit  der  Zeit  wird  € 
freilicb  aufgelost,  da  die  starken  Gescbwindigkeitsunterscbied 
an  benacbbarten  Stellen  in  der  Nabe  der  Trennungsflacbe  i 
Wirklicbkeit  eine  Fliissigkeit sreibung  bervorbringen,  durcb  di 
die  Wirbel  immer  weiter  ausgebreitet  werden,  womit  die  B< 
wegungsart  geandert  wird.  Lasst  man  einen  Wasserstrabl  i 
den  Luftraum  iibertreten,  so  sind  die  Reibungen  an  der  Trei 
nungsfiacbe  zwiscben  Wasserstrabl  und  Luft  iibrigens  une: 
beblicb,  so  dass  sie  an  der  Bewegung  nicbt  Yiel  zn  ander 
yermogen.  Freilicb  kommt  in  diesem  Falle  die  Scbwere  binzi 
die  eine  Ablenkung  des  Strabls  nacb  unten  bewirkt.  Es  ii 
aber  niitzlicb  zu  untersucben,  wie  die  Bewegung  ini  StraK 
erfolgen  musste,  wenn  die  Scbwere  nicbt  einwirkte.  Es  komn 
dies  darauf  binaus;  die  scbon  im  ersten  Bande  dieses  Werkf 
besprocbene  Contraction  eines  aus  einer  Oeffnung  i 
diinnerWand  bervortretenden  Wasserstrabls  nocb  etwj 
naber  zu  besprecben,  als  es  dort  gescbeben  konnte.  Dab 
muss  bier  femer  nocb  angenommen  werden,  dass  die  Bewegun 
als  eine  ebene  betracbtet  werden  kann?  d.  b.  die  Oeffnung  so 
ein  langer  Scblitz  you  iiberall  gleicber  Breite  sein,  so  dai 
durcb  jeden  Querscbnitt  des  Schlitzes  die  Bewegung  in  de 
selben  Weise  erfolgt.  Auf  die  Untersucbung  der  damit  un 
scbriebenen  Aufgabe  werde  icb  micb  bier  bescbranken,  wob 
icb  bemerke;  dass  man  die  Bedingungen  aucb  nocb  ein  wen: 
Yariiren  kann7  obne  die  Losung  dadurcb  unmoglicb  zu  mache 
oder  sie  aucb  nur  erbeblicb  zu  erscbweren.  Vorausscbick* 
mocbte  icb  indessen  nocb7  dass  die  bier  zu  gebende  Losui 
immer  nocb  keineswegs  als  pbysikaliscb  streng  ricbtig  b 
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tracbtet  werden  darf,  da  die  Fliissigkeit  aucb  bei  ibr  als 
reibungsfrei  nnd  die  Fliissigkeitsbewegung  im  Innern  des  Strabls 
nnd  im  Innern  des  Gref  asses,  aus  dem  der  Strahl  austritt,  als 
wirbelfrei  angeseben  wird.  Sie  giebt  aber  jedenfalls  einen 
besseren  Aufscbluss  iiber  die  ganze  Erscheinung,  als  die  sum- 
mariscbe  Erorterung,  mit  der  wir  uns  im  ersten  Bande  be- 
gniigen  mnssten. 

Die  Losung  bangt  ancb  bier  davon  ab,  eine  Function  w 
der  complexen  Variabeln  z  zn  ermitteln,  deren  reeller  Tbeil 
das  Gescbwindigkeitspotential  nnd.  deren  imaginarer  Tbeil 
die  Stromfunction  W  im  Gefasse  nnd  im  freien  Strable  an- 
giebt.  Die  Gestalt  dieser  Function  w  bangt  von  den  Grenz- 
bedingnngen  des  Problems  ab.  Die  Wande  des  Gef asses 
miissen  mit  Stromlinien  zusammenfallen.  Wenn  wir  nns  das 
Gefass  jenseits  der  Wand,  nm  die  Anfgabe  zu  vereinfacben, 
sebr  ansgedebnt  im  Vergleicbe  znr  Querseite  des  Ansflnss- 
scblitzes  denken,  muss  die  Gescbwindigkeit  im  Gefasse  in 
grosseren  Abstanden  von  der  Ausflussoffnung  sebr  klein  nnd 
der  Flussigkeitsdruck  daber  dort  iiberall  constant  sein.  Fur 
die  Grenze  des  freien  Strables  kommt  dazn  nocb  eine 
andere  Bedingung.  Der  Drnck,  den  die  angrenzende  Luft 
(oder  allgemeiner  die  angrenzende  rubende  Fliissigkeit)  auf  die 
Oberflacbe  des  Strabls  ausiibt,  ist  namlicb  iiberall  von  der  gleicben 
Grosse.  Mit  dem  Drucke  bangt  aber  die  Gescbwindigkeit  nacb 
Gl.  (225)  znsammen  und  da  bier  das  Potential  V  der  ausseren 
Erafte  wegfallt,  muss  dem  constanten  Drucke  aucb  ein 
constanter  Absolutwertb  der  Gescbwindigeit  ent- 
sprechen.  Analytiscb  gesprocben,  muss  daber  langs  der„Tren- 
nungsflacbe",  d.  b.  an  der  Grenze  des  Strabls  der  Differential- 
quotient  von  w  oder  aucb  die  complete  Grosse  £  einen  con¬ 
stanten  Modul  baben.  Da  diese  Bedingungen  genii  gen,  um  das 
Problem  pbysikaliscb  zu  kennzeichnen,  scbliessen  wir,  dass 
es  nur  eine  einzige  Losung  baben  kann.  Wenn  man  also  eine 
Losung  angeben  kann,  die  alien  genannten  Bedingungen  ent- 
spricbt,  baben  wir  damit  aucb  die  in  Wirklicbkeit  zu  er- 
wartende  Fliissigkeitsbewegung  gefunden. 
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Man  setze 

(24i) 

woraus  dnrcli  eine  Integration,  die  sich  leicht  ausfukren  lasst, 
ancli  z  als  Function  yon  w  gefunden  werden  kaim.  Ein  Glied 
des  Ausdrucks,  zu  deni  man  hierbei  gelangt,  enthalt  aber  einen 
arc  tg,  also  eine  periodiscbe  Function  und  daraus  erwaclisen 
fur  die  weitere  Behandlung  gewisse  Scbwierigkeiten  oder  wenig- 
stens  Umstandlichkeiten,  die  man  besser  umgeht,  indem  man 
die  weitere  Behandlung  unmittelbar  an  Gl.  (241)  ankniipft. 
Allerdings  ist  auch  schon  in  Gl.  (241)  eine  gewisse  Vorsicht 
wegen  des  Wurzelyorzeichens  geboten;  daraus  werden  uns  aber 
keine  besonderen  Schwierigkeiten  entstehen. 

Fiir  unsere  Zwecke  geniigt  es  yollstandig,  wenn  wir  nur 
wissen,  dass  durch  Gl.  (241)  zugleich  z  als  eine  Function  yon 
w  und  hiermit  auch  w  als  eine  Function  yon  z  gegeben  ist 
und  dass  demnach  der  durch  diese  Gleichung  gegeben e  Werth 
yon  £  einer  moglichen  Fliissigkeitsbewegung  entspricht.  Wie 
diese  Stromung  im  Einzelnen  erfolgt,  lasst  sich  schon  aus 
GL  (241)  selbst  ohne  Weiteres  erkennen,  wenn  man  beriick- 
sichtigt,  dass  der  zur  complexen  Yariabeln  £  gehorige  Yektor 
uberall  in  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  fallt  und  deren 
Grosse  umgekehrt  proportional  ist.  Es  stort  dabei  nicht  yiel, 
dass  der  Ort  in  der  Ebene,  zu  dem  jedes  £  gehort,  aus 
GL  (241)  nicht  ohne  Weiteres  durch  seine  Coordinaten  aus- 
gedriickt  werden  kann.  Man  kann  namlich  einen  bestimmten 
Ort  in  der  Fliissigkeitsbewegung  auch  noch  auf  eine  andere 
Art  als  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  beschreiben. 
Dazu  geniigt  erstens  die  Angabe  der  Stromlinie,  zu  der  der 
betreffende  Punkt  gehort  und  zweitens  die  Angabe  des  zuge- 
horigen  Geschwindigkeitspotentials.  Langs  einer  Stromlinie 
muss  das  Geschwindigkeitspotential  seiner  Definition  nach  in 
der  Stromrichtung  fortwahrend  wachsen  und  daher  wird  ein 
Punkt  auf  der  Stromlinie  durch  die  Angabe  des  zugehorigen 
Geschwindigkeitspotentials  eindeutig  bezeichnet.  Jedem  Werthe 
y°n  w  entspricht  aber  zugleich  ein  bestiminter  Werth  yon  W 
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und  yon  0  und  daker  kann  der  Ort,  auf  den  sick  £  beziekt, 
auck  sckon  durck  die  Angabe  der  complexen  Variabeln  w  aus- 
reickend  gekennzeicknet  werden. 

Znr  besseren  Orientirung  sckicke  ick  kier  sckon  eine 
Zeicknung  in  Abb.  62  yoraus,  die  der  durck  Gl.  (241)  be- 
sckriebenen  Bewegung  entsprickt  und  die  einer  Figur  aus 
Holzmtiller,  ,,Ingenieur-Matkeinatik,  Bd.  II,  Das  Potential^ 
(Leipzig,  1898)  nackgebildet  ist.  ABGD  ist  die  diinne  Wand, 
in  der  sick  der  Scklitz  BC  befindet.  Oberbalb  der  Wand 


liegt  das  Gefass,  aus  dem  die  Stromlinien  durck  die  Oeffnung 
austreten  und  die  die  Stromlinien  senkreckt  schneidenden  Curren 
sind  die  Linien  gleicken  Gesckwindigkeitspotentials.  Die  Grenzen 
des  freien  Strakls  sind  die  Linien  BE  und  CF.  Die  Sym- 
metrieaxe  ist  zur  Y- Axe  gewaklt  und  die  X-Axe  fallt  mit  der 
Wand  zusammen.  —  Ick  kabe  freilick  erst  nock  nackzuweisen, 
dass  Gl.  (241)  zu  einer  solcken  Bewegung  fiikrt. 

Zunackst  betrackte  ick  jene  Stromlinie,  fur  die  W  =  0 
ist.  Hiermit  wird  w  =  0  und  Gl.  (241)  gekt  iiber  in 
.  ~  .  £  =  e-*  -f  T  (242) 
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Solange  0  negatiy  ist ,  bleibt  £  reel!  Die  Stromung  gebt 
daber  in  der  Eicbtung  der  X-Axe  und  die  Stromlinie  W=  0 
ist  fiir  die  Wertbe  yon  0  =  —  oo  bis  =  0  eine  in  der 
Eicbtung  der  X-Axe  gebende  Grade.  Hiemacb  entspricbt  der 
eine  Tbeil  der  Wand  AJB  in  Abb.  62  dem  ersten  Stiicke  der 
Stromlinie  W  =  0. 

Wenn  0  positiy  ist,  wird  die  Wurzel  in  Gl.  (242)  imaginar. 
Man  scbreibt  dann  besser  dafiir 

£  =  e-*  —  il/1  —  e~2*  (243) 

Dass  bierbei  die  Wurzel  ]/ —  1  gleicb  —  i  und  nicbt  —  was 
an  und  fiir  sicb  am  nacbsten  liegen  wiirde  —  gleicb  -f-  i  ge- 
setzt  ist,  wird  alsbald  naber  begriindet  werden. 

Dieser  Tbeil  der  Stromlinie  W  =  0  entspricbt  der  Grenze 
JBJE  des  freien  Strahls.  Dass  die  Linie  yon  der  Xante  JB  der 
Ausflussofihung,  die  zum  Wertbe  0  =  0  gebort,  ausgebt,  ist 
bereits  bekannt.  Es  muss  aber  nocb  bewiesen  werden,  dass  £ 
zugleicb  die  Bedingung  fiir  die  freie  Grenze  eines  Strabls  erfiillt. 
Wie  wir  yorber  saben,  bestebt  diese  Bedingung  darin,  dass  £ 
tiberall  langs  der  Grenze  denselben  Modul  (oder  der  zugeborige 
Yektor  denselben  Absolutwertb)  bat.  Das  Quadrat  des  Moduls 
einer  complexen  Zabl  ist  aber  gleicb  der  Quadratsumme  aus 
dem  reellen  und  dem  imaginaren  Antbeile  und  fiir  £  giebt  dies 
nacb  Gl.  (243)  den  Wertb  1.  Aucb  diese  Grenzbedingung 
wird  demnacb  erfiillt. 

Fiir  die  Stromlinie  W—  0  setzten  wir  das  Wurzelyor- 
zeicben  in  Gl.  (242)  als  positiy  fest.  Das  Wurzelyorzeicben 
in  anderen  Fallen  ist  biemacb  so  zu  bestimmen,  dass  ein 
stetiger  Uebergang  yon  jeder  Stelle  zur  benacbbarten  statt- 
findet.  —  Wir  betracbten  jetzt  irgend  eine  andere  Stromlinie, 

fiir  die  W  einen  Wertb  zwiscben  0  und  y  bat.  Mit  w  =  0  -f-  iW 
erbalt  man 

e—w  _  e—&  .  e—  ixp  _  e— &  (COs  gy — ^  sin  *P). 

Setzt  man  dies  in  Gl.  (241)  ein,  so  erbalt  man 
£  =  er*  (cos  W — ism  W)  +  ]/V2 c/x(cos  2*F— isin  2  W)  —  1. 
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Die  Wurzel  aus  einer  complexen  Grosse  kann  ausgezogen 
werden  mit  Hiilfe  der  Formel 

Va  +  bi  =  ±y%  4-  4-y^+T*  ±  iY~T  +  \Va*+W- 

Das  Yorzeicken  des  reellen  Gliedes  kann  kierbei  zunackst  be- 
liebig  genommen  werden;  dann  muss  aber,  falls  b  positiv  ist, 
das  Yorzeicben  des  imaginaren  Gliedes  ebenso  gewablt  werden, 
wahrend  bei  negativem  b  beide  W urzelvorzeichen  entgegen- 
gesetzt  sein  mussen.  Nun  war  fur  W=0  und  negatives  # 
das  positive  Yorzeichen  fur  das  dann  allein  nock  iibrig  bleibende 
reelle  Glied  gewablt.  Fur  Wertke  von  W}  die  zwiscken  0 

und  ^  liegen,  wird  die  zuvor  mit  b  bezeicknete  Grosse  negativ. 

Man  kat  daker  fur  £ 

%  =  <r*  (cos  W—  i  sin  V)  +  ]/  “  +  y  V  +  V 

•wobei  a  und  a?  +  Vs  zur  Abkiirzung  fur  die  Ausdriicke 
a=e-2<*>e os  2  !<•— 1 
&2  =  e-**—  2e~i0cos  2  W+  1 

gesetzt  sind.  Hiermit  erklart  sick  auck  die  Wahl,  die  in 
Gl.  (243)  fur  das  Wurzelvorzeichen  getroffen  werden  musste.  — 

Wird  ferner  *F=  y,  so  erkalt  man  kiemack 

£  =  —  ie~*  —  iVe--*  +T, 

d.  k.  £  ist  rein  imaginar  und  die  Stromung  erfolgt  langs  der 
Stromlinie  'lP  =  y  iiberall  parallel  zur  Y- Axe.  Es  macht 

dabei  auck  keinen  Untersckied,  ob  <£  negatiT,  Null  oder  positiv 
ist,  d.  k.  diese  Stromlinie  ist  ikrer  ganzen  Ausdeknung  nack 
gradlinig.  Sie  fallt  mit  der  Symmetrieaxe  der  Abb.  62  zu- 

sammen.  Wenn  W  nock  grosser  wird,  als  y,  wird  der  Ausdrack 
b  =  —  e-icp  sin  2  W 


Tdppl,  Dynamik.  2.  Aufl. 
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positiv  und  beim  Auszieben  der  Wurzel  arts  der  complexen 
Grosse  a  -f-  'bi  miissen  nun  beide  Glieder  gleicbe  Vorzeicben 

erbalten.  An  der  Stromlinie  W=  batte  aber  das  imaginare 

Glied  ein  negatives  Vorzeicben  und  dieses  muss  es  aucb  weiterbin 
bebalten.  Das  reelle  Glied  verscbwand  an  der  Uebergangss telle 
und  sein  Yorzeicben  jenseits  derselben  kann  daber  nur  daraus 
geschlossen  werden,  dass  es  dem  des  imaginaren  Gliedes  gleich 

gewablt  werden  muss.  Daber  ist  fur  die  zwiscben  W  =  y 
und  W  =  7t  liegenden  Stromlinien 

g  =  e~*  (cos  V—  i  sin  W)  +  yVa2  +  ¥ 

zu  setzen.  Fiir  die  Stromlinie  W=  tc  endlicb  gebt  dies  iiber  in 

i  =  —  e-0 —V +  y Yir**  —  i? 


Die  innere  Quadratwurzel  ist  bier  nocb  nicbt  ausgezogen;  es 
gescbab  dessbalb  nicbt,  weil  das  Yorzeicben  dieser  Wurzel  auf 
jeden  Fall  so  zu  wablen  ist,  dass  ein  positiver  Werth  beraus- 
kommt.  Wir  baben  daber  zwei  Falle  zu  unterscbeiden,  je 
nacbdem  O  negativ  oder  positiv  ist.  Ist  negativ,  also 
e— 2cf)  josser  als  Eins;  so  wird  fiir  den  zugeborigen  Tbeil  der 
Stromlinie  W=  it 

l  —  ,  (244) 

d.  b.  £  ist  reell  und  die  Stromlinie  ist  gradlinig  und  verlauft 
in  der  Ricbtung  der  X-Axe.  Zugleicb  bemerkt  man,  dass 
dieser  Wertb  von  £  das  Negative  des  fiir  die  Stromlinie  W=0 
in  Gl.  (242)  gefundenen  ist.  Das  betreffende  Stuck  der  Strom¬ 
linie  W=7t  entspricbt  daber  dem  anderen  Tbeile  CD  der 
graden  Wand  des  Gef asses  und  die  Gescbwindigkeiten  sind  in 
entsprecbenden  Punkten  beider  Wandtbeile,  wie  aucb  scbon  aus 
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Griinden  der  Symmetrie  zu  erwarten  war,  gleich  gross  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 

Wird  dagegen  #  positiv,  so  gelit  der  Ausdruck  fur  £ 
iiber  in 

£  =  —  e~~cp  —  iyT-^P2*.  (245) 

Dieser  Tbeil  der  Stromlinie  W=  it  entspriclit  der  zweiten 
freien  Grenzlinie  CF  des  Strabls.  Der  imaginare  Antbeil 
stimmt,  wie  ebenfalls  aus  Symmetriegrunden  zu  erwarten  war; 
mit  dem  von  £  in  GL  (243)  fiir  die  erste  Grenzlinie  uberein, 
und  der  reelle  Antheil  hat  entgegengesetztes  Vorzeicken  wie 
dort.  Dass  der  Modul  von  £  uberall  langs  der  Grenzlinie  den 
constanten  Werth  1  und  daher  auch  die  Gescbwindigkeit  uberall 
den  Absolutwertb  1  hat,  erkennt  man  auf  dieselbe  Weise  wie 
vorher  im  Anscblusse  an  Gl.  (243). 

Es  bleibt  nur  nock  ft  brig,  die  Fliissigkeitsbewegung  in 
grosseren  Entfernungen  von  der  Ausflu&soffnung  zu  betrackten. 
Im  Innern  des  Gefasses,  also  fiir  negative  Werthe  von 
kann  man  in  grosser  Entfernung  von  der  Oeffnung  e~cp  =  oo 
setzen.  Auck  e~~w  ist  dann  eine  complete  Zakl  von  unendlich 
grossem  Modul  und  aus  Gl.  (241)  folgt,  dass  dann  auck  £ 
complex  unendlich  gross  ist.  Die  Gesckwindigkeit  ist  aber 
dem  Modul  von  £  umgekekrt  proportional  und  sie  erlangt 
daker  in  grosser  Entfernung  von  der  Oeffnung  einen  unendlich 
kleinen  Absolutwerth,  wie  es  unseren  Grenzbedingungen  ent- 
spricht.  —  Fiir  positive  Werthe  von  <&?  die  zu  dem  freien 
Strakle  gehoren,  kann  man  in  grosserer  Entfernung  von  der 
Oeffnung  e~~2cp=0  setzen  und  e~w  verschwindet  damit  eben¬ 
falls.  Es  bleibt  daher 

wobei  auck  kier  zur  Begriindung  fiir  das  Wurzelvorzeicken 
auf  die  vorkergegangene  Untersuckung  iiber  ]/&  -f-  hi  zu  ver- 
weisen  ist.  In  grosserer  Entfernung  von  der  Oeffnung  erfolgt 
daker  die  Stromung  in  alien  Stromlinien  mit  der  Gesckwindig¬ 
keit  1  (entgegen  der  positiven  E-Axe)  und  die  Stromlinien 
werden  dort  zu  einander  parallel. 
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Der  Nackweis,  dass  die  durck  61.  (241)  gegebene  Losung 
alien  6renzk  edingungen  unseres  Problems  entspricht,  ist  nun 
vollstandig  erbrackt.  Wir  konnen  jetzt  nock  dazu  ubergeken, 
die  Form  der  6renzlinie;  also  etwa  die  Grestalt  der  Strom- 
linie  W=  0  vom  Punkte  0  =  0  an  bis  zu  0  =  +  oo  fest- 
zustellen  und  Hermit  auck  die  Contraction  des  Strakls  zu 
berecknen.  Die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Stromlinie 
seien  x  und  y  und  der  Bogen  yom  Punkte  0  =  0;  also  von  der 
Kante  der  Ausflussoflnung  an  bis  zum  Punkte  xy  sei  mit  s  be- 
zeicknet.  Da  die  Gresckwindigkeit  langs  der  Grenzlinie  den 
constanten  Wertk  Eins  kat;  folgt 

=  1  oder  0  =  s  und  auck  w  =  $. 
as 

Aus  61.  (241)  bezw.  61.  (243)  wird  daker  kier 
•  £  =  ^  = 

Wenn  wir  Her  z  =  x  +  yi  setzen  und  die  reellen  und  imagi- 
naren  Tkeile  trennen;  zerfallt  diese  61eickung  in  die  beiden 

|f--vT=FS,  (246) 

die  sick  leickt  integriren  lassen.  Aus  der  ersten  erkalten  wir 
x  =  C  —  e~8. 

Die  Bedeutung  der  Integrations  constanten  G  folgt  daraus;  dass 
fur  s  =  oo  die  Abscisse  x  der  Asymptote  an  die  6renzlinie 
gleick  C  wird.  Fur  s  —  0  ist  dagegen  x  —  C  —  1 9  d.  k;  die 
Asymptote  gekt  um  die  Strecke  Eins  an  der  Kante  der  Aus- 
flussoflnung  Yoruber.  Setzt  man 

e~s  =  C  —  x 

in  die  Yorkergekenden  6leickungen  ein,  so  erkalt  man  fur  die 
6renzlinie  die  Differentialgleickung 

die  ebenfalls  leickt  integrirt  werden  kann.  Zur  Bestimmung 
der  Integrationsconstanten  G  beackte  man  sckliesslick,  dass 
nack  den  61.  (237) 
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dW_  _  d$  ' 
dx  d  y 

ist.  In  grosserer  Entfernung  you  der  Ausflussoffnung,  wo  die 
Stromlinien  schon  als  parallel  zur  Y-Axe  betracktet  werden 
konnen,  ist  iiberall 

d$  1 

dy—  1 

namlich  gleich  der  dort  bestekenden.  Geschwindigkeit  und  damit 
|f=l  Oder 

wenn  mit  W0  der  Werth  yon  W  auf  der  Y- Axe  bezeichnet 
wird.  Dieser  ist  aber?  wie  wir  wissen,  gleich  ~  und  fiir 

A 

x  —  G  wird  W  =  0.  Hieraus  folgt 


o  — t- 

Die  ganze  Breite  des  Strahls  nach  Yollstandiger  Contraction 
ist  daher  gleich  %  nnd  die  Breite  der  Ausflussoffnung  gleich 

2  (l  -f-  yJ  =  2  ~f~  7t.  Der  Contractionscoefficient,  d.  h 

das  Yerhaltniss  zwischen  dem  contrahirten  Quer- 
schnitte  nnd  dem  Quersehnitte  der  Ansflussoffnung 
wird  daher  gleich 

- ~  =  0,61  •  *  • 

Die  Grossen  £,  w  u.  s.  f.  treten  in  den  vorhergehenden 
Rechnungen  iiberall  nur  als  absolute  Zahlen  auf7  ohne  Riick- 
sicht  auf  die  Dimensioned  die  ihnen  ihrer  physikalischen  Be- 
deutung  nach  zukamen.  Man  konnte  dem  zwar  leicht  abhelfen, 

qjQ 

indem  man  an  Stelle  Yon  w  iiberall  ein  Yerhaltniss  —  setzte. 

wobei  w0  die  constante  Einheit  ware,  in  der  die  w  auszumessen 
sind  und  ahnlich  bei  den  ubrigen  Grossen.  Es  ist  aber  ein- 
facher,  die  Gleichungen  so  stehen  zu  lassen,  wie  sie  lauten 
und  die  Fundamentaleinheiten  nachtraglich  passend  zu  wahlen, 
so  dass  die  Zahlen  in  den  Formeln  das  richtige  Maass  fiir  die 
Grossen  bilden,  denen  sie  entsprechen.  Zunachst  muss  die 
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Einheit  der  Lange  so  gewahlt  werden,  dass  die  Breite  der 
Oeffnung  it- f-  2  Langeneinheiten  enthalt.  Zugleich  muss  ferner 
<iie  Einheit  der  Zeit  so  bestimmt  werden,  dass  im  Strahle  nach 
erfolgter  Contraction  wahrend  dieser  Zeit  die  Langeneinheit 
zuriickgelegt  wird.  Dann  sind  die  vorhergehenden  Formeln 
oh ne,  Weiteres  auf  jeden  gegebenen  Fall  anwendbar;  der  Con- 
tractions  coefficient,  auf  dessen  Ableitung  es  besonders  ankam, 
ist  ubrigens  von  diesen  besonderen  Festsetzungen  unabhangig. 

Schliesslich  sei  nocb  einmal  hervorgehoben,  dass  die  Lebre 
von  den  Fliissigkeitsstrahlen  auch  solcbe  Falle  umfasst,  in 
denen  der  anstretende  Strahl  in  eine  rubende  Fliissigkeit  der 
gleicben  Art  eindringt,  wie  etwa  ein  Luftstrahl  in  den  Luftraum 
oder  wie  ein  unter  Wasser  ausmiindender  Wasserstrabl.  Frei- 
licb  liegfc  in  diesen  Fallen  die  Moglichkeit  zur  Auflosung  des 
Strahls  durcb  die  Ausbreitung  der  Wirbel  von  der  Trennungs- 
flacbe  ber  in  Folge  der  Reibungen  viel  naber  und  die  Ent- 
wickelungen  werden  daber  weniger  zuverlassig. 

Eine  beacbtenswertbe  Anwendung  bat  die  Lehre  von  den 
Flussigkeitsstrablen  namentlich  zur  Berecbnung  des  Wider- 
standes  gefunden ;  den  eine  Fliissigkeit  einem  relativ  zu  ibr 
bewegten  Korper  entgegensetzt.  Wir  saben  friiber;  dass  eine 
vollkommene  Fliissigkeit  bei  wirbelfreier  Bewegung  iiberbaupt 
keinen  Widerstand  leistet.  Dagegen  kann  man  einen  solcben 
Wider  stand  berausrecbnen;  wenn  man  die  Bewegung  zwar  sonst 
i turner  nocb  als  wirbel-  und  reibungsfrei  bebandelt,  dagegen 
eine  Trennungsflacbe  annimmt;  die  sicb  in  der  Stromung  binter 
dem  Hindernisse  bildet.  Der  Grund  dafiir,  dass  dann  ein  resul- 
tirender  Wasserdruck  berauskommen  muss;  ist  leicbt  einzuseben. 
Wenn  das  Hinderniss,  das  sicb  der  Stromung  entgegenstellt; 
etwa  ein  ebenes  Brett  ist,  grenzt  das  rubende  Wasser  auf  der 
Riickseite  des  Brettes  in  der  Wirbelflacbe  an  die  scbnell  stro- 
mende  Fliissigkeit  an;  die  sicb  um  das  Hinderniss  berum- 
gebogen  hatte.  An  der  Grenzflacbe  berrscbt  zu  beiden  Seiten 
derselbe  Flussigkeitsdruck;  das  rubende  Wasser  auf  der  Riick- 
seite  des  Bretts  stebt  daber  unter  demselben  Drucke  wie  das 
scbnell  stromende  im  Strable.  Andererseits  soil  die  Bewegung 
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jenseits  der  Trennungsflacbe  im  Strable  und  yor  dem  Hinder- 
nisse  iiberall  wirbelfrei  sein.  Innerbalb  dieses  Gebiets  gilt 
dalier  iiberall  die  in  §  40  abgeleitete  Beziebung,  dass  die 
Smnme  aus  kinetiscber  Energie ,  potentieller  Energie  und 
Fliissigkeitsdruck  constant  ist.  Auf  der  Vorderseite  des  Bretts, 
in  dessen  nacbster  Nacbbarscbaft,  sind  die  Gescbwindigkeiten 
jedenfalls  gering  und  daber  ist  der  Drnck  dort  viel  grosser,  als 
in  den  Grenzlinien  des  Stralils  oder  also  aucb  als  auf  der 
Buekseite  des  Bretts.  Der  Druckunterscbied  zwiscben  Vorder- 
seite  und  Riickseite  sucbt  das  Brett  in  der  Ricbtung  der  Stro- 
raung  mit  fortzureissen.  —  Man  siebt  bier  deutlicb,  wie  wesent- 
licb  die  TrennungsfTache  ist.  In  dieser  springt  die  Gescbwin- 
digkeit  yon  einem  endlicben  Wertbe  plotzlicb  auf  Null,  obne 
dass  damit  eine  Druckabnahme  yerbunden  ware.  Nur  durcb 
die  Wirbelflacbe  wird  es  moglicb,  dass  zu  beiden  Seiten  des 
Bretts  zur  Gescbwindigkeit  Null  ganz  yerscbiedene  Driicke 
geboren. 

Die  Ausfiibrung  der  Recbnung  gleicbt  yollstandig  der 
yorbergebenden.  Lord  Ilayleigb  bat  auf  diesem  Wege  die 
scbon  im  ersten  Bande  §  61  erwabnte  Formel  fiir  den  Wind- 
druck  beim  scbiefen  Stosse  auf  eine  ebene  Flacbe  abgeleitet. 
Die  tbeoretiscben  Erwagungen  sind  bei  diesen  ITntersuehungen 
freilicb  nicbt  ganz  einwandfrei,  da  sie  keine  Rechenscbaft 
dariiber  geben,  was  scbliesslicb  in  grosser er  Entfernung  nacb 
dem  Passiren  des  Hindernisses  gescbiebt,  oder  yielmebr,  weil 
das,  was  die  Formeln  bieruber  aussagen,  im  offenbaren  Wider- 
sprucbe  mit  dem  wirklicben  Yerbalten  stebt.  Icb  gebe  dess- 
balb  aucb  nicbt  weiter  darauf  ein.  Immerbin  wird  aber 
durcb  die  Berucksicbtigung  der  Trennungsflacbe  scbon  der 
erste  und  wicbtigste  Scbritt  gemacbt,  urn  zu  einer  den  Tbat- 
sacben  besser  gerecht  werdenden  Tbeorie  zu  gelangen;  mit 
Riicksicbt  darauf  kann  es  aucb  einstweilen  zugelassen  werden, 
dass  die  naberen  Annabmen,  die  sicb  auf  die  Trennungsflacbe 
selbst  bezieben,  freilicb  nocb  durcbaus  nicbt  zutreffend  sind. 
Jedenfalls  bat  bereits  jener  erste  Scbritt  eine  Winddruckformel 
abzuleiten  gestattet,  die  mit  der  Wirklichkeit  scbon  recbt  gut 
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ubereinzustiminen  scbeint.  —  Aucb  der  Werth  fur  den  Con¬ 
traction  sco  efficienten ,  den  die  vorber  durcbgefubrte  Recbnung 
lieferte,  stimmt  mit  den  Beobaebtungen  nicbt  scblecht  uberein. 
Die  Helmboltz’scbe  Lebre  von  den  Fliissigkeitsstrablen  ist 
daber  als  ein  beacbtenswertber  Fortscbritt  der  Hydrodynamik 
zu  betracbten,  wenn  sie  aucb  selbst  in  Hinsicbt  auf  die  pbysi- 
kaliscbe  Genauigkeit  nocb  viel  zu  wiinscben  ubrig  lasst. 

§  45.  Die  Satze  von  Helmholtz  uber  die  Wirbelbewegnngen. 

Eine  der  Hauptursacben  fur  die  Abweicbungen  zwiscben 
der  Dynamik  der  reibungsfreien  Fliissigkeiten  und  den  in 
Wirklicbkeit*  stattfindenden  Fliissigkeitsbewegungen  bestebt,  wie 
scbon  aus  den  TJntersucbungen  des  vorausgebenden  Paragrapben 
folgt ,  in  dem  Auftreten  yon  Wirbeln.  Den  pbysikaliscben 
Grand  fur  die  Bildung  der  Wirbel  erkennen  wir  (abgeseben 
von  besonderen  Fallen,  auf  die  jetzt  nicbt  weiter  bingewiesen 
zu  werden  braucbt)  in  der  Fliissigkeitsreibung.  Solange  wir 
uns  nicbt  dazu  entscbliessen,  das  einfacbe  Bild  der  reibungs¬ 
freien  Flussigkeit  aufzugeben,  vermogen  wir  daber  liber  das 
Entsteben  der  Wirbel  keine  binreicbende  Recbenscliaft  zu  geben. 
Man  kann  sicb  dagegen  die  Aufgabe  stellen,  den 
weiteren  Yerlauf  der  Flussigkeitsbewegung,  nacbdem 
einmal  auf  irgend  eine  Art  Wirbel  in  ihr  entstanden 
sind,  unter  der  Voraussetzung  zu  untersucben,  dass 
die  Flussigkeit  weiterbin  als  reibungsfrei  angeseben 
werden  konne.  Jedenfalls  wird  damit  ein  wicbtiger  weiterer 
Scbritt  zur  Erforscbung  des  wabren  Verbaltens  der  Fliissig- 
keiten  getban,  obne  dass  man  dabei  sofort  genotbigt  ware,  die 
fur  die  tbeoretiscbe  Bebandlung  so  wesentlicbe  Vereinfacbung 
zu  opfem,  die  in  der  Vemacblassigung  der  Reibungen  liegt. 

Icb  greife  bier  auf  die  Euler’scben  Gl.  (213)  und  (206) 
und  auf  die  Definitionsgleicbung  (217)  fur  den  Wirbelvektor 
to  zuriick,  die  icb  der  Uebersicbt  wegen  bier  nocbmals  zu- 
sammenstelle: 

^  '^1  I  O  %  I  ^  __  Q 

ox  ‘  'ey  ‘  dz 


[(206)] 
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dv1 
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[(213)] 


)•  [(217)] 


*  Im  Allgemeinen  verschwindet  der  Wirbelvektor  to  jetzt 
nirgends.  In  einem  gegebenen  Angenblicke  moge  innerhalb  der 
Flhssigkeit  eine  Linie  gezogen  werden,  die  uberall  der  Rich- 
tung  von  m  folgt.  Eine  solche  Linie  soil  als  eine  Wirbel¬ 
linie  bezeichnet  werden.  Denkt  man  sick  ferner  an  irgend 
einer  Stelle  einer  Wirbellinie  ein  Flachenelement  clF  senkrecbt 
zur  Wirbellinie  gelegt  nnd  dnrcli  alle  Punkte  des  ITmfangs 
von  dF  Wirbellinien  gezogen,  so  scbliessen  diese  einen  Ranni 
ein,  Yon  dem  (IF  ein  Qnerschnitt  ist  nnd  den  man  als  einen 
Wirbelfaden  bezeichnet. 

Urn  ein  anschauliches  Bild  Yon  der  angenblieklichen  Yer- 
theilung  der  Wirbel  zu  erhalten,  kann  man  sich  eine  zweite 
Flhssigkeit  vorstellen,  die  einen  gleichgestaltetenRanmeinnimmt, 
wie  die  erste  nnd  deren  G-eschwindigkeit  in  gleichgelegenen 
Punkten  mit  dem  Wirbelvektor  to  in  der  ersten  Flhssigkeit  der 
Richtung  nach  ubereinstimmt  nnd  der  Grrosse  nach  damit  pro¬ 
portional  ist.  Dies  ist  namlich  moglich,  ohne  die  Continnitats- 
bedingung  in  der  zweiten  Flhssigkeit  zn  verletzen,  denn  ans 
61.  (217)  folgt  fur  die  Componenten  von  to 


ivL  = 


d  va 
dy 


dv  2 
dz  ’ 


dvx  dvs 
ws==Tg~U’ 


_ dv* _ d  vx 

dy’ 


nnd  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Continnitatsgleichnng  ein- 
setzt,  erhalt  man  in  der  That 


dicx  ,  dWi  i  dwg  __  a 

~dx  ‘  dy  ‘  dz' 


(248) 


Die  Wirbelfaden  in  der  ersten  Flhssigkeit  entsprechen  den 
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Stromfaden  in  der  zweiten  nnd  sie  sind  diesen  congruent. 
Daraus  folgt  auck,  dass  ein  Wirbelfaden  innerkalb  der  Flussig- 
keit  nickt  aufkoren  kann;  er  muss  entweder  an  den  Grenz- 
flaclien  der  Flussigkeit  enden  oder  er  muss  in  sick  zuriick- 
kekren,  so  dass  die  Leitlinie  eine  gescklossene  Curve-  bildet. 
Im  letzten  FaHe  wird  der  Wirbelfaden  auck  als  ein  Wirb  el- 
ring  bezeicknet.  Das  Produkt  aus  einem  Querscknitte  des 
Wirbelfadens  und  der  Grosse  des  Wirbelvektors  to  an 
dieser  Stelle  muss  langs  des  ganzen  Wirbelfadens 
einen  constanten  Wertk  bekalten,  denn  bei  der  zweiten 
Flussigkeit,  die  zur  Erlauterung  fur  die  Vertkeilung  der  Wirbel 
diente,  entsprickt  dem  Produkte  wdF  die  durck  den  Quer- 
scknitt  dF  gekende  Fliissigkeitsmenge  und  diese  muss  der 
Continuitatsbedingung  wegen  fur  alle  Querscknitte  des  Strom- 
fadens  gleick  gross  sein.  Das  Produkt  wdF  wird  auck  als  die 
Starke  des  Wirbelfadens  bezeicknet  und  wir  konnen  daker 
auck  sagen,  dass  ein  Wirbelfaden  in  alien  Tkeilen  seiner 
Lange  dieselbe  Starke  kat. 

Man  betrackte  ferner  zwei  materielle  Punkte  der  Flussig¬ 
keit,  die  zur  Zeit  t  unendlick  benackbart  auf  der  gleicken 
Wirbellinie  liegen  mogen.  Der  Abstand  zwiscken  beiden 
Punkten,  also  das  zwiscken  iknen  liegende  Element  der  Wirbel¬ 
linie,  moge  die  Projektionen  £  97  £  auf  die  Coordinatenaxen 
kaben.  Man  fragt  nack  der  Ricktung  und  Grosse  der  Ver- 
bindungsstrecke  beider  materieller  Punkte  nack  Ablauf  eines 
Zeitelementes  dt  Der  Anfangspunkt  der  Strecke  versckiebt 
sick  wahrend  dt  in  den  Ricktungen  der  Coordinatenaxen  um 
v2dtr  vzdt]  der  Endpunkt  dagegen  in  der  Ricktung  der 
X-Axe  um 


+•)!?+«  SI* 


und  um  entsp'reckende  Strecken  in  den  Ricktungen  der  beiden 
anderen  Coordinatenaxen.  Der  Untersckied  zwiscken  den  Ver- 
sckiebungen  beider  Endpunkte  der  Projektion  |  der  Yerbin- 
dungsstrecke  giebt  die  Aenderung  an,  die  §  wakrend  dt  er- 
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f  ahrt.  Fur  die  totalen  Differ  entialquotienten  you  |  rj  g  nacb 
der  Zeit  erbalt  man  demnacli 
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(249) 


Diese  Gleicbungen  gelten  fur  die  Abstandsanderungen  yon  irgend 
zwei  benachbarten  Punkten.  Dm  noch  auszudriicken,  dass  sie 
auf  zwei  zur  gleicben  Wirbellinie  geborige  Punkte  angewendet 
werden  sollen,  setze  man  zu  Anfang  des  Zeitelements  dt 


|  =  SW1J  7]  —  6W2j  £  =  swB,  (250) 


wo  nun  a  irgend  eine  unendlicb  kleine  Grosse  ist.  Nacb  Divi¬ 
sion  mit  a  gehen  dann  die  vorigen  Gleicbungen  iiber  in 
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(251) 


Wir  wollen  jetzt  ferner  berecbnen,  um  wie  viel  sicb  die 
Wirbelcomponenten  w1tv2wB,  die  zum  gleicben  Fliissigkeits- 
tbeilcben  geboren,  wabrend  der  Zeit  dt  andern.  Man  muss 
sicb  dabei  vor  einigen  nabeliegeuden  Feblern  buten:  zunacbst 

kann  namlicb  nicbt  etwa  aus  GL  (250)  in  ausgedriickt 

werden,  denn  diese  Gleicbungen  gelten  nacb  Yoraussetzung  nur 
zu  Anfang  der  Zeit  dt  und  es  bleibt  vorlaufig  ganz  zweifel- 
baft;  ob  sie  aucb  spaterhin  nocb  besteben  bleiben.  Ausserdem 

darf  nicbt  mit  dem  sicb  auf  den  constanten  Ort  bezieben- 
dt 

den  verwecbselt  werden;  zwiscben  beiden  bestebt  vielmebr 
der  Zusammenbang 
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d  o  u\  ,  c  u\ 

mr  =  Tt  + 


+  V* 


8w1 

dy 
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dz 


Zur  Berecbnung  von  d*j-  kann  man  natiirlicb  nicbt  dnrcli  bios 

geometriscbe  Betracbtungen  gelangen,  denn  die  Fliissigkeits- 
bewegung  bangt  von  dem  dynamischen  Grundgesetze  ab  und 
wir  miissen  daber  von  den  Euler’scben  Gleicbnngen  (213) 
ausgeben,  durcb  die  dieses  zum  Ausdrncke  gebracbt  wird.  Die 
dritte  yon  diesen  sei  naeb  y}  die  zweite  nacb  z  partiell  diffe- 
rentiirt  nnd  bieranf  diese  Yon  jener  snbtrabirt.  Dadurcb  beben 
sicb  die  recbten  Seiten  Yon  einander  fort  nnd  nacb  Wegbeben 
des  constanten  Faktors  yu  bleibt 
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Beim  Auflosen  der  Klammern  entsteben  je  sieben  Glieder  nnd 
die  einander  entsprecbenden  ans  beiden  Klammern  Yereinigen 
wir  in  passender  Weise  mit  einander.  So  wird  z.  B. 
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,  ,,  A  ldJEl  _  dw! 

1  dx  \dy  dz  )  1  dx 


*  n.  s.  f.  Hierdnrcb  gebt  die  Yorige  Gleicbnng  zunacbst  liber  in 


du\ 
T t 


+ 


du\ 
1  dx 


1  I  dio1  ,  dv,  dvs  ,  8%  dv3  t  dvs  dvs 

*  2  dy  '  3  dz  '  dy  dx  dy  dy  ‘  dy  dz 


di\  d  v?  d%  dv2  dv3  dv2 
dz  dx  dz  dy  dz  dz 


Die  ersten  Yier  Glieder  bilden  aber;  wie  wir  scbon  saben;  den 
totalen  Differentialquotienten  von  w±  nacb  der  Zeit.  Die  secbs 
xibrigen  bringen  wir  auf  die  rechte  Seite  nnd  ordnen  sie  passend; 
nacb  einigen  weiteren  Bmfonnnngen,  namentbcb  auf  Grnnd  der 
C  onti miitat sgleicbung  (206);  erbalten  wir  bieranf  der  Reibe  nacb 
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d w1 _ d vt  d% _ d_Vs  ,  dv*  fd% _ dv£ \  \  (d % 

dt  dz  dx  dy  dx  '  dy  \3z  dy)'  dz  \dz 

_  hi  hi _ hi  hi _  fd%  ,  dvs\ 

dz  dx  dy  dx  1  \dy  '  dz) 
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Fur  die  Differentialquotienten  der  beiden  anderen  Componenten 
yob.  to  gelten  entsprechende  Gleichungen,  die  sicb  axis  der  letzten 
(lurch  cyclische  Yertauschung  ableiten  lassen.  Im  Ganzen  hat 
man  daher 


dwt 
dt 
dw9 
Tt 
dw 9 
dt 


—  w. 
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(252) 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit 
jenen  der  Gleichungen  (251)  uberein.  Hiernach  folgt  auch 


dl dw1  dr} dips  dg div$ 

dt  ~ £  IT  ’  at  ~  e  lit  ’  at  ~  s  IT 


(253) 


und  der  Yergleicli  mit  den  Grleichungen  (250)  lehrt ,  dass  s 
als  eine  der  Zeit  nach  constante  Grosse  anznsehen  ist  nnd  dass 
dann  die  zuerst  nur  fur  den  Beginn  des  Zeitelements  dt  auf- 
gestellten  Gleichungen  (250)  auch  weiterhin  giiltig  bleiben. 
Nach  Ablanif  der  Zeit  dt  ist  namlich,  wie  aus  der  Verbindung 
der  Gleichungen  (250)  mit  den  Gleichungen  (253)  hervorgeht, 
auch  noch 


£  4“  =  £  iwx  +  dwi) ;  V  +  h  —  e  (w2  +  dw2) ; 

S  +  dt,  =  e  (w3  +  dw3). 
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Hieraus  folgt,  dass  zwei  benacbbarte  materielle  Punkte 
der  Flussigkeit,  die  anfanglicb  auf  einer  Wirbellinie 
lagen,  aucb  nocb  in  jedem  folgenden  Augenblicke  auf 
einer  Wirbellinie  entbalten  sind.  Jedem  Wirbelfaden  zu 
Anfang  der  Zeit  entspricht  daber  ancb  nacbber  nocb  ein  Wirbel¬ 
faden,  der  dieselben  Tbeilcben  der  Flussigkeit  nmfasst.  Ferner 
ist  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  in  jedem  folgenden  Augen- 
blicke  der  Grrosse  des  Wirbelvektors  proportional.  Betracbten 
wir  nun  ein  Element  des  Wirbelfadens,  das  zu  Anfang  den 
Querscbnitt  dF  batte  und  dessen  Lange  gleicb  dem  Abstande 
der  beiden  materiellen  Punkte  war.  Alle  Tbeilcben  der  Flussig¬ 
keit  ,  die  zu  Anfang  in  diesem  Wirbelfadenelemente  entbalten 
waren,  bilden  aucb  in  jedem  folgenden  Augenblicke  ein  Wirbel- 
fadenelement.  Wegen  der  Unzusammendriickbarkeit  der  Fliissig- 
keit  miissen  beide  Elemente  gleicbes  Volumen  baben.  Wenn 
sicb  daber  wegen  der  Veranderung  der  Grrosse  des  Wirbel- 
yektors  die  Lange  des  Elements  rergrossert  oder  yerkleinert 
bat,  so  muss  sicb  der  Querscbnitt  entsprecbend  yerkleinert  oder 
yergrossert  baben,  so  dass  das  Produkt  dF •  w  constant  bleibt. 
Der  Wirbelfaden  bestebt  daber  nicbt  nur  stets  aus 
denselben  Tbeilcben,  sondern  er  bat  aucb  in  jedem 
folgenden  Augenblicke  dieselbe  Starke'"  wie  zu  An¬ 
fang.  Hiemacb  kann  man  jedem  einmal  in  einer  reibungs- 
freien  Flussigkeit  bestebenden  Wirbelfaden  eine  selbstandige 
Existenz  zuscbreiben;  er  bewegt  sicb  mit  unyeranderter  Starke 
in  der  Flussigkeit  sammt  den  Tbeilcben  der  Flussigkeit,  an  die 
er  gebunden  ist,  weiter  und  kann  nur  entweder  durcb  Reibungen 
in  der  Flussigkeit  oder  durcb  aussere  Kraffce,  die  sicb  nicbt 
yon  einem  Potentiale  ableiten  lassen,  yernicbtet  (oder  neu  ge- 
scbaffen)  werden.  Der  letzte  Fall  ist  tibrigens  bei  den  gewobn- 
licb  yorkommenden  Fliissigkeitsbewegungen  ausgescblossen,  da 
als  aussere  Kraft  bei  diesen  nur  die  Scbwere  in  Betracbt  kommt, 
die  zu  einem  Potentiale  gebort. 

Die  Scblusse,  zu  denen  wir  bier  gelangten  und  die  zuerst 
yon  Helmboltz  in  einer  seiner  beruhmtesten  Abbandlungen 
gezogen  wurden,  sind  freilicb  immer  nocb  an  die  Voraussetzung 


§  45.  Die  Satze  von  Helmholtz  fiber  die  Wirbelbewegungen.  431 

gebunden,  dass  die  Fliissigkeitsreibung  vernacklassigt  werden 
konne.  Eine  genaue  Uebereinstimmung  xnit  der  Wirklickkeit 
1st  daker  auck  von  .ihnen  keineswegs  zu  erwarten.  Immerkin 
stimmen  sie  aber  in  vielen  Fallen  schon  sehr  nakerungsweise 
mit  den  Beobacbtnngen  uberein.  Eine  der  bekanntesten  Er- 
sckeinungen,  die  hierher  gekoren,  bieten  nns  die  Wirbelringe 
dar;  die  ein  Raucker  hervorznbringen  vermag.  Anf  verkaltniss- 
nnissig  grosse  Strecken  kin  balten  diese  Rauckringe  gat  zu- 
summon  und  dass  der  Wirbelring  dabei  stets  aus  denselben 
I  heilcken  zusammengesetzt  bleibt,  wird  in  dieseni  Falle  durck 
die  Farbe  des  Raucks  gekennzeicknet.  Sonst  spielt  der 
Rauck  natiirlich  bei  deni  ganzen  Yorgange  keine  Rolle ; 
auck  okne  Rauck  kann  man  solcke  Wirbelringe  in  die  Luft 
ausstossen,  sie  entzieken  sick  dann  nur  der  unmittelbaren 
W  akrnekmung. 

Eine  grosse  Rolle  spielen  die  Wirbel  bei  den  grossen  Luft- 
bewegungen  in  der  Atmospkare  der  Erde.  In  der  Gegend  der 
karometrischen  Minima  und  Maxima  besteken  Wirbel  mit  un¬ 
gel:  akr  senkreckter  Axe,  die  auf  der  Erdoberflacke  enden  und 
nack  oben  kin  in  unbekannter  Weise  weiterlaufen,  die  so- 
genannten  Cyclonen  und  Anticyclonen.  Die  verkaltnissmassige 
Bestiindigkeit  der  Wirbel  zeigt  sick  auck  bei  iknen,  indem  sie 
sick  oft  Tage  lang  erkalten,  wakrend  sie  iiber  die  Erde  kin- 
wegzieken.  Sie  scklagen  dabei  mit  Yorliebe  gewisse  Baknen 
ein,  die  sogenannten  „Zugstrassen“.  Uebrigens  ist  bei  der 
Anwendung  der  Wirbellekre  auf  diese  meteorologi- 
scken  Yorgange  nickt  ausser  Ackt  zu  lassen,  dass  sick 
unsere  Meckanik  zunackst  immer  nur  auf  den  abso- 
luten  Raum  beziekt,  w'akrend  kier  die  Drekung  der 
Erde  gegen  den  festen  Raum  eine  wesentlicke  Rolle 
spielt.  Man  muss  daker,  um  die  Bewegung  der  Luftstromungen 
relativ  zur  Erde  verfolgen  zu  konnen,  die  Erganzungskrafte 
der  Relativbewegung  an  den  Lufttkeilcken  als  fernere  aussere 
Krafte  anbringen.  Dabei  findet  man  aber,  dass  die  „zweite“ 
(Coriolis’scke)  Erganzungskraft  nickt  zu  einem  Potentiate 
gekort.  In  Eolge  dessen  ist  kier,  auck  abgeseken  von  Rei- 
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bungen;  ein  G-rund  zum  Entsteken  (oder  Y ersckwinden)  vo] 
Wirbeln  gegeben,  der  sekr  wesentlick  mitspriclit. 

Ein  kreisformiger  Wirbelring  (aknlick  einem  der  vorke 
erwaknten  Rauckringe)  vermockte  sick  in  einer  reibungsfreie] 
Fliissigkeit,  so  lange  nur  solcke  Krafte  auftreten,  die  zu  einer 
Potentiale  gekoren,  in  unveranderter  Gestalt  nnd  nxit  constante 
Gesckwindigkeit  in  derselben  Ricktung  keliebig  lange  fort 
zubewegen.  Relativ  zn  einem  Coordinatensysteme,  das  sick  mi 
ikm  bewegte,  ware  die  Bewegung  stationar.  Den  Gesckwindig 
keiten  der  Fliissigkeitstkeilcken,  die  kierbei  in  Bewegung  be 
griffen  sind;  entsprickt  eine  gewisse  lebendige  Kraft.  Aucl 
diese  Energie  bewegt  sick  demnack  mit  dem  Wirbelringe  yora: 
und  es  gekort  zu  den  bemerkenswertkesten  Eigensckaften  de 
Wirbel,  dass  sie  die  kinetiscke  Energie  zusammenkalten  un 
mit  sick  weiterfukren  konnen;  okne  dass  eine  andere  Zei 
streuung  derselben  eintritt,  als  sie  durck  die  Fliissigkeits 
reibungen  bedingt  wird;  die  zu  einem  allmaklichen  Ausbreite. 
und  zugleick  zu  einem  Erloscken  der  Wirbel  fiikrt.  —  Hiermi 
kangt  auck  das  in  neuester  Zeit  dem  Yemekmen  nack  mi 
gutem  Erfolge  ausgefukrte  ettersckiessen^  zum  Yertreibe 
der  Hagelwetter  zusammen.  Yon  einem  Trickter,  der  sick  a: 
die  Mlindung  des  Boilers  ansckliesst,  wird  ein  grosser  Wirbel 
ring  fortgesckleudert,  der  liber  grosse  Strecken  kin  gut  zi : 
sammenkalt,  die  Wolke  durckbrickt  und  so  die.  Ausbildun 
des  labilen  Grleickgewicktszustandes,  der  zu  einem  Hagelwette 
zu  fiikren  pflegt,  stort  oder  verkindert. 

Auf  weitere  Betracktungen,  die  sckon  yon  Helmkolt 
selbst  und  spater  yon  Anderen  an  die  vorausgekenden  grunc 
legenden  Untersuckungen  geknlipft  wurden,  kann  ick  mick  kie 
nickt  einlassen.  Ick  macke  nur  nockmals  darauf  aufmerksan 
dass  Helmkoltz  aus  Grunden;  die  ick  nickt  auseinander  z 
setzen  braucke  und  die  auck  das  Wesen  der  Sacke  meiner  Ai 
sickt  nack  gar  nickt  berlikren,  an  Stelle  des  Wirbelvektors  I 
iiberall  nur  die  Halfte  da  von  als  Maass  des  Wirbels  gewak 
kat.  Mir  sckeint  es;  dass  in  den  Erwagungen,  die  dazu  fuhrte] 
nur  eine.  fur  das  Yerstandniss  nutzlose  Ersckwerung  der  Unte: 


§  46.  Wellenbewegungen. 

suclmng  liegt  und  ich  habe  sie  daher  —  freHich  im  Ge«ren- 
satee  zu  fast  Allen,  die  bisher  iiber  diesen  Gegenstand°ge- 
sclmeben  haben  —  einfacb  weggelassen. .  Die  Giiltigkeit  aller 
y  or  au  s  g  eh  end  en  Schliisse  wird  yon  dem  Hinzutreten  eines  eon- 
stanten  Faktors,  der  im  Uebrigen  aueh  ganz  beliebig  gewablt 
werden  konnte,  zn  dem  Wirbelyektor  behufs  Bildung  eines 
Maasses  fur  den  Wirbel,  natiirlich  gar  niebt  berubrt. 


§  46.  "Wellenbewegungen. 

Zu  den  bekanntesten  Fliissigkeitsbewegungen  gekoren  die 
Wellen,  die  sick  nack  Gleickgewicktsstornngen  auf  der  Ober- 
flacho  weit  ausgedeknter  nnd  tiefer  Wasserbecken  ausbilden. 
Ein  kleines  Stiickcken  Holz,  das  auf  der  Wasseroberfiacke 
achwimmt  und  deren  Bewegungen  mitmackt,  lekrt  uns,  dass 
die  W assertheilcken  keineswegs  in  dauemd  fortsckreitender  Be¬ 
wegung  begriffen  sind,  wie  dies  nack  fliichtiger  Beobacktung 
yermutket  werden  konnte,  sondern  dass  sie  —  wenigstens  bei 
regdmassiger  Ausbildung  der  Wellen  —  in  sick  zuriicklaufende 
Ourven  besckreiben.  Im  Allgemeinen  bleiben  demnack  die 
Wassertkeilchen  an  ikrem '  Orte;  sie  keben  sick,  wenn  ein 
Wellenkamm  nakt,  um  sick  gleick  darauf  wieder  zu  senken 
nnd  beim  Vorbeischreiten  eines  Wellentkals  ikren  tiefsten  Stand 
zu  erreicken.  Nur  die  Ersckeinung  oder  „Pkase“,  d.  k.  die 
geometrisck  wokldefinirte  Oberflackenform  ist  im  Portsckreiten 
begriffen,  aber  nicht  die  Materie,  aus  der  sie  gebildet  ist. 

Aus  blossen  Hebungen  und  Senkungen  kann  indessen  die 
Bewegung  des  Wassers  in  den  Wellen  nickt  besteken,  da  eine 
solcke  Bewegung  im  Widersprucke  mit  der  Continuitatsbedin- 
gung  ware.  Man  denke  sick  namlick  durck  eine  lotkreckte 
Mantelflacke  einen  cylindriscken  Wasserkorper  von  beliebiger 
Grundflache,  der  bis  zum  Boden  hin  reicht,  abgegrenzt.  Wenn 
keine  Horizontalcomponenten  der .  Gesehwindigkeit  yorkamen, 
wurde  aus  diesem  Raume  Wasser  weder  austreten  nock  ein- 
treteh  und  da  das  in  ihm  yorbandene  Wasser  stets  den  gleiehen 
Raum  einnehmen  muss,  folgt,  dass  bei  festem.  Boden  aueh  der 
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Wasserspiegel  —  im  Mittel  wenigstens  —  stets  die  gleicke  Hoke 
einnekmen  musste.  Da  dies  nun  fur  jeden  solcken  Wasser- 
cylinder  gilt,  kann  okne  Horizontalcomponenten  der  Gresckwin- 
digkeit  iiberkaupt  keine  Wellenb ew egung  besteken. 

Jedes  W assertkeilcken  muss  liiernacb  eine  Babn  besckreiben, 
die  bei  regelmassiger  Ausbildung  der  Wellen  als  eine  gescklossene 
ebene  Curve  angenommen  werden  kann,  deren  Ebene  senkreckt 
zur  Langsricktung  der  Wellen,  d.  k.  senkrecbt  zu  den  korizon- 
talen  Erzeugenden  der  Cylinderflaehe  stekt,  die  das  Wasser 
nack  oben  kin  begrenzt.  Die  Wellenb ewegung  kann  daker  als 
eine  ebene  Bewegung  bekandelt  werden  und  insofern  verein- 
fackt  sick  die  Aufgabe  der  TJntersuckung.  Dagegen  ist  kier 
die  Bewegung,  wie  sckon  aus  den  Bemerkungen  uber  die  aus 
der  Beobacktung  bekannten  Baknen  der  Wassertkeilcken  ker- 
vorgekt,  keineswegs  wirbelfrei  und  daker  kann  von  den  sick 
auf  die  Tkeorie  der  eomplexen  Functionen  stutzenden  bequemen 
Metkoden  der  §§  43  und  44  kier  kein  Grebrauck  gemackt 
werden. 

Den  Teckniker  interessiren  vor  Allem  die  grossen  wokb 
ausgebildeten  Wellenziige,  die  in  Folge  eines  keftigen  Sturmes 
auf  der  Oberflacke  des  Meeres  oder  eines  grosseren  Seees  auf- 
treten.  Diesen  kat  auck  der  berukmte  Wasserbaumeister  Hagen 
seine  Aufmerksamkeit  zngewendet.  Er  fand  durck  Beobacktung, 
dass  die  Wassertkeilcken  bei  iknen  stets  ziemlich  genau  kreis- 
formige  Baknen  besckrieben.  Hiervon  liess  er  sick  bei  der 
tkeoretiscken  TJntersuckung,  die  er  daran  kniipfte,  leiten  und 
die  sick  daraus  ergebende  „H  a  gen’s  eke  Tkeorie"  der  Wass  er- 
wellen  nimmt  in  den  Kreisen  der  Wasserbauteckniker  bis  auf 
den  keutigen  Tag  den  ersten  Rang  ein.  ITebrigens  war 
Grerstner  (1804)  ini  Wesentlicken  sckon  auf  die  gleicken  Be- 
tracktungen  gekommen,  wenn  er  sie  auck  nickt  so  weit  durck- 
gefiikrt  katte.  —  Ausser  der  von  Hagen  betrackteten  besom 
deren  Bewegungsform  sind  iibrigens  auck  nock  andere  moglich, 
die  ikr  an  Einfackkeit  kaum  etwas  nackgeben,  aber  dock  all- 
gemeiner  sind,  als  sie.  Die  einzelnen  Wassertkeilcken  konnen 
namlick  ebensogut  auck  Ellipsen  (und  auck  nock  andere  Curven) 
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!:rwe;l,envbBe;,Gewassern  von  Tiefe  im  v<*gieieke 

tWiW  e^°hb  °.Tn  kreisf5mige  ®eweg™gen  der  Wasser- 
theilchen  uberhauPt  keme  geniigende  Erklarang  fur  die  Wellen 

geben;  man  muss  dann  vielmehr  zu  den  elliptiscken  Bahnen 
,ubergeken  und  dmse  iiberdies  als  sehr  lang  gestreckt  voraus- 
setzen.  Sonst  kann  aber  die  sick  von  yorakerein  auf  die  Er- 
fakrung  aufbauende  Hagen’scke  Tkeorie  meist  als  reckt  gut 
zutreffend  angeseken  werden  und  daker  werde  ick  mick  kier 
auck  damit  begniigen,  nur  diesen  einfacksten  Fall  der  Wasser- 
wellen  zu  untersucken.  Wer  sick  mit  diesem  Falle  vertraut 
gemackt  kat,  wird  sick  ubrigens  okne  Sckwierigkeit  auck  in 
deni  allgemeineren  Falle  zureckt  finden,  da  die  Untersuckungs- 
metkode  die  gleicke  bleibt. 

Eke  mit  der  Recknung  kegonnen  wird,  moge  die  Grand- 
lage,  auf  der  sie  beraken  soil,  nock  etwas  naker  besprocken 


Abb.  63. 


wer  den.  Es  soil  sich  also  um  eine  ebene  Bewegung  handeln7 
die  nnter  dem  Einflusse  der  Scbwere  erfolgt,  wahrend  auf  der 
freien  Oberflache  ein  constanter  Druck  —  namlich  der  Luft- 
druck  —  lastet.  Das  Wasser  soli  tief  im  Yergleicbe  zu  den 
Abmessungen  der  Wellen  sein  und  aucb  nacb  den  Seiten  hin 
soli  es  als  unbegrenzt  angenommen  werden,  um  die  Storungen, 
die  von  den  Ufern  her  erfolgen,  hier  aus  deni  Spiele  lassen  zu 
konnen.  Vermuth et  wird  ferner  auf  Grund  von  Beobaehtungen, 
dass  die  Wassertheilchen  der  Oberflache  kreisformige  Bahnen 
durchlaufen.  Abb.  63  giebt  naher  an,  wie  hierbei  die  Wellen- 
oberflache  zu  Stande  komrat.  Ob  dies  genau  zutreffen  kann, 
lasst  sich  auf  Grund  der  Beobachtung  allein  nicht  entscheiden; 
wir  werden  uns  vielmehr  davon  iiberzeugen  miissen,  ob  eine 
solche  Bewegung  geometrisch  und  dynamisch  moglich  ist. 

Ferner  mtissen  wir  nacb  den  Bahnen  fragen,  die  von  den 
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nicbt  zur  Oberflache .  gehprenden  Theilen  eingeschlagen  werden. 
Wir  denken  uns  in  der  Bewegungsebene  eine  horizontal  Linie 
gezogen,  die  bei  ruhendem  Wasser  eine  gewisse  Tiefe  unter 
dem  Wasserspiegel  bat.  Wenn  der  vorber  gradlinige  Wasser- 
6piegel  durcb  die  Bewegung  in  eine  Wellenlinie  iibergegangen, 
ist,  miissen  ancb  die  Wassertheilchen,  die  im  Gleichgewichts- 
znstande  auf  jener  Geraden  lagen,  eine  Wellenlinie  bilden.  Die 
Wellenhohe  dies er  Linie  ist  nnr  von  der  Tiefe  abhangig,  die 
sie  nnter  dem  Wasserspiegel  einnimmt.  Ihren  grossten  Wertb 
nimmt  sie  an  der  Oberflache '  selbst  an  und  von  da  an  muss 
sie  nacb  der  Tiefe  zu  fortw’ahrend  abnehmen,  so  dass  in  grosserer 
Tiefe  tiberbanpt  kanm  nocb  etwas  von  der  Bewegung  wabr- 
zunebmen  ist.  Dies  ist  einerseits  nothig,  damit  die  Grenz- 
bedingung  an  der  Bodenflache  erfiillt  werden  kann  nnd  anderer- 
seits  weiss  man  auch  scbon  aus  der  Erfahrung;  dass  sich  die 
Wellenbewegungen  im  Wesentlicben  nur  in  der  Nahe  der  Ober- 
flacbe  abspielen  und  scbon  in  einiger  Tiefe  unter  der  Oberflache 
fast  unmerklicb  werden.  Die  Wasser tbeilcben  unter  der  Ober¬ 
flacbe  werden  sicb  daber  im  Allgemeinen  ahnlich  wie  die  an 
der  Oberflache  selbst  bewegen  miissen,  nur  mit  geringeren 
Ausschlagen.  Wir  werden  daher  zu  der  Vermuth ung  gefiihrt, 
dass  aucb  diese  Wassertbeilcben  kreisformige  Bahnen  be- 
schreiben,  dass  aber  der  Halbmesser  der  Kreise  nacb  unten 
bin  abnimmt.  Wenn  die  Tbeilcben  an .  der  Oberflacbe  zum 
Gipfel  eines  Wellenberges  gehoren,  miissen  der  Continuitats- 
bedingung  wegen  aucb  die  Tbeilcben  der  tieferen  Wasser- 
scliichten,  die  grade  unter  jenen  liegen,  jedenfalls  eine  der 
bocbsten  benachbarte,  wabrscbeiulicb  aber  ebenfalls  ibre  bochste 
Lage  einnebmen.  Wir  vermutben -daber,  dass  die  Bewegungen 
in  verscbiedenen  Tiefen  an  entsprecbenden .  Stellen  in  gleicber 
Phase  stehen,  d.  b.  dass  die  tiefer  gelegenen  Theilchen  ibre 
Kreisbahnen  mit  derselben  Winkelgescbwindigkeit  beschreiben, 
wie  die  an  der  Oberflache  und  dass  der  vom  Mittelpunkte  der 
Kreisbahn  aus  nacb  dem  bewegten  Punkte.  gezogene  Radius 
in  jedem  gegebenen  Augenblicke  fur  alle  iibereinander  liegen- 
den  Tbeilcben  die  gleicbe  Richtung  bat. 
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Alle  diese  Sckliisse  sind  Inductionssckliisse,  die  als  ein 
Muster  dafur  gelten  konnen,  wie  man  mit  der  tkeoretisckeu 
Deutung  einer  aus  der  Beobaektung  bekauntea  Ersckeinung 
beginnen  soli.  In  wie  weit  *an  mit  diesen  Vermutkungen 
das  Iteckte  getroffen  hat,  kann  erst  die  nackfolgende  deductive 
Untersuckung  lehren. 

Fiir  die  Durckfiikrung  dieser  Untersuckung  empfieklt  sick 
im  vorlicgenden  Falle  nickt  das  Verfakren  von  Euler,  sondern 
das  von  Lagrange.  Dean  kei  diesem  verfolgen  wir  das  ein- 
zelno  Wassertkeilcken;  wir  konnen  daker  nack  ikm  die  Unter- 
suckung  in  derselben  W eise  fortsetzen,  wie  sie  vorker  be- 
gonnen  war.  Bei  der  Lagrange’seken  Metkode  fallt  die  Con- 
tinuitiitsgleichung  freilick  erkeblick  verwickelter  aus,  als  nack 
der  Euler’seken;  sie  sprickt  aus,  dass  eine  gewisse  Deter- 
miuante  constant  sein  muss.  Im  Falle  der  ebenen  Bewe<nmo- 
und  namentlicb  in  dem  hier  yorliegenden  Falle  vereinfacbt 
sich  abcr  die  Grleicbung  so  erbeblicb,  dass  sie  keine  Scbwierig- 
keiten  mehr  macben  kann. 

Wir  zieben  in  der  Bewegungsebene  eine  horizontale  X-Axe 
und  eine  3T- Axe  lothrecbt  nach  ab  warts.  Dann  nebmen  wir 
drei  benacbbarte  Punkte  an,  von 
denen  der  zweite  mit  dem  ersten  in 
gleicher  Hohe,  der  dritte  mit  dem 
ersten  auf  der  gleiclien  Lotbrecbten 
liegt.  Diese  drei  Punkte  ABC  in 
Abb.  04  betracbten  wir  als  die  Mittel- 
punkte  der  kreisformigen  Babnen 
von  drei  Wassertbeilcben,  deren  Be- 
wegung  wir  naber  verfolgen  wollen. 

In  irgend  einem  Augenblicke  sei  D 
die  Lage  jenes  Tbeilcbens,  dessen 
Mittelpunkt  in  A  liegt.  Der  Halb- 
messer  AT)  der  Kreisbabn  sei  mit  r  bezeicbnet;  der  Wmkei, 
den  AD.  mit  der  Lotbrecbten  bildet  und  den  wir  als  den 
Pliasenwinkel  bezeichnen  konnen,  sei  zur  gegebenen  Zeit  gleicb  cp. 
Wir  wollen  annebmen,  dass  die  Tbeilchen  ibre  Babnen  in 
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solchem  Sinne  durchlaufen,  dass  der  Winkel  <p  mit  der  Zeit 
abnimmt;  die  Welle  pflanzt  sich  dann  im  Sinne  der  positive!! 
X-Axe  fort  (vorausgesetzt,  dass,  wie  in  der  Figur  schon  an- 

genommen,  ^  positiv  ist). 

Znm  Mittelpunkte  B  gehort  das  Wassertheilchen  E.  Wenn 
sich  die  Phase  beim  Fortschreiten  nach  der  X-Axe  nicht  anderte, 
kame  E  nach  Er,  so  namlich,  dass  BE'  gleich  und  parallel 
mit  AD  ware.  Nun  ist  zwar  BE  immer  noch  gleich  AD, 
weil  der  Halbmesser  der  Bahnkreise  fair  alle  in  derselben 
Schicht  liegenden  Theilchen  dieselbe  Grosse  hat.  Dagegen  bat 
sich  der  Phasenwinkel  <p  urn  dcp  geandert.  Da  9 0  nnr  von  x 
abhangig,  von  y  aber  unabhangig  ist,  konnen  wir 

dcp  =  ^  d% 

setzen,  falls  die  Strecke  AB  mit  dx  bezeichnet  wird.  —  Zum 
Mittelpunkte  C  endlich  gehort  der  Fills sigkeitspunkt  F.  Um 
ihn  zu  finden,  trage  man  zunachst  CF'  gleich  und  parallel 
mit  AD  auf  und  vermin d ere  hierauf  CF'  um  F'F  oder  um 
—  dr .  Der  Halbmesser  r  ist  nur  von  y  abhangig  und  you  x 
unabhangig  und  man  hat  daher,  wenn  die  Strecke  AC  mit  dy 
bezeichnet  wird, 

=  jy  dy * 

Wir  mussen  erwarten,  dass  r  mit  wachsendem  y  abnimmt. 

Hier  setzen  wir  aber  zunachst  als  positiv  voraus;  die  Rech- 

nung  muss  uns  dann  von  selbst  lehren,  dass  es  in  Wirklich- 
keit  negativ  ist. 

Man  betrachte  den  Inhalt  des  in  Abb.  64  durch  Schraffi- 
rung  hervorgehobenen  Dreiecks  DEF.  Wenn  die  Zeit  fort- 
schreitet,  verandert  sich  die  Gestalt  und  die  Lage  dieses  Drei¬ 
ecks;  fur  jeden  folgenden  Augenblick  lasst  es  sich  aus  den 
festliegenden  Mittelpunkten  ABC  ohne  Weiteres  von  Neuem 
construiren.  Das  Dreieck  wird  stets  von  denselben 
Fliissigkeitstheilehen  eingenommen;  die  Continuitats- 
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bedingung  verlangt  daber,  dass  die  Flache  des  Drei- 
ecks  wabrend  der  Bewegung  constant  bleibt. 

Wir  miissen  also  nun  einen  Ausdruck  fur  den  Flacben- 
inbalt  des  Dreiecks  aufstellen.  Um  dabei 
nicbt  auf  Lebren  der  analytischen  Greometrie 
verweisen  zu  miissen,  von  denen  icb  nicbt 
wissen  kann,  ob  sie  dem  Leser  grade  nocb 
im  Gedacbtnisse  geblieben  sind,  zeicbne  icb 
in  Abb.  65  ein  Dreieck  aus  den  Punkten  1, 

2,  3,  deren  Coordinaten  eingescbrieben  sind. 

Der  Flacbeninbalt  dieses  Dreiecks  wird  durcb 
Zusammensetzen  aus  den  einzelnen  Bestand- 
tbeilen  gefunden  zu 


Abb.  65. 


A  =  Yas&  s  +  (a2  —  at) 


h  +  h 


y  ®A  = 


(a  A  —  a  A), 


wofiir  man  auck  in  Determinantenform 


a2  i 

&2  j 

scbreiben  kann. 

Um  diese  Form  el  fur  die  Berecbnung  des  Dreiecks  DEF 
in  Abb.  64  verwenden  zu  konnen,  brauchen  wir  nur  zu'setzen 

=  dx  —  rclcp  cos  cp, 

Z>2  ==  rdcp  sirup, 

=  —  dr  sin  cp, 
b$  =  dy  —  dr  cos  9?. 

Diese  Wertbe  ergeben  sicb  namlicb  aus  Abb.  G4  obne  Weiteres, 
wenn  man  nur  beacbtet,  dass  EE '  =  r  dcp  und  F'F  =  —  dr 
ist.  Ware  namlicb  dr  positiv,  so  lage  F  jenseits  F',  wabrend 
es  in  der  Figur  zwischen  Fr  und*  G  augenommen  ist.  Fur 
den  Dreiecksinbalt  A  bekommt  man  demnacb 


A  =  y  { (dx  —  rdcp  cos  cp)(dy —  dr  cos  (p)  -j-  dr  sin  (p  •  rd(p  sin  cp } 
=  ~~{dxdy  —  cos  cp  (dx  dr  rdy  dcp)  -f-  r  dr  dcp} 
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oder,  wenn  man  fur  dr  und  dcp  die  Vorber  festgestellten  Aus- 
driicke  einsetzt, 

A ^\dxdy  (l-eos^g  +  rg)  (254) 

Dieser  Ausdruck  muss  der  Zeit  nacb  constant  sein.  Der  Halb- 
messer  r  und  die  Differentialquotienten  you  r  und  <p  sind  aber 
unabbangig  Yon  der  Zeit  und  die  einzige  Grrosse,  die  in  dem 
gefundenen  Ausdrucke  mit  der  Zeit  Yeranderlicb  ist,  ist  cos  cp~ 
Um  die  Continuitatsbedingung  zu  erfiillen,  mussen  wir  daber 
den  mit  cos  cp  multiplicirten  Klammerwertb  gleich  Null  setzem 
Wir  erkalten  damit 


Da  r  unabbangig  von  x  ist,  kann  aucb  nicbt  Yon  x  ab- 

bangen.  Wir  konnen  daber  einen  einfacben  Ausdruck  fur 
diesen  Differentialquotienten  aufstellen.  Die  Lange  der  Welle, 
d.  b.  die  Entfernung  zwiscben  zwei  WeHenkammen,  sei  mit  l 
bezeicbnet;  dann  ist  der  Pbasenunterscbied,  der  zu  dem  Ab- 
stande  X  gehort,  gleicb  2x.  Da  nun  der  Pbasenunterscbied  dcpr 
wie  wir  saben,  uberall  proportional  zu  dem  borizontalen  Ab- 
stande  dx  ist,  folgt 


und  die  Yorige  Gleicbung  gebt  biermit  iiber  in 


Aus  dieser  Differentialgleicbung  kann  sofort  r  als  Function  Yon  y 
berecbnet  werden.  Durcb  Trennung  der  Variabeln  erbalt  man 


und  bieraus  durcb  Integration 


•I  y-'V  2  "It 

lg  r=C - ry. 


Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  G  dient  die 
Bemerkung,  dass  fur  die  Wasseroberflacbe  r  gleicb  der  Halfte 
der  Wellenbobe  h  ist,  wenn  man  darunter  den  Hobenunter- 
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scbied  zwiscben  dem  Wellenkamme  und  dem  tiefsten  Punkte 
eines  Wellentbals  yerstebt.  Wir  wollen  ferner  annebmen,  dass 
die  X-Axe  in  jener  Hobe  gezogen  sei,  auf  der  die  Mittel- 
pnnkte  der  yon  den  Punkten  der  Wellenoberflacbe  beschrie- 
benen.Kreisbab.nen  liegen.  Dabei  ist  iibrigens  zn  beacbten, 
dase  diese  Linie  nicbt  etwa  mit  dem  Wasserspiegel  des  ruben- 
den  Wassers  zusammenfallt.  Anf  Grand  dieser  Festsetzung 
findet  man  fur  y  =  Q  aus  Gl.  (257) 

und  wenn  man  dies  einsetzt,  gebt  die  Gleicbung  liber  in 

2r =  T  ^  oder  r  =  ye  (258) 

Der  Halbmesser  rnimmt  also  nacb  einem  Exponential- 
gesetze  mit  der  Tiefe  ab.  Da 

e~2}t  =  0,00187 

ist,  macbt  r  in  einer  Tiefe,  die  gleicb  der  Wellenlange  A  ist, 
scbon  nicbt  mebr  ganz  zwei  Tausendstel  des  Wertbes  an  der 
Oberflacbe  ans  und  in  einer  doppelt  so  grossen  Tiefe  zablt  r 
nur  nocb  nacb  Millionteln  des  Wertbes  an  der  Oberflacbe. 
Wir  finden  damit  bestatigt,  dass  sicb  die  Wellenbewegung 
im  Wesentlicben  nur  in  den  oberflacblicben  Scbicbten 
des  Wassers  abspielt,  derenDicke  etwa  yon  der  Grossen- 
ordnung  der  Wellenlange  ist.  Unsere  Losuug  des  Problems 
ist  daher  jedenfalls  aucb  nur  so  lange  braucbbar,  als  die  Wasser- 
tiefe  mindestens  aucb  yon  dieser  Grossenordnung  ist. 

Da  die  Punkte  ABC  in  Abbildung,'64  ganz  willkurlicb 
gewablt  waren,  ist  bei  Erfullung  der  Gl.  (255)  oder  der  daraus 
abgeleiteten  Integralgleicbung  (258)  der  Continuitatsbedingung 
(bei  geniigender  Wassertiefe)  uberall  genligt.  Die  auf  in- 
ductiyem  Wege  gefundene  Bewegungsform  stellt  daber 
jedenfalls  eine  geometriscb  moglicbe  Wasserbewegung 
dar.  Es  bleibt  aber  nocb  zu  untersucben,  ob  sie  unter  den 
gegebenen  Bedingungen  fur  die  ausseren  Krafte  aucb  dyna- 
namiscb  moglich  ist. 


442 


Fiinfter  Absehnitt.  Hydro dynamik. 


Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  you  dem  dAl  ember  t’~ 
schen  Prineip  Gebrauch.  Weim  wir  zu  den  ausseren  Kraften 
nocb  die  Tragheitskrafte  an  den  bewegten  Wassertbeilchen 
fiigen,  mnss  sicb  die  Wassermasse  in  der  augenblicklichen 
Gestalt,  die  sie  besitzt,  im  Gleicbgewichte  halten,  falls  wir  sie 
im  ruhenden  Zustande  und  in  dieser  Gestalt  nnd  Lage  sicb 
selbst  iiberlassen.  Die  Tragheitskrafte  reduciren  sicb  bier,  da 
die  Wassertbeilchen  alle  kreisformige  Babnen  mit  constanter 
Gescbwindigkeit  beschreiben,  anf  Centrifugalkrafte.  Wir  baben 
daber  nur  nocb  ein  einfacbes  hydro statiscbes  Problem  zu 
untersuchen. 


Die  Bedingung  fur  das  Gleicbgewicht  einer  Fliissigkeit 
unter  dem  Einflusse  gegebener  ausserer  Krafte  kommt  aber 
darauf  hinaus,  dass  die  Flussigkeitsoberflacbe  eine  Mveau- 
flache  bildet,  d.  b.  dass  die  resultirende  aussere  Kraft  senk- 
recbt  zur  Oberflacbe  stebt.  Der  Brack  an  irgend  einer  Stelle 
im  Innern  regelt  sicb  danacb  yon  selbst  und  kann  nacb  den 
gewobnlicben  hydrostatiscben  Gesetzen  leicbt  berecbnet  werden. 

Die  Coordinaten  irgend  eines  Fliissigkeitstheilchens  zur 
Zeit  t  seien  mit  %r}}  die  des  Mittelpunkts  der  Yon  ibm  be- 


schriebenen  Kreisbahn,  wie  Yorher,  mit  xy 
bezeichnet  (Ygl.  Abb.  66).  Dann  ist 
%  —  %  —  r  sin  <p;  ri  —  y —  re  os  9. 
Setzt  man  speciell  y  —  0  und  scbreibt 
man  fur  das  zugehorige  r,  d.  b.  fur 

z 

jetzt  der  Kiirze  wegen  r0f  so  wird  dies 


■■x  —  r0sm<p; 


*  r0  cos  <p, 


und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  (p  eliminirt,  nacbdem 
man  zuYor  x  mit  Hiilfe  you  Gl.  (256)  in  ausgedriickt  bat, 
erhalt  man  daraus  die  Gleicbung  der  Wellenoberflache  zur 
Zeit  t  Anstatt  diese  Elimination  auszufiibren,  konnen  wir  aber 

d 

auch  den  Differentialquotienten  auf  den  es  allein  ankommt, 

unmittelbar  ans  den  Gleichnngen  (259)  in  Verbindung  mit 
GL  (256)  ermitteln.  Man  biat  namlich 
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d r\ drj  '  d£ 

dg  dx  '  dx? 

wobei  nach  den  genannten  Gbeickimgen 

d  7]  .  d  Cp  2  71 

^  =  r0sm95.^  =  Tr0sm^ 

d£  i  dcp  .  2tc 

dx~1  ro  cos  ‘  Tx  ~  1 - rrocos9) 

2u  setzen  ist.  Hiernach  wird 


=  2?tl»sipiP  ,OCAN 

A —  2^r0cosgp  (-fOUj 


nnd  hiermit  ist  auch  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Wellen¬ 
oberflache  an  einer  Stelle,  die  der  Phase  cp  entspricht,  bekannt. 

Auf  ein  Wassertheilchen,  das  an  dieser  Stelle  der  Wellen¬ 
oberflache  liegt,  wirkt  —  abgesehen  von  dem  Luftdrucke,  der 
anf  der  Wasseroberflache  lastet,  nnd  der  liberal!  als  constant 
nnd  normal  znr  Oberflache  angesehen  wer- 
den  kann  —  die  Schwerkraft  nnd  die  znr 
Herstellnng  des  statischen  Problems  beizu- 
fiigende  Centrifngalkraft.  Die  Resultirende 
ans  den  beiden  znletzt  genannten  Eraften 
muss  senkrecht  zur  Wellenoberflache  stehen. 

Zerlegen  wir  also  die  Resnltirende  in  eine 
horizontal  Componente  PA  nnd  in  eine  veitikale  Componente  P2, 
wie  es  in  Abb.  67,  die  ein  Sthckchen  der  Wellenoberflache 
angiebt,  angedentet  ist,  so  muss  sich  verhalten 


-Pi _ dn 

P2  —  dl 


(261) 


Wir  werden  also  das  Verhaltniss  der  Componenten  P1  nnd  P2 
berechnen  nnd  seinen  Werth  mit  dem  des  Differentialquotienten, 
der  ans  Gl.  (260)  bekannt  ist,  vergleichen  miissen. 

Die  Masse  des  Theilchens,  das  wir  betrachten,  sei  m, 
Dann  ist  die  an  ihm  wirkende  Centrifngalkraft  G 


C- 


=  mirr0. 


Die  Winkelgeschwindigkeit  u7  die  hierin  vorkommt,  ist 

dtp 
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Fur  P±  erhalten  wir  daher 

Pt  =  C  sin  <p  =  m  (^| Yr0  sin  <p,  (263) 


wenn  Px  als  positiv  in  jener  Richtung  gereobnet  wird,  die 
durcb  den  Pfeil  in  Abbildung  67  angezeigt  ist.  Bei  P2  kommt 
ausser  der  Yertikalcomponente  der  Centrifugalkraft  nocb  das 
Gewicbt  mg  des  Tbeilchens  in  Betracht;  man  bat  daber,  wie- 
derum  nnter  Beriicksicbtigung  der  V orzeichenfestsetzungen, 

P2  =  mg  —  G  cos  <p  =  mg  —  m  r0  cos  cp, 


Grl.  (261)  gebt  biermit  nnd  nnter  Beriicksicbtigung  von  Grl.  (260) 
iiber  in 


sin  y 

g-{jffr°cos* 


%7tr0  sin  qp 
%  —  2itr0  cos  qp 


und  diese  Gleicbung  muss,  wenn  die  Bewegung  unter  den  ge- 
gebenen  XJmstanden  aucb  dynamiscb  moglicb  sein  soil,  fur 
jeden  Punkt  der  Wellenoberflache,  d.  b.  fur  jeden  Wertb  yon  cpT 
erfiillt  sein.  Dies  trifft,  wie  wir  sehen,  in  der  That  zu,  falls 
nur  zwis'chen  den  in  der  Grleicbung  vorkommenden  constanten 
Grossen  die  Bedingungsgleicbung 


erfiillt  ist.  Urn  dieser  Gleicbung  eine  fiir  die  weitere  Yer- 
wendung  bequemere  Form  zu  geben;  fubre  icb  ferner  nocb 
die  Scbwingungszeit  t  ein;  also  jene  Zeit,  wabrend  deren 
jedes  Flussigkeitstbeilcben  seine  kreisformige  Babn  einmal 
durcblauft.  Es  ist  dies  zugleicb  aucb  die  Zeit,  wabrend  deren 
sicb  ein  Wellenkamm  (oder  iiberbaupt  jede  .  bestimmte  Phase 
der  Bewegung)  in  stetiger  Folge  urn  die  Wellenlange  A  f'ort- 
bewegt  bat.  Bezeicbnet  man  demnacb  die  Fortschreitungs- 
gescbwindigkeit  der  Wellen  mit  co,  so  ist  aucb 


CD  == 


(265) 
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Andererseits  lasst  sich  aber  ~  in  x  ausdrticken.  In  %  wachst 
namlich  y>  um  2  it  nnd  daher  ist 

dq)  2  7t  2  a® 
dt  x  l  ' 

Setzt  man  dies  in  Gl.  (264)  ein;  so  erhalt  man 


nnd  hierauf  durch  Auflosen  nach  oj 

'  (266) 

Wir  sind  damit  im  Wesentlichen  am  Schlnsse  nnserer 
Betrachtungen  angekommen.  Es  zeigte  sich,  dass  die  zuerst 
auf  Grund  der  nnmittelbaren  Beobachtung  gebildete  Vorstellung 
yon  der  Art  der  Wellenbewegung  insofern  zutreffend  war,  als 
sie  in  der  That  im  Allgemeinen  einer  geometrisch  nnd  dyna- 
misch  moglichen  Bewegungsform  in  der  reibnngsfreien  Fliissig- 
keit  entspricht.  Es  mussten  dabei  nnr  die  Bedingungsglei- 
chnngen  (258)  nnd  (266)  erfdllt  sein.  Wir  haben  daher 
mehr  gefnnden;  als  eine  blosse  Bestatigung  fur  die 
Zulassigkeit  unserer  Inductionsschliisse,  denn  wir 
wissen  jetzt  auch,  nach  welchem  Gesetze  die  Bewegung 
nach  der  Tiefe  hin  abnimmt  nnd  wie  die  Fortpflan- 
znngsgeschwindigkeit  der  Wellen  mit  der  Wellenlange 
zus  ammenhangt.  Besonders  beachtenswerth  ist  hierbei,  dass 
die  langen  Wellen  nach  Gl.  (266)  schneller  fortschreiten,  als 
die  kurzen,  wahrend  es  auf  die  Hohe  der  Wellen  dabei  nicht 
ankommt.  Dieses  Ergebniss  ist  dnrchans  yerschieden  von  dem 
Gesetze,  nach  dem  die  Schallwellen  in  einem  elastischen  Korper 
fortschreiten;  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Fortpflanznngs- 
geschwindigkeit  nnabhangig  yon  der  Wellenlange.  Es  steht 
aber  mit  der  Erfahrnng  ganz  gut  in  Uebereinstimmung.  Bei 
bewegtem  Meeres-  oder  Seespiegel  kann  man  oft  neben  langeren 
Wellen,  die  dann  gewohnlich  anch  yon  grosserer  Hohe  sind, 
kleinere  Krauselnngen  beobachten,  die  zn  Wellen  yon  kleinerer 
Lange  gehoren  nnd  die  sich  xiber  die  langen  Wellenziige  ohne 
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wesentlicke  gegenseitige  Storung  superponiren.  Man  wird  dann 
stets  bemerken,  dass  die  langen  Wellen  viel  sclmeller  fort- 
sclireiteii  als  die  kurzen,  die  sie  scknell  kinter  sick  lassen. 

Bei  den  Wellenbewegungen  besteken,  wie  sckon  zuvor 
bemerkt  wurde,  Wirbel.  Die  einzelnen  Wirbelfaden  sind  kier 
gradlinig  und  senkreckt  zur  Bewegungsebene,  also  parallel  zur 
Z- Axe  gericktet.  Die  Aufgabe,  nm  die  es  sick  kauptsacklick 
kandelte;  konnte  zwar  sckon  okne  weitere  Beacktnng  der  Wirbel 
gelost  werden;  es  ist  aber  nickt  okne  Interesse,  nacktraglick 
anck  nock  die  Wirbel  zn  berecknen. 

Nack  Gl.  (217)  war  der  Wirbelvektor  la 


la 

Hier  ist  n 


\cy  czj  1  y  \cz  ox/  1  \dx  oy 


_  'dtk dvA  # 

ox]  _r  *  \dx  dyl 

-3=  0  nnd  und  v2  sind  unabkangig •  yon  daker 


yereinfackt  sick  la  zn 


la 


j  (dvi _ dj\ 

\dx  dy 


d.  k.  la  ist;  in  Uebereinstimmnng  mit  einer  zuyor  sckon  ge- 
mackten  Bemerknng  ?  parallel  znr  Z-Axe.  Es  kandelb 
daker  nnr  nock  nm  die  absolute  Grosse  yon  la,  namlick 


sick 


o  dv, 

w==:sx--8j- 

Dm  diesen  Wertk  zn  ermitteln,  kekren  wir  znr  Betracktung 
yon  Abb.  64  (S.  437)  zuruck.  Im  Pnnkte  D  des  festen  Raumes 
stekt  die  Gesckwindigkeit  a  in  dem  Augenblicke,  anf  den  sick 
die  Abbildung  beziekt,  recktwinklig  zu  AD  und  sie  kat  die 
Grosse  ru,  wenn  u  wieder  die  Winkelgesckwindigkeit  (ikrem 
absolnten  Betrage  nack)  bezeicknet.  Wir  nakmen  friiker  an, 
dass  die  kreisformigen  Baknen  der  einzelnen  Wassertkeilcken 
in  solcker  Ricktnng  durcklanfen  wiirden,  dass  cp  mit  der  Zeit 
abnimmt  nnd  wollen  an  dieser  —  an  sick  tibrigens  gleick- 
giiltigen  —  Annakme  anck  kier  festkalten.  Fur  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten  v1  und  v2  im  Pnnkte  D  erkalten  wir  damn 


vx  =  ur  cos  gr,  =  —  ur  sin  cp, 

Es  fragt  sick  jetzt,  nm  wie  yiel  sick  diese  Componenten  in  den 
Pnnkten  JEr  nnd  F'  yon  denen  im  Pnnkte  D  znr  gleicken  Zeit 
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untersaheiden.  Unmittelbar  bekannt  ist  die  Geschwindigkeit  in. 
den  N acbb arpunkten  E  und  F  von  E'  nnd  F'.  Die  Projektionen 
der  Strecke  EE  auf  die  Axenricbtungen  sind  dx  —  rdcp  cos  q> 
und  rd<p  sin  <p.  Die  Aendemng  dvx  der  Geschwindigkeitscom- 
ponente  v1}  die  beim  Fortscbreiten  vom  Punkte  E  zum  Punkte  E 
entsteht;  kann  daher 

dvi  =Y^(dx  —  rd(p  cos  <p )  rdy  sin  rp 

f  ^V1  /l  ^%r  \  ,  dv.  2  7CT  .  ) 

-dx\dx\l-  1  C0H  + 

gesetzt  werden,  wobei  auf  Gl.  (256)  zu  acbten  war.  Anderer- 
seits  ist  aber  die  Gescbwindigkeit  im  Punkte  E  ebenso  gross 
als  ini  Punkte  Z)  und  nur  die  Ricbtung  bat  sich  um  dcp  ge- 
andert.  Man  bat  daber  fur  dvt  aucb  den  Ausdruck 

dvL  =  —  ur  sin  tp  *  dcp  =  —  u  sin  cp  •  dx. 

Die  G-leicbsetzung  beider  Wertbe  liefert  die  erste  der  Tier 
folgenden  Gleicbungen 


dvt  . 

2  %  r 

\  l  OV. 

2  7tr 

2  nr  . 

1  — 

-i  cos 

. Y 

sin 

9 

=  —  u  sin  cp, 

dv2  i 

2  7tr 

\  ,  dv.> 

2  7tr 

2  nr 

1  — 
k 

V  C0Sl 

V  +  Jt 

'  Y 

sin 

9  = 

=  -  U  ---  COS  cp, 

dv1 

dx 

2  7tr 

'  ~ 

sin  9 o  -f- 

ft(‘+ 

2  itr 

X 

COS 

<p) 

2  7tr 

=  —  n  ~j-  cos  cp 

d%  t 

dx 

2  7tr 

'  ~~Y 

sin  cp  -)- 

I5C+ 

2  7tv 

'Y 

cos 

<p) 

2 itr  . 

=  u  -j—  sm  cp. 

Die  zweite  dieser  Gleicbungen  wird  namlicb  gefunden, 
wenn  man  in  derselben  Weise  die  Aenderung  untersucbt,  die 
v2  beim  Uebergange  Ton  D  nacb  E  erleidet  und  die  beiden 
letzten  Gleicbungen  bezieben  sicb  ebenso  auf  die  Verscbiebung 
Ton  D  nacb  F.  Durcb  Auflosen  der  Gleicbungen  erbalt  man 


Oy 


ov  2 
dx 


=  u 


(!fcos»+(l?)‘),[(^)!-l]. 
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Fur  die  Intensitat  des  Wirbels  findet  man  dalier 

Der  Wertb  von  w  bangt  demnacli  bei  einer  gegebenen  Wellen- 
bewegung  (d.  b.  bei  gegebenem  u  nnd  X)  nur  nocb  yon  dem 
Halbmesser  des  Kreises  ab,  den  das  Theilcben  bescbreibt,  das 
sicb  grade  an  der  betreffenden  Stelle  befindet.  Aucb  dieses 
Resultat  lasst  uns  wieder  erkennen,  was  friiber  schon  all- 
gemeiner  bewiesen  wurde,  dass  namlicb  die  Wirbelfaden  danernd 
an  dieselben  Tbeilcben  der  Fliissigkeit  gebnnden  sind  nnd  sicb 
in  nnyeranderter  Starke  mit  diesen  bewegen.  Jeder  Wirbel¬ 
faden  bescbreibt  daber  ebenfalls  eine  kreisformige  Babn. 

Wenn  an  irgend  einer  Stelle  2itr  —  X  ware,  wurde  ic 
nacb  Gl.  (267)  nnendlicb  gross.  Dieser  Fall  ist  indessen  bei 
einer  Wellenbewegung  ausgescblossen,  wie  man  ans  61.  (260) 
erkennt.  Wenn  namlicb  2  ucr0  nicbt  kleiner  als  X  ware,  batte 
die  Wellenoberflacbe  an  irgend  einer  Stelle  eine  senkrecbte 

Tangente,  da  nnendlicb  gross  wiirde.  Die  Wellenoberflacbe 

wiirde  nacb  den  abgeleiteten  Gleicbnngen  oben  eine  Scbleife 
bilden;  ein  Fall,  der  natiirlicb  faktiscb  ansgescblossen  ist.  Die 
Wellenlange  mnss  demnacb  immer  wenigstens  etwas  mebr  als 
das  sr-facbe  der  Wellenbobe  betragen;  sollte  sie  grade  das 
jr-facbe  betragen,  so  miisste  der  Wellenkamm  oben  in  eine 
Spitze  anslanfen. 

Ganz  abnlicb  wie  die  bier  besprocbenen  fortscbreitenden 
Wellen  sind  ancb  die  .stebenden  Wellen  zu  beurtbeilen, 
die  sicb  nnterbalb  eines  Webres  oder  eines  abnlicben  Hinder- 
nisses  in  einem  Flusslanfe  ausbilden.  Die  Fortscbreitungs- 
gescbwindigkeit  dieser  Wellen  relativ  zur  bewegten  Wasser- 
masse  ist  ebenso  gross  nnd  entgegengesetzt  gericbtet  wie  die 
Stromgescbwindigkeit,  die  die  Wassermassen  im  Ganzen  ge- 
nommen  nacb  abwarts  fiibrt.  Ans  dieser  Bedingnng  ergiebt 
sicb  nacb  Gl.  (266)  die  Lange  der  Wellen,  wenn  W  ge- 
gegeben  ist. 
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§  46  a.  G-ezeiten-Wellen. 

Von  ganz  anderer  Art'als  die  soeben  besprocbenen  Ober- 
flachenw ellen  sind  jene  langgezogenen  und  daber  ibrer  Wellen- 
form  naeb  beim  blossen  Anblicke  nicbt  iibersebbaren  Scbwin- 
gungsbewegungen ;  die  sicb  in.  den  Gezeiten,  also  in  langsam 
erfolgenden  periodiscben  Scbwanknngen  des  Wasserspiegels 
kundgebem  Dazu  gehort  zunacbst  die  Ebbe-  nnd  Flutb- 
bewegung  cler  Meere,  yon  der  man  weiss ;  dass  sie  yon  der 
verschieden  starken  Anziehnng  berriibrt,  die  nacb  dem  Newton- 
scben  Gesetze  yom  Monde  (bezw.  der  Sonne)  auf  yerscbieden 
weit  dayon  gelegene  Punkte  der  Erde  ausgeiibt  wird.  Anch 
die  unter  dem  Namen  der  „Seicbes“  bekannten,  zuerst  am  Genfer 
See  und  spater  aucb  an  anderen  Seeen  beobacbteten  See- 
spiegelsebwankungen  befolgen;.  abgeseben  dayon,  dass  bier  die 
die  Scbwingungen  erregende  Ursacbe  eine  andere  ist?  im  We- 
sentlichen  das  gleicbe  Gesetz.  Aebnlicbe  langsam  yerlanfende 
Pendelungen  des  Wasserspiegels  kommen  aucb.  in  langen 
Kanalhaltungen  und  in  mancben  anderen  Fallen  yor.  Die  ein- 
fachsten  Bedingungen  fiir  das  Fortscbreiten  dieser  Gezeiten- 
Wellen  liegen  in  einem  gradlinigen  borizontalen  Kanale  yon 
iiberall  gleicbem  Querscbnitte  yor,  der  iiberdies  nocb  yon  ge- 
mauerten  senkrechten  Seitenwanden  begrenzt  sein  moge.  Auf 
diesen  Fall,  der  iiberdies  dem  Tecbniker  besonders  nabe  liegt, 
soli  sicb  die  bier  durcbzufiibrende  Betracbtung  in  erster  Linie 
bezieben. 

Daboi  mag  ganz  dabin  gestellt  bleiben,  wie  die  Gezeiten- 
Welle  urspriinglicb  heryorgernfen  wnrde.  Wir  wollen  sie  nur, 
nachdem  sie  anf  irgend  eine  Art  entstanden  ist  und  nacbdem 
die  erregende  Ursacbe  zu  wirken  aufgebort  bat,  in  ibrem 
weiteren  ungestorten  Fortscbreiten  yerfolgen.  bJamentlicb  soli 
also  bier  nicbt  auf  die  Entstebung  der  Ebbe-  und  Flutbwelle 
im  grossen  ‘Ocean’  eingegangen  werden,  wabrend  das  Fort¬ 
scbreiten  dieser  yom  Ocean  ber  eintreffenden  Welle  in  einem 
langgezogenen  kleineren  Gewasser  mit  in '  den  Bereicb  dieser 
Untersuchung  gebort. 

roppl,  Dynamik.  2.  Aufl. 
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Die  in  der  angegebenen  Weise  beschrankte  Theorie  der 
Gezeiten-W ellen  ist  erheblich  einfacher  als  die  Theorie  der 
Oberflachenwellen  und  zwar  weil  bei  diesen  langsam  erfolgenden 
Schwingungen  die  Beschleunigungen  der  Wassertheilchen  nnr 
sehx  gering  sind.  Darnm  fallen  anch  die  nach  dem  d’Alembert- 
sehen  Princip  zur  Zuriickfiihrung  des  dynamischen  Problems 
anf  ein  statisches  einzufiihrenden  Tragheitskrafte  und  nament- 
lich  deren  Yertikal-Componenten,  auf  die  es  hierbei  in  erster 
Linie  ankommt,  ausserst  klein  aus,  so  dass  sie  bei  der  Be- 
rechnung  des  an  irgend  einer  Stelle  der  Flussigkeit  auf- 
tretenden  Druckes  ganz  yernachlassigt  werden  konnen.  Der 
Druck  hangt  daher  nur  day  on  ab,  wie  tief  diese  Stelle  grade 
unter  der  jeweiligen  Wasseroberflache  liegt  und  er  ist  ebenso 
gross  wie  der  hydrostatische  Druck  bei  der  gleichen  Tiefe. 
Sieht  man  yon  dem  als  constant  yorauszusetzenden  Luftdrucke 
auf  die  Wasseroberflache  ,  der  sonst  nur  als  ein  constanter 
Summand  mitzuschleppen  ware,  ab;  so  ist  der  Druck  p  an 
irgend  einer  Stelle  in  der  Hohe  y  iiber  der  Kanalsohle 


P  =  YQiJr‘*l  —  y)  (267  a) 

zu  setzen,  wenn  unter  y  das  Gewicht  der  Yolumen-Einheit, 
unter  h  die  Hohe  des  Wasserspiegels  im  ungestorten  und  unter 
Ji  +  rj  im  augenblicklichen  Zustande  yerstanden  wird.  Unter 
r\  ist  demnach  die  zur  Zeit  t  stattfindende  Erhebung  des 
Wasserspiegels  uber  den  normalen  Stand  in  Folge  der  Sclrwin- 
gungsbewegung  zu  yerstehen.  Rechnet  man  die  Abscissen  x 
in  der  Richtung  der  Canal- Axe/  so  ist  r\  eine  unbekannte 
Function  der  beiden  unabhangigen  Yariabeln  x  und  t. 

Fiir  das  Druckgefalle  in  horizontaler  Richtung  findet  man 
durch  Differentiation 


dp  _  d  rj ' 

d  x  ^  d  x  ’ 


(267  b) 


es  ist  daher  unabhangig  yon  der  Tiefe  unter  dem  Wasserspiegel 
und  ebenso  wie  rj  nur  yon  x  und  t  abhangig.  Hiermit  hangt 
jene  Eigenthumlichkeit  der  Gezeiten-W  ellen  zusammen,  durch 
die  diese  sich  am  meisten  yon  den  Oberflachenwellen  unter- 
scheiden.  Die  Unabhangigkeit  des  horizontalen  Druckgefalles 
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von  der  Wassertiefe  hat  namlieh  zur  Folge,  dass  auch  die 
Horizontal-Componenten  der  Tragheitskrafte  in  alien  Punkten 
eines  Querschnitts  jederzeit  gleich  gross  sein  mussen,  da  sick 
diese  Horizontal-Comp onenten  mit  dem  horizontalen  Druck- 
gefalle  im  Grleichgewichte  halten  mussen.  Hierbei  ist  noch  zu 
beachten,  dass  die  Horizontal-Comp  onenten  der  Tragheitskrafte, 
obschon  sie  ebenfalls  nnr  sehr  gering  sind,  nicbt  vernach- 
lassigt  werden  diirfen,  weil  sie  sick  wegen  der  grossen  Langs- 
ausdeknung  des  Kanals  sehliesslick  dock  zn  grosseren  Betragen 
summiren.  Anck  das  korizontale  Druckgefalle  ist  nur  sekr 
gering;  zwischen  weit  genug  von  einander  entfernten  Quer- 
scknitten  bestekt  aber  dock  ein  merklicher  Niveaunntersckied 
and  kiermit  ein  merklicker  Drncknntersckied  zwischen  gleich 
bock  liegenden  Punkten  beider  Querscknitte.  Dieser  Druck- 
nntersckied  ist  gleick  dem  Linienintegrale  der  Tragheitskrafte 
langs  der  zwischen  beiden  Querschnitten  liegenden  Strecke  der 
Kanalaxe.  Bezeichnet  man  die  Horizontal-Componente  der  Gre- 
sckwindigkeit  mit  v±,  so  ist 

dv± _ _ dp _ _  dji 

g  dt  d  x  y 

denn  die  Beschleunigung  kann  kier  okne  in  Betrackt 

d  v 

kommende  Fekler  durch  ersetzt  werden.  Aus  der  Grleichung 


dv  i n  djj 

dt  J  d x ; 


(267  c) 


die  zu  jeder  Zeit  erfullt  ist,  folgt  aber,  dass  ebenso  wie  r\ 
auck  ~~  und  kiernack  anck  v17  wenn  diese  Geschwindigkeit 

lediglick  in  Folge  der  Schwingungsbewegung  aus  dem  anfang- 
licken  Ruhezustande  kervorgegangen  ist,  fur  alle  Punkte  eines 
Querschnitts  zur  gleicken  Zeit  denselben  Wertk  kat.  An  der 
Wellenbewegung  nekmen  daher  bei  der  Grezeiten- 
Welle  (abgeseken  von  den  ausserst  geringen,  durck 
die  kier  vernachlassigten  Yertikal-Componenten  der 
Tragheitskrafte  kervorgebrackten  Untersckieden)  im 
Gregensatze  zu  den  Oberflachenwellen  alle  Wasser- 
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tkeilcken  eines  Querscknitts  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit  Tkeil. 

Zu  Gl.  (267  c)  tritt  nock  die  Continuitats-Gleickung.  Man 
betrackte  den  zwiscken  zwei  anfeinander  folgenden  Quer- 

sclinitten  liegenden  Raum.  Wenn  -rr-1  positiv  ist.  stromt  ans 
ikm  in  der  Zeiteinkeit  die  Menge 

tQi  +  v)d-£:dx 

mekr  ans  als  ein?  wenn  die  Breite  des  Querscknitts  mit  b  be- 
zeieknet  wird,  so  dass  b  Qi  -f-  rj)  den  Flackeninkalt  des  Quer¬ 
scknitts  angiebt.  Wenn  mekr  ausstromt  als  einstromt,  muss 
der  Wasserinlialt  entspreckend  abnekmen  und  dies  kann  nur 
dadurck  gesckeken,  dass  sick  rj  entspreckend  vermindert.  Man 
erkalt  so  die  Gleicknng 

z>  +  *?)  ji dx  =  —  ldx  •  jt ' 

Streickt  man  anf  beiden  Seiten  die  gleicken  Faktoren  nnd 
nimmt  man  ferner  nock  an,  dass  die  Spiegelsckwan- 
knngen  tj  gering  sind  im  Vergleicke  znr  Tiefe  h  des 
Kanals,  so  dass  rj  gegen  h  yernacklassigt  werden  kann,  so 
erkalt  man  die  Continuitatsgleickung  in  der  yereinfackten  Form 

»£—*!•  (267d) 

Ans  den  beiden  Differentialgleickungen  (267c)  nnd  (267  d) 
kann  man  nun  leickt  eine  der  beiden  Veranderlicken  vx  und  7; 
eliminiren,  indem  man  die  eine  Gleicknng  nack  x,  die  andere 
nack  t  differentiirt  nnd  nack  Mnltiplikation  der  einen  oder 
anderen  mit  g  oder  Ji  beide  yon  einander  snbtrakirt.  Man  ge- 
langt  so  zu  den  Gleickungen 


Die  beiden  V eranderlicken  v±  nnd  rj  miissen  daker  derselben 
partiellen  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnnng  genii  gen ;  die 
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ubrigens  zu  jenen  wenigen  gekort,  deren  allgemeine  Losung 
bekannt  ist.  Yerstekt  man  nnter  F±  nnd  F2  zwei  Functionen 
yon  beliebigem  Bau,  so  ist 

vx  —  F±  (x  +  ct)  +  F2  (x  —  ct)  (267  f) 

und  dieselbe  Losung  gilt  aucb  der  Form  nacb  fur  rj.  Yoraus- 
gesetzt  wird  dabei,  dass  die  Constante  c  passend  bestimmt 
wird  nnd  zwar  findet  man  beim  Einsetzen  des  Werthes  in  die 
Differentialgleickung,  dass 

c=Vgl  (267  g) 

sein  mnss.  Die  Functionen  F1  und  F2  erbalten  ihre  nakere 
Bestimmnng  durck  die  im  Anfangsznstande  gegebenen  Grenz- 
bedingungen.  Es  ist  aber  gar  nicht  notkig,  dies  weiter  aus- 
zufiikren,  da  das  Fortpflanzungsgesetz  der  Welle  scbon  aus 
Gl.  (267  f)  deutlick  genug  erkannt  werden  kann  und,  wie  ans 
dieser  Gleickung  keryorgekt,  yon  der  besonderen  Wellenform 
ganz  unabkangig  ist.  Die  Gleickung  stellt  zwei  sick  iiber- 
einander  lagernde  und  in  entgegengesetzter  Ricktung  okne 
Forma nderung  fortsckreitende  Wellen  dar.  Betrackten  wir 
zunackst  die  durck  das  zweite  Glied  dargestellte,  in  der  Rick¬ 
tung  der  positiyen  X-Axe  fortsckreitende  Welle,  setzen  also 
v1  =  F2(x  —  ct), 

so  erkennen  wir,  dass  wir  nack  Ablauf  einer  Zeit  A t  uberall 
wieder  zu  demselben  Wertke  yon  i\  gelangen  wie  yorker, 
wenn  wir  zugleick  um  eine  Strecke  Ax  fortsckreiten,  so  dass 

A  x 

A 7t  ~~  ° 

ist.  Dasselbe  gilt  auck  fur  tj.  Die  Welle  kat  sick  also  in 
At  okne  jede  weitere  Aenderung  nur  um  Ax  versckoben  und 
die  durck  Gl.  (267  g)  naker  bestimmte  Constante  c  stellt  die 
Fortsckreitungsgesckwindigkeit  der  Welle  dar,  die  natiirlick 
yon  der  Gesckwindigkeit  vt  der  Wassertkeilcken  wokl  unter- 
sckieden  werden  muss.  Damit  ist  aber  die  Aufgabe,  die  wir 
uns  stellten,  gelost,  denn  man  erkennt  auf  dieselbe  Art,  dass 
auck  das  erste  Glied  in  GL  (267  f)  eine  mit  der  gleicken 
.Gesckwindigkeit  c,  aber  Am  Sinne  der  negatiyen  X-Axe  forL 
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scbreitende  Welle  you  beliebiger  Gestalt  darstellt,  die  sicb  der 
ersten  uberlagert. 

Die  Fortscbreitungsgescbwindigkeit  ist  nacb  Gl. 
(267g)  nur  yon  der  Tiefe  des  Gewassers  abbangig  und 
zwar  ist  sie  doppelt  so  gross,  als  die  Fallgescbwindig- 
keit,  die  ein  Eorper  beim  freien  Fall  aus  einer  Hohe 
Ji  annelimen  wilrde. 

§  47.  Stromung  in  Robren;  die  Zahigkeit  des  Wassers. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  Robrleitungen  interessirt 
den  Tecbniker  in  bobem  Grade.  Leider  ist  jedoch  die  Tbeorie 
dieses  Yorgangs  so  Yerwickelt,  dass  man  in  den  praktiscb 
wicbtigeren  Fallen  anf  Naberungsannabmen  angewiesen  ist,  die 
nicbt  ans  der  Tbeorie  selbst,  sondern  ans  Yersucbsergebnissen 
abgeleitet  sind.  Man  besitzt  zwar  eine  ganz  einfacbe  Tbeorie, 
die  eine  moglicbe  Bewegungsart  fiir  die  Wasser stromung  in 
Robren  kennen  lebrt.  Der  Erfahrung  zufolge  kommt  diese 
Bewegung  aber  nur  dann  wirklicb  zu  Stande,  wenn  die  Wasser- 
gescbwindigkeit  im  Robre  verbaltnissmassig  gering  ist.  Fur 
jede  Robrweite  giebt  es  namlicb,  wie  0.  Reynolds  durcb  urn- 
fangreicbe  Yersucbe  festgestellt  bat,  eine  gewisse  kritiscbe 
Gescbwindigkeit,  nacb  deren  Ueberscbreitung  die  Bewegungs¬ 
art  plotzlicb  wecbselt.  Bezeicbnet  man  den  Durchmesser  des 
Robrs  mit  d}  die  specifiscbe  Masse  der  Fliissigkeit  mit  den 
auf  den  folgenden  Seiten  naber  zu  besprecbenden  Zabigkeits- 
Coefficienten  mit  ft  und  verstebt  man  unter  K  eine  aus  den 
Yersucben  abgeleitete  Constante,  so  ist  die  kritiscbe  Gescbwin¬ 
digkeit  v  (als  Durcbscbnittsgescbwindigkeit  fur  den  ganzen 
Robrquerscbnitt  aufgefasst)  nacb  Reynolds  durcb  die  empiriscbe 
Formel 

JcK 

v  ~  iid 

gegeben.  Die  Constante  K  ist,  wie  aus  den  Dimensionen  der 
in  der  Formel  auftretenden  Grossen  bervorgebt,  eine  absolute 
JZabl  und  zu  1900  bis  2000  ermittelt.  Setzt  man  Wasser  yon 
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ungefahr  15°  0.  voraus,  wo  fur  To  etwa  gleieh  140  •  10“"6  sec 

angenommen  werden  kann,  so  erh'alf  man  mit  m  =  sec 

°  1  9.81  m4 

und  K  =  2000  rand 


v  =  28  •  10~ 4  — 

sec 


£ 

d 


also  z.  B.  v  —  0,28  —  fur  d  =  1  cm  =  0.01  m  oder  v  =  0,0028  — 

fur  d  —  1  m.  Man  erkennt  daraus,  dass  die  kritisclie  Ge- 
schwindigkeit  bei  sebr  engen  Rohren  verhaltnissmassig  gross, 
bei  grossen  Wasserleitungsrohren  aber  so  klein  ist,  dass  die 
einfache  Tbeorie  fur  diese  gauz  olme  Bedeutung  ist.  In  der 
That  stimmen  aucb  die  Ergebnisse  der  einfacben  Tbeorie  mit 
den  von  Poiseuille  an  engen  Rohren  durchgefiihrten  und  spater 
dfters  wiederholten  Versuchen  recbt  gut  iiberein,  wahrend  der 
Leitungs  wider  stand  bei  weiten  Rohren  viel  grosser  ist,  als  aus 
der  einfacben  Tbeorie  folgen  wurde,  Auf  diesen  Punkt  werde 
icb  nachber  nocb  einmal  zuruekkommen,  yorher  aber  die  fiir 
die  Bewegung  in  engen  Rohren  gultige  einfache  Tbeorie  aus- 
einandersetzen. 

Jedenfalls  spielt  bei  alien  Wasserstromungen  in  Rohren 
(oder  auch  in  offenen  Kanalen)  die  innere  Reibung  oder  mit 
anderen  Worten  die  Zahigkeit  der  Flussigkeit  eine  so  wesent- 
liche  Rolle,  dass  sie  Yon  Anfang  an  in  passender  Weise  be- 
riicksichtigt  werden  muss.  Nun  weiss  man  zwar  nocb  keines- 
wegs  genau,  welcben  Gesetzen  die  Pltissigkeitsreibung  unter- 
worfen  ist.  Es  scbeint  indessen,  dass  sie  —  im  Gegensatze 
zur  Reibung  zwiscben  festen  Korpern  —  unabbangig  von  dem 
Drucke  ist,  mit  dem  die  einzelnen  Stromfaden  aufeinander- 
gepresst  sind.  Dagegen  hangt  sie  sebr  wesentlicb  yon  den 
Gescbwindigkeitsunterschieden  zwischen  benacbbarten  Strom¬ 
faden  ab.  Mit  den  Gescbwindigkeitsunterschieden  nimmt  aucb 
die  innere  Reibung  bis  auf  Null  ab  und  solange  die  Geschwin- 
digkeitsunterscbiede  nicbt  zu  gross  werden,  kann  man  — 
wenigstens  vorlaufig  und  naherungsweise  —  die  innere  Reibung 
als  proportional  dazu  ansehen.  Ausserdem  hangt  die  Reibung 
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natxirlicb  aucb  Yon  der  Art  der  Flussigkeit  und  aueb  von  ibrer 
Temperatur  ab.  Um  dem  Recbnung  zu  tragen,  fiibren  wir 
eine  Constante  h  ein,  die  wir  als  den  Zabigkeitscoefficienten 
bezeicbnen  wollen.  Der  Wertb  von  h  kann  nur  durcb  Yersucbe- 
ermittelt  werden.  Fur  Wasser  ist  er  nacb  Yersuchen  you. 
0.  E.  Meyer 

bei  10,1°  15,5°  17,9°  21,6°  C. 

gleidb.  157.10-“  136.10~«  129.10"6  118.10-“  •  sec 


Abb.  68. 


nacb  Umreclmung  auf  das  technisebe  Maasssystem.  .  Die  Dimen¬ 
sion  Yon  Tc,  die  bier  angegeben  ist,  ergiebt  sicb  aus  den  nach- 
folgenden  FormeLu. 

Wir  betraebten  eine  Wasserstromung  im  Robre,  bex 
der  die  Stromlinien  sammtlicb  gradlinig  und  parallel 
zur  Robraxe  sind.  Der  Querscbnitt  des  Robres  wd  als 
kreisformig  Yorausgesetzt,  so  dass  der  Sym¬ 
metric  wegen  die  Gescbwindigkeit  nur  Yon  dem. 
Abstande  von  der  Robraxe  abbangig  ist.  In 
Abb.  68  stelle  der  aussere  Kreis  den  inner en 
Umfang  des  Robrs  im  Querscbnitte  dar.  Wir 
betraebten  die  Bewegung  des  Wassers  inner- 
balb  des  durcb  Scbraffirung  bervorgebobenen 
Kreises  Yon  dem  beliebigen  Halbmesser  x.  Die  Grescbwindig- 
keit  am  Umfange  dieses  Kreises  sei  gleicb  v.  Wenn  x  um. 
dx  wacbst,  andert  sicb  .v  um  dv.  Diesem  Grescbwindigkeits- 
gef  alle  ist  die  Reibung  an  dem  Umfange  des  sebraffirten  Kreises 
zwiseben  den  innerbalb  und  den  ausserbalb  .liegenden  Strom- 
faden  proportional  zu  setzen.  Am  Robrumfange  wird  das 
Wasser  durcb  die  Reibung  an  der'  Robrwand  festgebalten 
daber  wird  die  Grescbwindigkeit  Yon  der  Mitte  aus  mit  ■wach.- 
sendem  x  abnebmen,  d.  b.  dv  ist  als  negativ  zu  erwartem 
Die  Reibung  zwiseben  den  Stromfaden  tritt  in  solcbem  Sinne 
auf,  dass  das  sebneller  fliessende  Wasser  das  langsamer  fliessende 
mit  sicb  fortzureissen -suebt  oder  —  was  auf  dasselbe  ..binaus^ 
kommt  —  dass  das  langsamer  fliessende  das  sebneller  fliessende 
aufzubalten  suebt.  Fur  die  innerhalb  des  sebraffirten  Kreises. 
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liegenden  Stromfaden  ist  die  Reibung  daher  eine  verzogernde 

Kraft,  wenn  negativ  ist. 

7  dx  ° 

Die  Wasserbewegung  erfolgt  aber  nacb  Voraussetzung 
gradlinig  und  daber  der  ^  Continuitatsbedingung  wegen  aneb 
mit  constanter  Gescbwindigkeit.  Demnacb  nriissen  sieb  alle 
yon  aussen  ber  auf  ein  beliebig  abgegrenztes  Volumenelement 
iibertragenen  Krafte  im  Gleicbgewicbte  mit  einander  balten. 
Der  Kreis  yom  Halbmesser  x  bilde  den  Querscbnitt  ernes 
Wassercylinders,  dessen  Lange  dz  sei.  Parallel  zur  Z-  Axe, 
die  mit  der  Robraxe  zusammenfallt,  wirken  aiif  diesen  Wasser- 
eylinder  die  Reibungen  am  Umfange  yerzogernd  ein.  Ibre 
Summe  ist  gleicb 

2xxcU-lc^- 

dx 


Durcb  diesen  Ansatz  wird  zngleicb  die  Belientung  des 
Zabigkeitscoefficienten  h  naber  definirt.  Damit  Grleicb- 
gewicbt  bestehe,  muss  zwiscben  beiden  Cylindergrundflacben 
ein  Drucknnterscbied  von  derselben  Grosse  anftreten.  Hiermit 
erklart  sicb  zunachst  das  Druckgefall  langs  der  Robraxe ,  das 
scbon  aus  der  Brfabrung  bekannt  ist.  Bei  einer  yollkommen 
reibnngsfreien  Fliissigkeit  w&re  zwiscben  yerscbiedenen  Quer- 
scbnitten  einer  horizontal  yerlanfenden  Leitungsrobre  kein 
Druckunterscbied  zn  erwarten.  Da  ferner  v  unabbangig  yon  z 
ist,  folgt,  dass  aneb  der  Drucknnterscbied  proportional- mit  dz 
ist.  Daber  ist 

dp  Po—Pi  „  /nao\ 


wen n  pQ  der  Druck  im  Anfange  und  pl  der  Druck  am  Ende 
der  Robrlange  l  ist  und  die  Druckabnabme  auf  die  Langen- 
einbeit  zur  Abkiirzung  mit  c  bezeicbnet  wird.  Pur  das  Gleicb- 
gewicbt  der  Kraftcomponenten  im  Sinne  der  Z- Axe  erbalten 
wir  biernach  die  Bedingungsgleicbung 


cdz  •  itx2  ■ 


2 %xdz  •  h 


odey  kiirzer 
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dv _  c 

dx  "  2  h  X' 

Durcb  Integration  folgt  daraus 

v  =  C—^,xK  (269) 

Die  Integrations constante  C  ist  aus  der  Grenzbedingnng  am 
Robrumfange  zn  ermitteln.  ITnter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Reibung  zwiscben  einem  festen  Korper  nnd  einer  ihn  beriibren- 
den  Flussigkeit  demselben  Gesetze  folgt,  wie  die  Reibung 
zwiscben  yerscbiedenen  Fliissigkeitsschichten,  muss  man  er- 
warten?  dass  die  Flussigkeit  am  Robrnmfange  die  Gescbwin- 
digkeit  Null  bat,  weil  einem  plotzlicben  Sprunge  in  der  Ge¬ 
scbwindigkeit  zwiscben  der  rubenden  Robrwand  und  der  an- 
grenzenden  Fliissigkeitsscbicbt  nacb  unserer  Yoraussetzung  iiber 
die  Wasserreibung  eine  unendlicb  grosse  Reibung  entsprecben 
wiirde.  Dieser  Scbluss  scbeint  aucb  im  Allgemeinen  durch  die 
Erfabrung  bestatigt  zu  sein;  nacb  Yersucben  yon  Helmholtz 
scbeint  es  freilicb  moglich  zu  sein,  dass  zwiscben  besondei’S 
glatten  Wanden  und  angrenzenden  Flussigkeitsscbicbten  aucb 
endlicbe  Gescbwindigkeitsunterscbiede  moglicb  sind.  Es  ist 
aber  nocb  sebr  zweifelbaft,  ob  die  betreffenden  Beobachtungs- 
ergebnisse  nicbt  ricbtiger  darauf  zuruckzufubren  sind,  dass  der 
Ansatz  fur  die  Fliissigkeitsreibung  yon  yornberein  nicbt  genau 
zutrifft.  An  gewobnlicben  Glaswanden  oder  an  den  rauben 
Oberflacben  yon  Metallrobren  durfte  indessen  die  angrenzende 
Flussigkeit  festbaften.  Icb  fubre  daber  die  Grenzbedingung 
ein,  dass  fur  x  =  r  die  Gescbwindigkeit  v  —  0  wird.  Damit  folgt 


und  biermit 

x2y  (27°) 

Tragt  man  in  jedem  Punkte  eines  Durcbmessers  die 
zugeborige  Gescbwindigkeit  v  in  einem  passenden 
Maassstabe  recbtwinklig  ab,  so  erbalt  man  als  Ge- 
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schwindigkeitsyertheilungsdiagramm  einen  Parabel- 
bogen. 

Die  durch  jeden  Querschnitt  der  Rohre  in  der  Zeiteinheit 
fliessende  Wassermenge  sei  mit  Q  bezeich.net.  Man  findet  Q? 
indem  man  jedes  Flachenelement  des  Querschnitts  mit  der 
zugehorigen  Geschwindigkeit  mnltiplieirt  nnd  hieranf  liber  den 
ganzen  Querschnitt  integrirt.  Man  hat  daher 


Unter  der  mittleren  Greschwindigkeit  vm  der  Stro- 
mnng  yersteht  man  jene  Geschwindigkeit,  die  alien  Stromfaden 
znkommen  miisste,  wenn  sie  bei  alien  gleich  gross  sein  nnd 
dieselbe  Flussigkeitsmenge  Q  dnrch  den  Querschnitt  fuhren 
sollte.  Man  hat  daher 


Die  Geschwindigkeit  in  der  Mitte  ist  daher  doppelt 
so  gross;  als  die  mittlere  Geschwindigkeit. 

Man  yerwendet  diese  Formeln  gewohnlich  entweder;  nm 
bei  gegebenem  h  den  Druckhohenverlust  c  fur  die  Langen- 
einheit  zu  berechnen,  der  erforderlich  ist,  um  eine  yerlangte 
Flussigkeitsmenge  Q  durch  die  Rohre  zu  treiben,  oder  um  7r 
aus  den  iibrigen  Werthen;  die  bei  einem  Yersuche  direkt 
beobachtet  sind,  zu  ermitteln.  Durch  Auflosen  nach  c  findet 
man  aus  Gl.  (272) 

h~Pl _  BkVm 

c~~~  l  ~  r2  ’ 


d.  h.  das  Druckgefall  wird  hiernach  proportional  der 
ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  und  umgekehrt 
proportional  der  zweiten  Potenz  der  Rohrweite  ge- 
funden. 

Bei  den  Yersuchen  yon  Poiseuille  mit  engen  Rohren 
traf  dies  zu;  bei  gewohnlichen  Wasserleitungsrohren.  und  bei 
den  Wassergeschwindigkeiten,  mit  denen  man  es  in  den  ge- 
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wobnlicb  yorliegenden  Fallen  zn  tbun  bat,  lebrt  aber  die  Er- 
fahrung,  dass  das  Druckgefall  vielmehr  nabezu  pro¬ 
portional  der  zweiten  Potenz  der  Gescbwindigkeit  nnd 
nmgekelirt  proportional  der  ersten  Potenzder  Robr- 
weite  gesetzt  werden  kann.  Man  findet,  dass  der  Druck- 
bobenYerlust  fur  eine  Robrlange,  die  etwa  das  40-  bis  50-facbe 
des  Robrdurcbmessers  betragt,  so  gross  ist,  wie  der  Druck, 
der  erforderlicb  ist,  urn  dem  Wasser  beim  Ausstromen  ans 
einem  Gefasse  in  die  freie  Luft  die  Gescbwindigkeit  vm  zu 
ertbeilen.  Man  driickt  dies  auch  dabin  aus,  dass  der  dureb 
die  Fliissigkeitsreibung  berbeigefiibrte  Yerlnst  an  mecbaniscber 
Energie  auf  die  angegebene  Strecke  bin  ebenso  gross  ist,  wie 
die  kinetiscbe  Energie  des  stromenden  Wassers. 

Eine  Erklarung  fur  das  abweicbende  Verbalten  der  Stro- 
mung  oberbalb  der  kritiscben  Gescbwindigkeit  ist  darin  zu 
erblicken,  dass  die  einfacbe  gradlinige  Stromung  dann 
nicbt  mebr  stabil  ist.  Denkt  man  sicb  namlicb  diese  Stro¬ 
mung  anfanglieb  gegeben  und  setzt  voraus,  dass  dureb  zu- 
fallige  Umstande  eine  geringe  Abweicbung  Yon  ibr  Yeranlasst 
werde,  so  fragt  es  sicb,  ob  diese  Abweicbung  alsdann  Yon 
selbst  wieder  erlischt,  so  dass  die  ursprungliebe  Stromungsart 
wieder  bergestellt  wird,  oder  ob  sie  sicb  Yielmebr  Yon  selbst 
Yergrossert,  so  dass  dadurcb  die  Stromung  der  Art  nacb  yoII- 
standig  geandert  wird.  Im  ersten  Falle  ist  die  Stromung  stabil; 
im  anderen  Yermag  sie  sicb  in  der  Yorausgesetzten  Art  iiber- 
baupt  nicbt  dauernd  aufreebt  zu  erbalten  und  der  endgiiltige 
StromungsYorgang  muss  ein  Yollig  daYon  Yerscbiedener  werden. 

Bis  zu  einem  gewissen  Grade  Yermag  man  sicb  dureb 
freilicb  sebr  Yerwickelte  Recbnungen  Recbenscbaft  davon  zu 
geben,  wann  der  eine  oder  der  andere  Pall  zu  erwarten  ist. 
Zu  diesem  Zwecke  denkt’  man  sicb  die  ganze  Stromung  in 
eine  parallel  zur  Robraxe  Yerlaufende  Hauptbewegung  und  eine 
sicb  uber  sie  lagernde  periodiscb  wecbselnde  Nebenb.ewegung 
zerlegt,  so  dass  beide  die  Continuitatsbedingung  und  die  Grenz- 
bedingungen  fur  sicb  genommen  erfullen.  Dabei  zeigt  sicb 
zunachst,  wenn  man  die  im  naebsten  Paragrapben  aufzustellen- 
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den  Bewegungsgleichungen  fur  die  zahe  Fliissigkeit  zu  Rathe 
zieht?  dass  die  Hauptbewegung  selbst  durcb  das  Bestehen  der 
Mebenbewegung  in  Mitleidenscbaft  gezogen  wird,  so  dass  fur 
sie  andere  Grleicbungen  gelten,  als  wenn  diese  wegfiele.  Ferner 
ergiebt  sicb,  dass  die  lebendig’e  Kraft  der  ganzen  Stromung 
gleicb  der  Summe  der  lebendigen  Krafte  fur  die  einzeln  ge- 
nommenen  beiden  Bewegungsantheile  gesetzt  werden  kann. 

*  Man  leitet  dann  eine  Formel  ab  fiir  die  zeitlicbe  Aenderung 
dJEjf 

der  lebendigen  Kraft  E'  der  Nebenbewegung  mid  sieht- 

zu,  ob  dieser  Ausdruck  negativ  oder  positiv  ausfallen  wird. 
TJeberwiegen  die  negativen  Grlieder,  so  erliscbt  die  Neben- 
bewegung;  im  anderen  Falle  steigert  sie  sicb  und  die  voraus- 
gesetzte  Hauptbewegung  ist  labil. 

Ohne  auf  die  Durcbfiibrung  dieser  Betraohtungen  weiter 
einzugehen,  erwahne  ich  nur,  dass  sie  in  Uebereinstimmung 
mit  den  Beobaclitungstbatsacben  zu  dem  Scblusse  fiihrt,  dass 
die  einfacbe  Hauptbewegung,  die  wir  yorber  in  diesem  Para- 
grapben  betracbteten,  um  so  eber  labil  werden  musse,  je  grosser 
ihre  Geschwindigkeit  und  je  grosser  der  Robrdurcbmesser  wird. 
Dagegen  ist  es  bisber  nicbt  gelungen,  auf  tbeoretiscbem  Wege 
eine  bestimmte  Auskunft  dariiber  zu  erlang en,  yon  welcber 
Art  die  Hauptbewegung  nacb  Ueberschreitung  der  kritischen 
Grescbwindigkeit  wird.  Yon  dieser  Hauptbewegung  hangt 
natiirlicb  die  Beziebung  zwiscben  der  durcb  das  Robr  fliessen- 
den  Wassermenge  und  dem  Druckgefalle  ab. 

Einen  ungefabren  Anhalt  dafur  erbal't  man  jedocb  durcb 
einige  einfacbe  Ueberlegungen.  Man  denke  sicb  wieder  wie 
vorher  in  Abb.  68  einen  Cylinder  yoxn  Halbmesser  cc,  aber 
yon  einer  ini  Yergleicbe  zum  Robrdurcbmesser  grossen  Lange  L 
abgegrenzt.  Als  bescbleunigende  Kraft  wirkt  auf  die  in  dem 
Cylinder  entbaltene  Wassermasse  wieder  wie  yorber  der  Druck- 
unterscbied  an  beiden  Endquerschnitten.  Diese  'Kraft  kann 
aber  jetzt  nicht  ausschliesslich  zur  Ueberwindung  der  Flussig- 
keitsreibung  am  Cylinderumfange  yerbraucbt  warden.  Wegen 
der  nacb  Yoraussetzung  bestehenden  „Nebenbewegung“’  findet 
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namlich  zugleich  durch  den  Cylinderumfang  ein  Austausch 
yon  Fliissigkeitstheilchen  statt.  Da  nun  die  yon  aussen  her 
eintretenden  Theilchen  im  Allgemeinen  eine  geringere  Ge¬ 
schwindigkeit  in  der  Riehtung  der  Rohraxe  mit  sich  bringen; 
als  die  austretenden,  so  muss  ein  Theil  des  bestehenden  Druck- 
gefalles  zur  Beschleunigung  dieser  Theilchen  yerwendet  werden. 
Hiermit  erklart  sich  zunachst,  warum  das  Druckgefall  fiir  die 
nach  der  Mitte  hin  liegenden  Wasserfaden  grosser  werden  muss, 
als  wenn  die  Hauptbewegung  mit  Ansschluss  der  Neben- 
bewegung  yor  sich  ginge.  Die  der  Wand  nahe  liegenden 
Schichten  erfahren  umgekehrt  durch  die  Einwanderung  yon 
schneller  fliessenden  Theilchen  aus  dem  Innern  —  im  Aus- 
tausche  gegen  die  langsamer  fliessenden  der  ‘ausseren  Schichten 
—  einen  Antrieb  noch  iiber  das  Druckgefall  hinaus.  Daraus 
folgt,  dass  dort  grossere  Fliissigkeitsreibungen  zu  iiberwinden 
sind;  d.  h.  dass  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  nach  aussen 

hin  oder  in  der  yorausgehenden  Rechnung  nach  der  Wand 

zu  bedeutend  grosser  werden  muss;  als  dort  gefunden  wurde. 
Wahrend  im  fruheren  Falle  eine  parabolische  Geschwindigkeits- 
yertheilung  uber  den  Querschnitt  gefunden  wurde;  miissen  wir 
als  Folge  des  Hinzutretens  der  ISTebenbewegungen  erwarten, 
dass  sich  die  Geschwindigkeit  yon  der  Mitte  aus  nach  aussen 
hin  zunachst  yiel  weniger  andert  und  dass  erst  in  der  Nahe 
der  Wand  ein  weit  starkerer  Abfall  der  Geschwindigkeit  eintritt. 

In  der  That  lehren  auch  Beobachtungen  iiber  die  Ge- 
schwindigkeitsyertheilung  in  weiten  Rohrleitungen,  dass  die 
Geschwindigkeit  innerhalb  des  bis  nahe  zum  Rande  hin  reichen- 
den  mittleren  Querschnittstheiles  nur  wenig?  in  der  Nahe  der 
Rohrwand  aber  yiel  schneller  nach  aussen  hin  abnimmt.  Man 
kann  dies  in  einfacherer  Zusammenfassung  der  yorhergehenden 
Erorterungen  damit  erlautern;  dass  durch  die  Durcheinander- 
ruhrung  der  mittleren  Wassermassen  ein  Ausgleich  der  Ge- 
schwindigkeiten  herbeigefiihrt  wird.  Die  der  Rohrwand  zunachst 
liegenden  Schichten  konnen  sich  an  diesem  Ausgleiche  nicht 
betheiligen,  da  sie  wegen  der  Grenzbedingung  am  Rande  nicht 
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nacb  innen  hin  ausweichen  und  dalier  aucb  nicht  gegen  von 
innen  zustromende  Massen  ausgewechselt  werden  konnen. 

Die  Reibung  an  der  Rohrwand,  die  fur  einen  bis  dabin 
reichenden  Wassercylinder  in  jedem  Falle  gleicb  dem  Druck- 
nnterscbiede  zwischen  den  Endquerschnitten  sein  muss;  ist  dem 

Geschwindigkeitsabfalle  ^  fiir  x  =  r  proportional.  Da  nun 

oberbalb  der  kritiscben  Gescbwindigkeit  dieser  Wertb  viel 
grosser,  als  nacb  den  fruher  anfgestellten  Formeln  wird,  so 
folgt,  dass  ancb  ein  entsprecbend  grosseres  Druckgefall  nothig 
ist,  nm  die  Bewegung  zu  unterhalten.  Es  lasst  sicb  ancb 
voraussehen,  dass  die  Miscbung  der  einzelnen  Wasserfaden 
dnrcb  die  Nebenbewegung  nm  so  starker  erfolgt  nnd  der  Ge- 
schwindigkeitsabfall  sicb  nm  so  mebr  nacb  der  Robrwand  bin 
zusainmendrangt,  je  grosser  die  dnrcbscbnittlicbe  Stromungs- 
gescbwindigkeit  ist.  Hiernach  ist  zn  erwarten,  dass  der  Ge- 
scbwindigkeitsabfall  an  der  Robrwand  nnd  biermit  ancb  die 
Reibnng  an  der  Wand,  sowie  das  erforderlicbe  Druckgefall 
scbneller  wachsen  als  die  Gescbwindigkeit  selbst.  Dass  freilich 
das  Drnckgef  all  nnn  grade  der  zweiten  Potenz  der  Gescbwindig¬ 
keit  proportional  sein  miisse,  ist  ans  dieser  Betracbtnng  nicht 
abznleiten.  In  der  That  ist  es  ancb  nicbt  wahrscheinlich,  dass 
dies  genan  zutrafe.  Yielmebr  weisen  die  Beobachtungsergeb- 
nisse  nmgekebrt  darauf  bin,  dass  der  Widerstand  etwas  lang- 
samer  als  die  zweite  Potenz  zunehme;  nacb  den  Versuchen 
von  Reynolds  ware  etwa  die  1,7.  Potenz  der  Gescbwindigkeit 
anzunehmen. 

§  48.  Die  Bewegungsgleichungen  fiir  zahe  FTiissigkeiten. 

Die  Entwickelnngen  in  der  ersten  Halfte  des  vorigen 
Paragrapben  bilden  das  einfacbste  Beispiel  fiir  den  bente 
nblicben  Ansatz  zur  tbeoretiscben  Untersncbnng  von  Flhssig- 
keitsbewegungen,  bei  denen  man  den  Einfluss  der  Reibnngen 
—  so  gut  als  es  eben  moglicb  ist  —  zn  berhcksicbtigen 
wiinscht.  An  sie  scbliessen  sicb  leicbt  die  allgemeineren  Be- 
wegungsgleichungen  an,  von  denen  man  annimmt,  dass  sie 
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dem  wirklicken  Verkalten  der  zliken  Fliissigkeiten  am  besten 
entsprecken. 

Beim  Auftreten  you  Reibungen  ist  der  Flussigkeitsdruck 
nack  yersckiedenen  Ricktungen  kin  yersckieden  gross.  Um  die 
inneren  Krafte  in  liber  sicktlicher  Weise  zu  bezeichnen,  greift 
man  daker  am  besten  anf  die  aus  der  Pestigkeitslekre  kekannte 
Darstellungsweise  ztiruck.  Fiir  das  Gleickgewickt  eines  Yo- 
lumenelements  erkielten  wir  in  Band  III,  S.  23  die  Bedingungs- 
gleickungen 


dex  ,  CTyx  dxzx 
+  dy  + 


ox 


0 


H  ,  dJ*y_ 

dy  '  ex  '  dz 


w  +  x 

+  r=o 


da. 


+ ' 


d^xz 

dx 


+  dw-+z-°- 


Diese  konnen  anck  kier  sofort  verwendet  werden,  wenn 
man  den  <3  und  x  ikre  friikere  Bedentung  lasst,  unter  den  x 
also  die  Componenten  der  inneren  Reibnngen  verstekt,  in  die 
Componenten  XYZ  der  ausseren  Massenkraft  aber  zngleiek 
die  Tragkeitskraft  mit  einrecknet,  die  man  beifiigen  muss,  um 
das  dynamiseke  Problem  anf  ein  statisekes  zuriickzufukren. 

Gewoknlick  kommt  es  anf  die  Sckwere  nickt  an;  man 
fragt  yielmekr,  wie  sekon  bei  der  Untersucknng  im  rorigen 
Paragrapken,  damack,  wie  sick  der  Vorgang  gestaltet,  wenn 
das  Gewickt  ansser  Ackt  gelassen  wird.  Dann  sind  unter  X  YZ 
nur  nock  die  Componenten  der  Tragkeitskraft  zu  yersteken 
und  man  erkalt 


n  d-Vi  =  1 

^  dt  '  dx  dy  dz 


P'Ti 


dy 


|  d^v 
dx  '  dz 


dv< 


cli 

dz 


XX 

dx 


'  dy 


(274) 


Diese  Gleiehungen  treten  am  die  Stelle  der  Euler ’sell  eat 
Gl.  (212)  oder  (213).  Fiir  die  totalen  Differentiadquotiemteni 
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der  Gesckwindigkeitscomponenten  nack  der  Zeit  konnen 

auck  tier  wieder  die  Wertke  aus  den  Gl.  (211)  eingefiikrt 

werden.  —  Dass  sick  das  Yorzeicken  yon  gegeniiber  —  — 

o  oc  o  oc 

kier  im  Yergleicke  zu  den  Gl.  (212)  oder  (213)  umgekekrt 
kat?  ist  xibrigens  einfack  darauf  zuruckzufiikren,  dass  in  der 
Festigkeitslekre  Zugspannnngen  iiberall  positiv^  gerecknet  wurden, 
wakrend  kier  ein  positives  p  einen  Druck  bedentet. 

Wir  miissen  jetzt  nock  die  Annakme  iiber  den  Zusammen- 
kang  zwiscken  den  inneren  Reibungen  nnd  den  Gesckwindig- 
keitsdifferenzen,  von  der  wir  sckon  im  vorigen  Paragrapken 
ausgingen,  zum  Ausdrucke  bringen.  Dabei  ist  vor  Allem  zu 
beackten,  dass  auck  kier  die  in  der  •  Festigkeitslekre  bewiesenen 
Gleickungen 


^ xy  ^ yx )  ^xz 


%z  ■ 


'zy 


unverandert  bestehen  bleiben.  Die  innere  Reibung  ist 

o  x  y 

zunackst  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  dem  Differential- 
quotienten  ,  denn  v2  ist  gleickgericktet  mit  txy  nnd  fiir  die 

Reibung  txy  kommt  die  Aenderung  in  Betrackt,  die  v2  erfakrt, 
wenn  man  in  der  Ricktung  x  weiter  gekt.  Wenn  aber  eine 
Reibung  t  entstekt,  so  entsprickt  ikr  zugleick  auck  eine 
Reibung  t  und  umgekekrt.  Die  Reibung  %yx  stekt  nack  der 
friiker  aufgestellten  Annakme  im  nacksten  Zusammenkange 


$  v 

mit  dem  Differentialquotienten  -—■ .  Wir  erkennen  daraus, 

dass  fur  den  gemeinsckaftlicken  Wertk  von  %xy  und 
tyx  beide  Differentialquotienten  maassgebend  sind 
und  setzen 


(275) 


Dieser  Ansatz  bildet  demnack  nur  eine  folgericktige  Weiter- 

F5ppl,  Dynamik.  2.  Axifl.  30 
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bildung  des  scbon  im  vorigen  Paragrapben  gewablten.  —  Mit 
den  fur  die  Scbubspannungscomponenten  in  elastiscben  Korpern 
aufgestellten  Wertben,  Band  III;  Gl.  (288),  stimmen  iibrigens 
die  aus  den  Gl.  (275)  eng  uberein.  Man  braucht  nur  an  Stelle 
der  Gescbwindigkeitscomponenten  die  Yerschiebungs- 

componenten  £  rj  £  zu  nebmen,  nnd  den  Zahigkeitscoefficienten  Jc 
durcb  den  Scbubelasticitatsmodul  G  zn  ersetzen,  nm  zu  den 
fruberen  Formeln  zu  gelangen.  Man  kann  dies  zu  einer  an- 
schaulicben  Darstellung  des  in  den  GL  (275)  entbaltenen  An- 
satzes  beniitzen.  Man  betrachte  namlicb  die  Wassermasse  zn 
einer  gegebenen  Zeit  und  stelle  bieranf  die  Yerscbiebungen 
fest,  die  jeder  materielle  Punkt  wabrend  eines  passend  ge¬ 
wablten  kleinen  Zeittheilcbens  erfabrt.  Wen'll  ein*fester 
Korper  urspriinglicb  dieselbe  Gestalt  hatte,  wie  die 
Wassermasse  und  wenn  er  bieranf  deformirt  wird,  so 
dass  sicb  jeder  materielle  Punkt  in  gleicber  Ricbtung 
und  urn  ebensoviel  verscbiebt,  wie  der  ibm  in  der 
Wassermasse  entsprecbende  Punkt,  so  entstehen  in 
diesem  Korper  Spannungen  nnd  die  Scbubspannungen 
stimmen  fur  jede  Stelle  nnd  fur  jede  Scbnittricbtung 
genau  iiberein  mit  den  Reibungen  in  der  Wassermasse. 
Durcb  diese  Ueberlegung  wird  die  innere  Reibung  mit  einem 
D ef ormationszustan de  in  der  Wassermasse  in  Zusammenbang 
gebracbt. 

Die  gleicbe  Ueberlegung  fQhrt  ancb  znr  Aufstellung  der 
Ausdrucke  fur  die  NormalspannuDgen  Gx6y6z.  Diese  konnen 
im  Allgem  einen  nicht  mebr  genau  gleicb  nnter  einander  sein; 
wir  denken  nns  jede  von  ibnen  ans  einem  gewobnliclien  Flussig- 
keitsdrucke  p}  der  nacb  alien  Seiten  bin  gleicb  ist,  nnd  aus 
einem  Znsatzgliede  zusammengesetzt,  dessen  Wertb  von  der 
Zabigkeit  abbangt.  Dieses  Znsatzgbed  bestimmen  wir  im 
Uebrigen  ebenso  aus  dem  Deformationsznstande  wie  yorber  die 
Sebubspannungscomponenten.  Wir  baben  dann  in  Anlebnnng 
an  die  Gl.  (292)  you  Band  III  nnter  Beriicksicbtigung  der 
Unzusammendruckbarkeit  der  Fliissigkeit,  die  e  gleicb  'Null 
niacht,  zn  setzen 
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=  +  (276) 

Die  Bedeutung  von  p  folgt  iibrigens  leicbt  ans  diesen  Glei- 
cbungen,  wenn  man  sie  addirt.  Der  Continuitatsbedingung 
wegen  heben  sicb  dabei  die  mit  h  bebafteten  Glieder  fort  nnd 
man  bebalt 

a  i  a  i  a 

_JL±L  yjL.±  =  —  *) 

3 

d.  b.  p  ist  der  aritbmetiscbe  Mittelwertb  des  normalen  Fliissig- 
keitsdruckes  auf  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Scbnittflacbem 
Zur  Begriindung  des  durch  die  Gl.  (276)  ausgesprocbenen 
Ansatzes  ist  nocb  darauf  binzuweisen,  dass  die  Ausdriicke  fiir 
die  Scbnbspannnngscomponenten  oder  Reibungen  in  denGl.  (275) 
fiir  jede  Orientirung  des  Coordinatensystems  giiltig  bleiben. 
Nacbdem  aber  die  Componenten  r  fiir  alle  Scbnittricbtnngen 
bereits  festgelegt  waren,  durften  die  Normalcomponenten  a 
nicbt  mebr  willkiirlicb  angenommen  warden,  sondem  sie  sind 
damit  gleicbfalls  scbon  implicite  gegeben:  durcb  die  Bedingung 
namlicb,  dass  alle  Spannungen  an  einem  beliebig  beraus- 
gegriffenen  Yolnmenelemente  im  Gleicbgewicbte  mit  einander 
steben  miissen.  Der  Uebergang  von  den  Gl.  (275)  zn  den 
durcb  sie  mit  bedingten  Gl.  (276)  konnte  bier  am  einfacbsten 
durcb  den  Yergleich  mit  den  entsprecbenden  Untersucbjrngen 
der  Elasticitatstbeorie  bewirkt  werden.  Man  weiss  namlicb 
scbon  von  friiber  ber,  dass  Scbub spannungen,  die  dem  An- 
satze  (275)  und  Normalspannungen,  die  dem  Ansatze  (276) 
entsprecben,  zu  einem  Gleichgewicbtssysteme  von  Spannungen 
geboren. 

Aucb  die  Arbeiten,  die  von  den  Spannungscomponenten 
an  der  Oberflacbe  eines  Raumelementes  bei  der  Yerschiebung 
um  vxdt,  vsdt,  vzdt  geleistet  werden,  sind  ebensogross  wie 
bei  der  durcb  die  Yerscbiebungen  ausgedriickten  Form- 

anderung  eines  elastiscben  Korpers.  An  Stellei  der  umkebrbar 
aufgespeicberten  Formanderungsarbeit  tritt  bier  freilicb  ein 
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Yerlust  an  mechaniscber  Energie,  die  wabrend  der  Zeit  dt  in 
Warme  verwandelt  wixd.  Dieser  Yerlust  kann  aber  im  Wesent- 
licben  genau  nacb  denselben  Formeln  berechnet  werden  wie 
die  ibm  entsprecbende  elastiscbe  Formanderungsarbeit.  Gegen- 
tiber  dem  Ansatze  in  GL  (296 b),  Bd.  Ill,  der  etwa  bierzu  uber- 
nommen  werden  kann,  ist  nur  zu  beacbten,  dass  die  Arbeit 
bier  doppelt  so  gross  ist,  als  dort,  weil  dort  die  Formanderung 
und  die  Krafte  yon  Null  an  bis  zu  ibrem  Endwertbe  wucbsen, 
wabrend  bier  die  Krafte  wabrend  der  ganzen  Formanderung 
denselben  Wertb  bebalten. 

Wenn  h  —  0  ist,  wird  die  Arbeit  der  Spannungen  an 
jedem  Raum  element  e  zu  Null,  d.  b.  in  der  yollkommenen  Fliissig- 
keit  kann  keine  meehaniscbe  Energie  yerloren  gehen.  Man 
kann  daber  eine  yollkommene  Flussigkeit  aucb  dabin 
definiren,  dass  bei  ibr  (abgeseben  yon  Stossyorgangen,  bei 
denen  Fliissigkeitstbeile  mit  endlicb  verscbiedenen  Gescbwindig- 
keiten  unmittelbar  aufeinanderpr alien)  keine  mecbaniscbe 
Energie  in  Warme  yerwandelt  werden  kann. 

Setzt  man  die  Wertbe  fur  die  Spannungscomponenten  in 
die  erste  der  Gl.  (274)  ein,  so  gebt  diese  uber  in 


Ji  _  __  !  r .  f  o  i  I  .  £X  i  8*vs  \ 

dt  dx^~  dx3  '  dy3  ‘  dxdy  '  dz3  '  dxdz J 


Nacb  der  Continuitatsgleicbung  ist  aber 


und  daber  aucb 


dv1  ,  dyj,  |  dv3  

ox  '  dy  ‘  dz 


o^y_\  _j_  o~l\  |  ^"^3  _ a 

dx3  *  dxdy  ‘  dxdz 


tliernacb  beben  sicb  drei  Glieder  in  der  Klammer  gegenein- 
ander  fort  und  man  erbalt  mit  Einfubrung  des  Zeicbens  V2 
fur  die  Laplace’scbe  Operation 


d  a 

<*Tt 


1  + 


Entsprecbende  Gleicbungen  gelten  aucb  fur  die  anderen  Axen- 
ricbtungen.  Setzt  man  nocb  an  Stelle  der  Bescbleunigungs- 
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componenten  ihre  Werthe  aus  den  Gl.  (211),  S.  372,  so 
erhalt  man 


I  v  ^ 
dt  ‘  1  dx 

dv« 


(O  Vey  l  V  Ua  i 

-it  +  vxji  +  vi 


fdv*  .  d  vs  - 


di\ 

y 

d% 


oy 


+ v»  w) : 

dvA 


dp 

dx 


+  7cV2^ 


dy 

dy 


i  dvs\ 

+  v*  = 
1  J  oz  1 


4 + WH> 

If + ‘vs 


(277) 


Mit  k  —  0  gehen  diese  wieder  in  die  Euler’schen  Gleichungen 
■fiber.  Man  kann  ancb  alle  drei  Gleichungen  in  eine  einzige 
Yektorgleicbnng  znsammenfassen.  wie  es  friiher  mit  den  Euler- 
scben  Gleiehungen  in  Gl.  (214)  geschehen  war.  Diese  Glei- 
chung  lautet  hier 

f*  (w  +  (“V)  a) - Vjp  +  *V»*.  (278) 

Wegen  der  yerwickelten  Gestalt  dieser  Bewegungsglei¬ 
chungen  macht  die  Losung  yon  Aufgaben  liber  die  Bewegung 
zaher  Fliissigkeiten  weit  mehr  Schwierigkeiten,  als  die  Losung 
der  entsprechenden  Aufgaben  fur  reibungsfreie  Fliissigkeiten. 
Um  diese  Schwierigkeiten  zu  yermindern,  begniigt  man  sich 
meist  damit,  den  Bewegungsyorgang  unter  der  Yoraussetzung 
zu  untersuchen,  dass  die  Geschwindigkeiten  nur  sehr  klein  seien. 
Dann  kann  in  Gl.  (278)  auf  der  linken  Seite  (&V)to  gegen 

yernachlassigt,  d.  h. 

gb  _ db 

dt  dt 

gesetzt  werden.  Fur  eine  stationare  Bewegung  fallt  dann  die 
linke  Seite  iiberhaupt  ganz  fort  und  man  erhalt 

fcV2b=Vi),  (279) 

wozu  noch  die  Oontinuitatsgleichung  kommt.  Durch  Zerlegen 
in  Componenten  wird  iibrigens  aus  (279) 
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Differentiirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nacli  x,  die 
zweite  naeb  y  nnd  die  dritte  nach  0  und  addirt,  so  erhalt  man 
mit  Riicksicht  auf  die  Continuitatsbedingung 

V2i>  =  0.  •  •  (281) 

Man  gelangt  nun.  zu  moglichen  Fliissigkeitsbewegungen, 
wenn  man  zuerst  fur  p  eine  Function  der  Coordinaten  p  =  f(pcyz) 
wahlt,  die  der  vorausgehenden  Gleichung  gemiigt.  Da  es  sich 
dabei  um  die  einfache  Laplace’sche  Gleichung  handelt,  ver- 
mag  man  beliebig  Tiele  partikulare  Losungen  ohne  Weiteres 
anzugeben.  Hierauf  muss  die  Stromung,  die  dieser  Druck- 
vertheilung  entspricht,  mit  Hiilfe  der  Gl.  (279)  oder  (280) 
ermittelt  werden.  Auf  eine  nahere  Beschreibung  des  Weges7 
der  hierzu  eingeschlagen  werden  kann;  werde  ich  mich  aber 
hier  nicht  einlassen. 

Dagegen  soli  noch  ein  specielles  Beispiel,  namlich  die  Be- 
wegung  einer  Kugel  in  einer  zahen  Flussigkeit  Er- 
wahnung  finden;  womit  die  Untersuchung  in  §  41  eine  will- 
kommene  Erganzung  erfahrt,  Man  setze 


Fur  alle  Punkte  auf  der  Oberflache  der  Kugel 
_  © 
vom  Halbmesser  q,  also  fiir  r  =  q  Yerschwinden  diese 

Geschwindigkeitscomponeiiten.  Fiir>-=oo  Yerschwinden 

«i  und  «2,  wahrend  v3  =  a  wird,  d.  h.  die  Flussigkeit  bewegt 

sicb  in  grosserer  Entfermmg  Yon  der  Eugel  parallel  zur  Z- Axe 

mit  der  Geschwindigkeit  a.  Fiir  die  Differentialquotienten  der 

Componenten  vtv3v3  erhalt  man 


(288) 
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Addirt  man  die  drei  Werthe  zu  einander,  so  erhalt  man  Null; 
die  Continuitatsbedingung  ist  also  erfiillt  und  durch 
die  GL  (282)  wird  in  der  That  eine  geometrisch  mogliche 
Fliissigkeitsbewegung  beschrieben,  die,  wie  wir  Yorher  scbon 
sahen,  auch  die  Grenzbedingungen  an  der  Oberflache  der 
rulienden  Kugel  und  im  Unendlichen  erfullt. 

Zur  Ausfuhrung  der  Laplace’schen  Operation  V2  an  den 
Ausdriicken  (282)  kann  man  sicb  der  in  Band  III,  §  71  bei 
Durchfiihrung  einer  mit  der  jetzigen  analytisch  sebr  eng  Ter- 
wandten  Untersuchung  abgeleiteten  Satze  bedienen.  Wir  fanden 
damals  z.  B.  in  Gl.  (358),  S.  464,  2.  Aufl. 


und  auf  demselben  Wege  erhalt  man  auch 

V*(i)  =  5  und  V2ff  =  0. 

Mit  Rucksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  den  Gl.  (282) 

xz 


Y~7i>  9  xz  v— 79  9  yz 

V- %  =  Y  ap  ^ ;  v-  v2  =  --  -  - 


2  aQ  > 

9  Z~  Q  CIQ 

2  rb  2  r* 


Tragt  man  diese  Werthe  in  die  Gl.  (280)  ein,  so  erhalt 
man  nach  Ausfuhrung  der  leicht  zu  bewerkstelligenden  Inte¬ 
gration 

(284) 


Die  Integrationsconstante  bedeutet  den  Fliissigkeitsdruck  in 
grossem  Abstande  yon  der  Kugel,  auf  den  es  aber  im  Uebrigen 
nicht  ankommt. 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  wie  gross  der  resultirende 
Druck  ist,  den  die  Fliissigkeit  auf  die  ihr  im  Wege 
stehende  Kugel  ausiibt.  Aus  Symmetriegriinden  muss  diese 
Kraft  parallel  zur  Z- Axe  sein.  Bezeichnen  wir  sie  mit  P,  so 
ist  zunachst 

P=fdF.Pnz, 
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wenn  mit  pnz  die  ^-Componente  des  specifischen  Fliissigkeits- 
drncks  im  Oberflacbenelemente  dF  der  Kngel  bezeicbnet  nnd 
die  Integration  iiber  die  ganze  Kugelflacke  erstreckt  wird. 

Fiir  pnz  bat  man  aber  nacb  Gl.  (6),  S.  25  yon  Band  III 

Pnz  ~  6z  C0S  (n0)  +  txz  C0S  inX)  4"  Xyz  C0S  {nV)- 

Dabei  kann  man  die  Ricbtnngscosinus  der  Normalen  zur  Kngel- 
oberflacbe  in  unserem  Falle  leicbt  in  den  Coordinaten  von  dF 
ausdriicken,  womit  der  yorige  Ausdruck  ubergebt  in 


z  .  x  .  v 
-^^—7^  +  7  Xxz  +  7  Xy 


Fur  die  Spannnngscomponenten  6Z  u.  s.  f.  an  der  Kugel- 
oberflacbe  findet  man  ans  den  GL  (275)  nnd  (276),  nacbdem 
man  in  diese  die  Gescbwindigkeitscomponenten  ans  den  Gl.  (282) 
eingesetzt  nnd  bieranf  r  —  q  gemacbt  bat, 

,  3  ak 

G;  =— + 

_  Bak  / x  2 xz 

Xxz  2\7 

_  ^  (  V  __  2  yz?\ 

y*  2  vy  V  / 

Hiermit  wird  endlicb 


BakrBz 2  2zi  .  x 2  2x~z* 


2  y2z‘ 


Q 


])■ 


Beacbtet  man,  dass 

JdF-0  =  0 

ist?  nnd  dass  sicb  die  Glieder  in  der  eckigen  Klammer  zn  1 
znsammenzieben,  so  yereinfacbt  sicb  dieser  Ansdrnck  zn 


oder  wenn  man  fiir 
4;rp2  einfubrt, 


die  Kngeloberflacbe  J * iF  ibren  Wertb 
P  =  6zt  akQ,  (285) 


d.  b.  der  resultirende  Fliissigkeitsdruck  wird  propor¬ 
tional  der  ersten  Potenz  der  Gescbwindigkeit  nnd  zn- 
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gleick  auck  proportional  der  ersten  Potenz  des  Kugel- 
lialbmessers  gefunden. 

Besonders  zuyerlassig  ist  dieses  Resultat,'  wie  sckon  friilier 
bemerkt  wnrde;  freilick  keineswegs.  Vor  allem  muss  man  sick 
erinnern,  dass  die  ganze  Betracktung  nur  fiir  sekr  kleine  Ge- 
sckwindigkeiten  a  gultig  ist.  Fur  solcke  sckeint  nun  freilick 
die  Proportionality  mit  der  ersten  Potenz  der  Gesckwindigkeit 
hinreickend  genau  durck  die  Erfakrung  bestatigt  zu  sein.  Fiir 
grossere  Gesckwindigkeiten  wackst  aber  der  Erfakrung  nack  P 
jedenfalls  sckneller  als  a,  und  zwar  ungefakr  proportional  mit 
dem  Quadrate  yon  a.  Auck  dass  P  deni  Halbmesser  und  nickt 
der  Flaeke  der  Kugel  proportional  gefunden  wnrde,  befremdet 
zunackst  und  fiir  grossere  Gresckwindigkeiten  trifft  dies  auck 
in  Wirklickkeit  nickt  zu. 

Anmerkung.  Eine  Anwendung  von  besonderer  Art  findet  die 
Tkeorie  der  zhhen  Pliissigkeiten  auf  die  Reibungsersckeinungen 
zwiscken  gut  gesckmierten  Masckir entkeilen.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  Sckmiermittel  die  im  Eingriffe  mit  einander 
stekenden  Tkeile  vollstandig  trennt,  kann  die  Reibung  nur  in  der 
Sckmiersckickt  iibertrageu  werden.  Insofem  sick  das  Sckmiermittel 
aknlick  wie  eine  zahe  Fliissigkeit  verkalt,  kommt  dann  eine  Fliissig- 
keitsreibung  in  Betrackt,  die  nach  Annakme  yom  Drucke  unab- 
kangig  und  der  Gesckwindigkeit  proportional  ist.  Bis  zu  einem 
gewissen  Grade  wird  dies  auck,  wie  sckon  in  Band  I  besprocken 
wurde,  durck  die  Erfakrung  bestatigt.  Man  muss  nur  kinzufugen, 
dass  das  Sckmiermittel  bei  kokem  Drncke  eine  gewisse  Eestigkeit 
oder  wenigstens  grosse  Zakigkeit  besitzen  muss,  damit  es  nickt  aus 
der  Druckflacke  kerausgepresst  wird.  So  kabe  ick  yor  Kurzem  ge¬ 
funden,  dass  man  bei  Gelenkbolzen  unter  kokem  Drucke  (yon  200  atm 
an)  bei  Sckmiernng  mit  Stearin  oder  Paraffin,  also  mit  Korpem, 
die  man  unter  gewoknlicken  Umstanden  nickt  als  Pliissigkeiten  be- 
zeicknen  kann,  nur  sehr  geringe  Reibungen  kat.  Bei  Yerwendung 
yon  Masckinenol  oder  yon  „consistentem  Eett“,  wie  es  im  Handel 
erkaltlick  ist,  wird  die  Reibung  nnter  den  angegebenen  Umstanden 
etwa  50mal  so  gross  als  bei  karten  Sckmiermitteln.  Eine  Tkeorie 
der  Reibung,  die  auf  diese  Umstande  keine  Riicksickt  nimmt,  kat 
keinen  praktiscken  Wertk. 
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§  48  a.  Der  Satz  von  Carnot  iiber  den  Verlnst  an  lebendiger 
Kraft  in  der  technischen  Hydranlik. 

Bei  einer  Reibe  von  Fragen  liber  Fliissigkeitsbewegungen, 
die  beim  beutigen  Stande  unseres  Wissens  keine  genauere  Be- 
antwortung  zulassen,  stiitzt  man  sicb,  um  wenigstens  zu  einer 
naberungsweise  zutreffenden  Losung  zu  gelangen,  auf  eine  An¬ 
nabme,  die  in  manchen  Fallen  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
durcb  unmittelbare  Yersuchsergebnisse  gerecbtfertigt  erscbeint, 
auf  andere  Falle  aber  zngleicb  in  ziemlicb  willkiirlicber  Weise 
ubertragen  wird.  Diese  Annabme  ist  unter  der  Bezeicbnung 
des  Carnot’scben  Satzes  bekannt.  Der  Umstand,  dass  sicb 
die  Aussage  des  Satzes  iin  Wesentlichen  mit  jener  deckt,  zu 
der  wir  bei  der  Untersuchung  des  unelastiscben  Stosses  starrer 
Korper  in  §  25b  auf  Grund  einer  Betracbtung  gelangten,  die 
sicb  fur  den  dort  vorausgesetzten  Fall  als  eine  streng  beweis- 
bare  Folgerung  aus  den  zuverlassigsten  Grundgesetzen  der 
Mecbanik  darstellte;  erweckt  leicbt  die  Meinung,  als  ob  dem 
Satze  aucb  bei  den  Anwendungen,  die  er  in  der  Hydrodynamik 
findet,  eine  abnlicbe  Bedeutung  zukomme.  Davor  ist  aber 
entscbieden  zu  warnen.  Vielmebr  sind  alle  Versucbe;  die  man 
seitber  unternommen  bat;  den  Carnot’scben  Satz  fur  Fliissig- 
keitsbewegungen  aus  den  Grundgesetzen  der  Mecbanik  abzu- 
leiten?  missgluckt;  die  angeblicben  Beweise  sind  nur  Scbein- 
beweise,  insofern  als  dabei  Annabmen  mit  unterlaufen,  die 
selbst  wieder  ebenso  willkurlicb  und  unberecbtigt  sind,  als  der 
Satz  selbst,  den  man  beweisen  will.  Es  ist  notbig,  dass  man 
sicb  bieruber  im  Klaren  ist,  um  sicb  vor  einer  Ueberscbatzung 
der  Zuverlassigkeit  der  aus  dem  Carnot’scben  Satze  abgeleiteten 
Recbnungen  zu  bewabren.  Dagegen  ist  es  ganz  gerecbtfertigt, 
unter  dem  Yorbebalte  des  Zweifels  an  der  Genauigkeit  der 
erlangten  Resultate  in  solcben  Fallen,  bei  denen  eine  bin- 
langlicbe  Bestatigung  durcb  die  Ergebnisse  von  Yersucben 
fehlt,  die  Recbnungen  unter  Annabme  des  Carnot’schen  Satzes 
durcbzufubren,  um  iiberbaupt  ein  Resultat  zu  erlangen,  dem 
eine  ungefabre  Wabrscbeinlichkeit  zukommt,  indem  man  sonst 


I 


1 

i 
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Tiei  Verwerfung  dieser  Annahme  der  Frage  iiberbaupt  ganz 
ratlilos  gegenuber  steben  wiirde.  Eine  selbst  nur  ganz  be- 
dingungsweise  und  ungefabr  zutreffende  Tbeorie  ist,  sofern 
man  sie  nur  mit  der  nothigen  Vorsicbt  benutztj  immer  nocb. 
besser,  als  gar  keine. 

Die  einfachste  Erscbeinung,  auf  die  man  den  Carnot’scken 
Satz  anzuwenden  pflegt  nnd  fur  die  er  auck  durck  die  dariiber 
Torliegenden  Yersucksergebnisse  als  kinlanglick  bestatigt  zu 
eracbten  ist,  besteht  in  dem  Druckkokenyerluste,  der  in  Folge 
einer  plotzlicken  Erweiterung  des  Rokrquerscknitts  beim  Stro- 
3nen  des  Wassers  in  einer  Rokrleitung  eintritt. 

In  Abb.  G8a  sei  AB  ein  Langsscknitt  durck  das  engere; 
BC  ein  Scknitt  durck  das  weitere  Rokr,  das  sick  bei  B  in 
sebroftem  Uebergange  an  jenes  ansetzt.  In  den  Querscknitten 
A  und  (J  der  beiden  Rokre,  die  weit  genug  yon  der  Ueber- 


gangsstelle  abliegen,  erfolgt 
die  Strbmung  yoraussicktlick 
ungefabr  in  parallelen  Strom- 
fiiden.  Bei  B  geken  die  Strom- 
faden;  wie  man  annimmt;  etwa 
in  der  aus  der  Abbildung  er- 
siclitlichen  Weise  auseinander. 


Abb.  68a. 


Zwiscben  den  aussersten  Stromfaden  dieses  Btindels  und  den 


Robrwanden  liegt  an  der  Uebergangsstelle  ein  Raum,  dessen 
Wasserinkalt  an  der  fortsckreitenden  Wasserstromung  nickt 
Theil  nimmt;  sondern  in  einer  wirkelnder  Bewegung  begriffen 
ist,  die  einerseits  durck  die  Reibung  der  angrenzenden  Strom¬ 
faden  fortdauernd  unterkalten  wird,  wakrend  andererseits  die 
Energie  dieser  wirkelnden  Bewegung  durck  die  inneren  Rei- 
b  ungen  der  Wassermasse  und  durck  die  Reibnngen  an  der 
Grefasswand  aufgezehrt  wird.  Wenn  der  Yorgang  auck  nickt 
yon  ganz  so  einfacker  Art  sein  kann;  wie  er  in  dieser  Sckilde- 
rnng  dargestellt  wird,  spielt  er  sick  dock,  wie  unmittelbare 
Beobachtungen  erkennen  lassen,  ungefabr  in  der  angegekenen 
Weise  ab  und  namentlick  kann  kaum  ein  Zweifel  dariiber  er- 
boben  werden,  dass  der  tkatsachlick  nackweiskare  Yerlnst  an 
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mecbaniscber  Energie  bei  der  Erweiterungsstelle  auf  Redlining 
der  wirbelnden  Bewegungen  zu  setzen  ist;  die  dort  eintreten. 

Bei  einem  ganz  allmablicben  Uebergange  des  engeren 
Robrquerscbnitts  in  den  weiteren  wird  dieser  Energieverlust 
vermieden;  nur  jener,  im  Vergleicbe  dazn  wesentlich  kleinere 
Energieverlust  bleibt  aucb  bier  nocb  besteben,  der  scbon  in 
den  eylindrisehen  Tbeilen  der  Rohrleitung  iiberall  auftritt. 
Yon  diesem  moge  der  Einfacbbeit  balber  jetzt  abgeseben 
werden;  er  lasst  sicb  nacbtraglich  obnebin  leiebt  berlick- 
sicbtigen.  Bezeicbnet  man  dann  mit  v0  nnd  p0  die  Gescbwin- 
digkeit  und  den  Druck  im  engeren  Robre  beim  Querscbnitte  A} 
mit  v1  und  p1  dieselben  Grossen  fur  den  Querscbnitt  C  des 
weiteren  Robres  und  mit  h  den  etwa  bestebenden  Hoben- 
unterscbied  zwiscben  beiden  Querscbnitten  (wobei  G  tiefer 
liegen  soil,  als  A ,  wenn  h  positiv  ist),  so  bestebt  fur  den  Fall 
eines  allmablicben  Uebergangs  aus  dem  engeren  in  den  wei¬ 
teren  Robrquerscbnitt  nacb  Gl.  (225)  dieses  Bandes  oder  aucb 
scbon  nacb  GL  (139)  des  ersten  Bandes  zwiscben  diesen 
Grossen  die  Beziebung 

Pi  +  =  Po  +  +  W*-  (285a) 

Fur  den  Fall  des  durcb  Abb.  68  a  dargestellten  scbroffen 
Uebergangs  wird  dagegen  der  Druck  p  im  weiteren  Rohre 
kleiner,  als  das  nacb  dieser  Gleicbung  berecbnete  px  und  der 
Unterscbied  p± — p '  giebt  den  durcb  die  plotzliche  Erweite- 
rung  bervorgebracbten  Druckverlust  an.  Jeder  Druck  p  kann 
ubrigens  mit  Hiilfe  der  Beziebung 

p  = 

stets  aucb  in  einer  ibm  zugeborigen  Druckbobe  H  ausgedruckt 
werden  und  der  Unterscbied 

a,— 7?'  =  ^ 

7 

giebt  den  Druckbobenverlust  an,  wenn  unter  <y? '  wie  scbon  in 
der  vorigen  Gleicbung,  das  Gewicbt  der  Raumeinbeit  der 
Fltissigkeit  verstanden  wird.  Aucb  der  zugeborige  Energie¬ 
verlust  Yerl  lasst  sicb  in  den  vorigen  Grossen  sofort  aus- 
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driicken,  indern  der  deni  Herabsinken  einer  Wassermasse  M 
yom  Gewickte  Mg  um  die  Hoke  Hx  —  H'  entsprecbende 
Energieuntersckied 

Verl  =  Mg  (R,  —  H')  =  ^  (Pl  -  p  )  (285  b) 

ist.  —  Zur  Berechnung  des  Druckes  p  feklt  es  im  vor- 
liegenden  Falle  an  einer  einwandfreien  Unterlage  5  man  bedient 
sick  daker  kierzn  der  Hypotkese,  dass  der  Energieverlust  bei 
dem  Gesckwindigkeitswechsel  von  v0  anf  vx  ebenso  gross  sei, 
wie  beim  Stosse  plastisck-starrer  Korper  nack  der  Carnot’sck'en 
Formel.  Man  setzt  also 

Verl  =  Vl)-  (285  c) 


and  diese  Grleichung  gestattet,  in.  Verbindung  mit  den  vorher- 
gehenden,  sowobl  pt  —  p'}  als  p'  selbst  zu  berechnen.  Zunachst 
erhalt  man  ans  dem  Vergleiche  von  (285  c)  mit  (285  b) 

r  («o  —  *\)2 


Pi— P 


*9 


woraus  nach  Einsetzen  Yon  px  aus  Grl  (285  a) 

7  (® o— *i)2 


/  ==  Po  +  +  yh  ■ 


*9 


=  Po  +  ?■ &  +  —  %  K  ~  vi)  (285  d) 

gefnnden  wird.  Die  Gesckwindigkeiten  v0  und  v±  sind  als  ge- 
gegeben  zu  betrackten,  wobei  nur  zn  beackten  ist,  dass  sick 
beide  umgekekrt  wie  die  zugekorigen  Querscknittsflacken  ver- 
kalten.  Liegen  beide  Rokrquerscknitte  A  und  C  in  gleicker 
Hoke,  wie  in  Abb.  68 a,  so  ist  das  Glied  yh  zu  streicken. 

Um  ferner  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  man  gewoknlick 
eine  Begriindung  fur  den  kier  willkurlick  eingefiikrten  Ansatz 
in  Gl.  (285  c)  zu  geben  versuckt,  wakle  ick  eine  Darstellung, 
die  geeignet  ist,  den  Kern  der  Sache  moglickst  deutlick 
kervortreten  zu  lassen.  In  Abb.  68  b,  die  sick  auf  denselben 
Fall  beziekt,  wie  sckon  Abb.  68  a,  seien  wieder  zwei  Quer- 
scknitte  A  und  C  im  engeren  und  im  weiteren  Rokre  von  den 
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Flacbeninbalten  F0  und  Ff  ausgewablt,  die  23a  an  jetzt  am  besten 
in  ziemlicb  grossem  Abstande  yon  der  Erweiterungsstelle  B 

I  annimmt.  Wir  betracb- 


r* - i — 

1 

-s - >j 

1 

F'\  , 

_ LL_ 

ten  die  ganze  Wasser- 
masse;  die  in  einem 
gegebenen  Augenblicke 
zwiscben  den  Quer¬ 
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\, 

balten  ist  und  berecb- 

'3 

...  Jr  * 
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nen  den  Abstand  s0  des 

Abb.  68  b. 

Scbwerpunktes  dieser 
Masse  vom  Anfangs- 

querscbnitte  F0.  Dieser 

wird  leicbt 

zu 

aF0 

■1+  »r-(. 

+  1) 

SQ  = 

a  F0  +  b  F' 

gefunden. 

Nacb  Ablauf 

einer  Zeit  t, 

die  nicbt  zu  gross  ge- 

wablt  werden  darf;  befindet  sicb  dieselbe  Wassermasse,  wenn 
von  Gescbwindigkeitsunterscbieden  der  parallelen  Stromfaden 
innerbalb  der  Querscbnitte  A  und  C  abgeseben  werden  kann, 
zwiscben  zwei  anderen  Querscbnitten,  die  sicb  gegen  die  An- 
fangslage  um  vQt  bezw.  vt  yerscboben  baben.  Berecbnet  man 
ancb  jetzt  wieder  den  Scbwerpunktsab stand  s  derselben  Wasser- 
masse  von  dem  urspriinglicben  Anfangsquerschnitte ,  so  er- 
balt  man 

s(aF,+lF)  =  («-  v0t)F0- +  +  v't)  F  •  (a  +  ^)- 

Durcb  diese  Grleicbung  wird  der  Sebwerpunktsweg  s  der  ins 
Auge  gefassten  Wassermenge  als  Function  der  Zeit  t  darge- 
stellt.  Durcb  zweimalige  Differentiation  nacb  der  Zeit  erbalt 
man  daraus  die  Bescbleunigung  (bezw.  Verzogerung).,  die  der 
Scbwerpunkt  erfabrt.  Man  findet 

IF)  £  =  -  %2F0+  v'*F 

oder  wenn  man  mit  der  specifiscben  Masse  beiderseits  multi- 
plicirt  und  auf  der  linken  Seite  die  zwiscben  beiden  Querscbnitten 
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enthaltene  Wassermasse,  auf  die  sicb  die  Grleicbung  beziebt, 
der  Kiirze  balber  mit  m  bezeicbnet, 


m 


d*s 

d  tr 


—  r 


(vo 


(285e) 


Hierbei  ist  nocb.  zu  beachten,  dass  v0F0  =  v  F'  ist,  da 
jedes  dieser  Produkte  das  in  der  Zeiteinbeit  die  Robre  durcb- 
fliessende  Wasservolutnen  darstellt.  Bezeicknet  man  daber, 
wie  scbon  in  den  frdberen  Entwickelungen,  die  Masse  dieses 
Volumens  mit  My  so  gebt  die  Gleicbung  aucb  uber  in 

m  =  —  ~~  v ')■  C285  *) 


Nacb  dem  Satze  von  der  Bewegung  des  Scbwerpnnkts  ist 
das  anf  der  linken  Seite  stebende  Produkt  gleicb  der  Summe 
alter  ausseren  Krafte,  die  auf  die  gesammte  Wassermasse  ein- 
wirken.  Dabei  braucben  wir  nur  auf  jefte  Componenten  der 
ansseren  Krafte  zn  acbten,  die  in  die  Bewegungsricbtung  fallen. 
Der  Bewegung  entgegen  wirkt  der  Druck  F'p,  der  im  Quer- 
scbnitte  C  als  aussere  Kraft  auf  die  betracbtete  Wassermasse 
iibertragen  wird.  Gleicbgericbtet  mit  der  Bewegung  ist  der 
Druck  F0p0  im  Querscbnitte  A  und  der  Druck ,  den  die  zur 
Robraxe  senkrecbte  Abscblusswand  an  der  Erweiterungsstelle  B 
auf  die  Wassermasse  ausiibt.  Der  Flacbeninbalt  dieser  Ab¬ 
scblusswand  ist  gleicb  F' — F0.  Wie  sicb  der  Fliissigkeits- 
druck  tiber  diese  Wand  vertbeilt,  ist  unbekannt.  Bezeicbnen 
wir  den  ebenfalls  unbekannten  Mittelwertb  dieses  Fliissigkeits- 
druckes  mit  pbf  so  ist  der  von  der  Abscblusswand  JB  ber-- 
rtibrende  Druck  auf  die  Wassermasse  gleicb  (F' —  F0)pb» 
Siebt  man,  wie  es  zunacbst  gescbeben  sollte,  yon  der  Reibung 
zwiscben  der  Fliissigkeit  und  den  Robrwanden  ab,  so  stebt  an 
alien  anderen  Stellen  der  Yon  der  Rohrwand  auf  die  Fliissig- 
keit  ausgeiibte  Druck  senkrecbt  zur  Robraxe  und  liefert  keine 
Componente  in  der  Ricbtung  der  Scbwerpunktsbewegung. 
Wenn  das  Robr,  wie  bier  ferner  angenommen  werden  soil, 
horizontal  liegt,  bat  aucb  das  Eigengewicbt  keine  Componente 
in  der  Bewegungsricbtung  und  der  Satz  von  der  Bewegung 
des  Scbwerpunkts  ftihrt  daber  zu  der  Gleicbung 
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»»  S  =  -  F'P'+  *>o  +  ( F Fo)Po,  (285 g) 
aus  der  durcb  Yergleicb  mit  Gl.  (285  f)  folgt 

F'p-  F0p o-  (F'~  F0)Pi  =  M(y0-  v).  (285h) 

Abgeseben  Yon  der  Yorker  zur  Yereinfacbung  der  Be- 
tracbtungen  eingefubrten  Annahme,  dass  auf  die  Geschwindig- 
keitsunterscbiede  zwiscben  den  parallelen  Wasserfaden  inner- 
lialb  der  Querscbnitte  A  und  C  nicbt  geacktet  zu  werden 
braucbe  (welcbe  Annakme  aber  an  sick  unwesentlicb  ist  und 
leicbt  aueb  Yermieden  werden  konnte),  sowie  der  Yorlaufig  als 
zulassig  angenommenen  Yernacblassigung  der  Reibung  des 
W'assers  an  den  Robrwanden,  lasst  sicb  gegen  die  strenge 
Gultigkeit  dieser  Betracbtnngen  bis  bierber  in  der  That  nicbts 
einwenden.  Zur  Ermittelung  der  Unbekannten  p  ist  aber 
Grl.  (285  b)  nocb  niebt  Yerwendbar;  da  in  ibr  ausserdem  nocb 
die  zweite  Unbekannte  pb  Yorkommt.  Hier  muss  nun,  um  zu 
einem  greifbaren  Resultate  zu  gelangen,  ausserdem  nocb  eine 
willkurlicbe  Annabme  binzutreten.  Man  setzt  willkiirlicb 
YOraus,  dass 

i4  =  Po  (285  i) 

gesetzt  werden  konne.  Scbliessen  wir  uns  dem  an,  so 
linden  wir  aus  Gl.  (285  b) 

P  =  i>o  +  y-'  («0  —  O  =  Po  +  (v0  —  »')  (285  k) 

in  Uebereinstimmung  mit  der  aus  der  Carnot’scben  Annahme 
abgeleiteten  Gleicbung  (285  d).  bTaturlicb  kann,  nacbdem  diese 
Gleicbung  auf  solcbe  Art  gefunden  ist,  daraus  aucb  ruckwarts 
wieder  die  Carnot’scbe  Formel  (285  c)  bergeleitet  werden,  Yon 
der  die  Gleicbung  friiber  als  eine  Folgerung  erscbien.  Die 
durcb  GL  (285 i)  ausgesproebene  Annabme  ist  daber  gleicb- 
bedeutend  mit  der  Yoraussetzung  der  Gultigkeit  der  Carnot- 
scben  Formel  (2S5c);  die  eine  ist  aber  ebenso  willkur- 
licb  als  die  andere  und  ein  Beweis  des  Garnot’scben  Satzes, 
der  sicb  auf  die  Annabme  (285  i)  stfitzt,  ist  daber  nicbt  nur 
wertblos,  sondern  aucb  scbadlicb,  da  er  Solcbe,  die  den  Febler 
nicbt  inerken,  zu  weiteren  falscben  Scbliissen  verfiibren  kann. 
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!  Hierzu  bemerke  ick  noch,  dass  man  den  Beweisgang  im 
Einzelnen  nock  mannicbfach  verandem  kann,  obne  dass  davon 
der  Kern  der  Sacbe  berdbrt  wiirde.  Man  kann  z.  B.  zur  Her- 
I  leitung  von  GL  (285k)  an  Stelle  des  Satzes  yon  der  Bewegnng 
des  Sckwerpunkts  aucb  den  Satz  Yom  Antrieb  benntzen,  wo* 
dnrch  die  Entwickelung  zndem  nock  etwas  abgekurzt  wird. 

5  Aber  anck  in  diesem  Falle  bildet  die  willkurlicke  Annakme, 
die  dnrck  Gl.  (285  i)  ausgesprocken  wird,  die  wesentlicke 
!  Unterlage  des  Scklussresultats.  —  Eine  direkte  Priifung  der 
Zulassigkeit  dieser  Annakme  konnte  dadurck  ansgefiikrt  werden, 
dass  man  die  Abscklusswand  B  an  yersckiedenen  Stellen  an- 
bokrte  und  yon  da  feme  Rokrcken  zn  dem  Rokre  A  fxikrte. 
Durck  diese  Rokrcken  durfte  keine  Wasserstromnng  statt- 
j  linden,  wenn  der  Druck  an  beiden  Enden  gleick  gross  sein 
$  sollte.  Soyiel  mir  bekannt  ist;  kat  man  dies  bisker  nickt  ans¬ 
gefiikrt,  sondern  die  kinreickend  genane  Giiltigkeit  der  ganzen 
j  Betracktnng  stets  nur  aus  dem  Yergleicke  der  Formeln  (285  d) 

'  bezw.  (285  k)  mit  manometriscken  Messungen  yon  pQ  nnd  p 
;j  in  den  Rokrqnerscknitten  A  nnd  C  nackgewiesen.  Anck  dar- 
iiber  sckeinen  bisker  keine  Yersncke  yorznliegen,  welcken  Ein- 
|  flnss  die  Zaliigkeit  der  Fltissigkeit  anf  die  mekr  oder  weniger 
,  genane  Uebereinstimmnng  der  yoransgekenden  Formeln  mit 
der  Wirklickkeit  kat.  Namentlick  nack  dem  anf  der  Annakme 
1  jP&  =  Po  fnssenden  Sckeinbeweise  des  Camot’scken  Satzes  konnte 
man  zn  dem  Scklnsse  yerleitet  werden,  dass  die  Zakigkeit  nickt 
j  yon  Einflnss  anf  den  dnrck  die  plotzlicke  Erweiternng  kerbei- 
|  gefnkrten  Energieyerlnst  sein  konne.  Ick  glanbe  aber  daran 
j  zweifeln  zn  miissen;  znm  mindesten  ware  es  erwiinsckt,  das 
■  Yerkalten  yon  anderen  Fliissigkeiten,  z.  B.  yon  Oel  daranf  hin 
j  dnrck  den  Yersnck  zn  priifen. 

•  Die  vorkergekenden  Betracktnngen  bezieken  sick  stets  anf 

,  den  Fall,  dass  das  Wasser  ans  dem  engeren  Rokre  in  das 
|  weitere  tibertritt.  Anf  den  Fall  der  nmgekekrten  Stromungs- 
1  ricktnng  sind  die  anfgestellten  Formeln  nickt  verwendbar.  Man 
1  kilft  sick,  nm  fiir  diesen  Fall  eine  Kakernngsformel  fur  den 
{  Drnckyerlust  zn  erkalten,  damit,  dass  man  znnackst  die  Con- 

I  ITOppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  31 
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traction  ins  Auge  fasst,  die  der  Strati'  beim  Uebergange  in 
das  engere  Robr  erfabrt.  Im  engsten  Qnersehnitte  des  con- 
trabirten  Strabls  ist  die  Gescbwindigkeit  am  grossten  nnd  von 
da  ab  nimmt  sie  in  dem  Maasse  wieder  ab,  als  sicb  der 
Strablquerscbnitt  vergrossert,  bis  er  nacb  einiger  Zeit  den 
vollen  Querscbnitt  des  engeren  Robres  ausfullt.  Der  Energie- 
Yerlust,  der  dem  Uebergange  ans  der  grossten  Gescbwindigkeit 
in  die  normale  Gescbwindigkeit  im  engeren  Robre  entspricbt, 
wird  dann  wiederum  nacb  der  Camot’schen  Formel  berecbnet. 
Unter  der  Yoraussetzung,  dass  der  Contractions-Coefficient  be- 
kannt  ist,  stebt  der  Durcbfuhrung  dieser  Rechnung,  die  sicb 
ganz  so  abspielt ,  wie  im  vorigen  Ealle  ,  kein  Hinderniss 
im  Wege. 

Aucb  in  einer  Reibe  Yon  anderen  Fallen  iiber  Wasser- 
bewegnngen  gelangt  man  in  ganz  abnlicber  Art  unter  Zugrunde- 
legung  des  Carnot’scben  Satzes  zu  einer  annabemden  Losung. 
Als  Beispiel  bierfur  moge  nocb  die  Berecbnung  eines  Strabl- 
apparates  angefubrt  werden.  Miscben  sicb  namlicb  zwei 
Wasserstrahlen,  die  in  parallelen  Richtungen  zugefiibrt  werden 
nnd  yon  denen  der  eine  Yorber  mit  der  Gescbwindigkeit  v1 
unter  dem  Drucke  px  stromte,  wabrend  sicb  die  Bucbstaben 
v2  p2  auf  den  zweiten  Strabl  nnd  v  p  auf  den  Yereinigten  Strabl 
bezieben  sollen,  so  setzt  man  den  Yerlust  an  mecbaniscber 
Energie  bei  der  Yereinigung,  dem  Carnot’scben  Satze  ent- 
sprechend,  zu 

IT  7  (V,—  v)2  .  (v—VoY 

Yen  =  m±  . -f-  m.2  - — 5-=^- 

an.  Dabei  bedeuten  mx  und  ma  die  auf  die  Zeiteinbeit  be- 
zogenen  Wassermassen  beider  Strahlen,  die  sicb  selbst  wieder 
in  den  Gescbwindigkeiten  vx  und  v2  und  den  Querschnitten  der 
beiden  Zufubrungsrobre  ausdriicken  lassen.  An  der  Yereini- 
gungsstelle  ist  px  =  p2  zu  setzen  und  der  Druck  p  nacb  der 
Yereinigung  (am  Ende  des  ,,Miscbungsraumes“,  wie  man  sicb 
ausdrtickt)  kann  auf  Grund  des  gewaklten  Ansatzes  so  wie 
yorber  berecbnet  werden.  Wegen  der  weiteren  Ausrecbnung, 
auf  die  bier  nicbt  eingegangen  werden  kann,  sei  auf  das  Werk 
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yon  Zeuner  uber  die  Tbeorie  der  Turbinen,  Leipzig  1899> 
verwiesen. 


§  49.  Grundwasserstromungen. 

Wesentlicb  yerscbieden  von  den  bisber  besprocbenen  ist 
die  Bewegung  des  Wassers  durcb  ein  Filter  oder  durcb  eine 
j  wasserdurcblassige  Bodenscbicbt,  die  gleichfalls  als  ein  Filter 
betracbtet  werden  kann.  Am  nacbsten  yerwandt  ist  diese  Be- 
wegung  mit  der  in  §  47  besprocbenen  Stromung  durcb  ein 
sebr  enges  Robr.  Die  Wassertbeileben  miissen  sicb  durcb  die 
I  engen  und  unregelmassig  aufeinander  folgenden  Hoblraume 
I  des  Filters  bindurcbwinden  und  konnen  aucb  bei  grossen 
I  Druckunterscbieden  wegen  der  Reibung  an  den  dicht  bei  ein- 

iander  liegenden  Sandkomern  o.  dgl.  yerbaltnissmassig  nur  sebr 
geringe  Gescbwindigkeiten  annebmen. 

|  Wenn  zum  Zwecke  der  Wassergewinnung  ein  Scbacbt  in 

eine  wasserftibrende  Scbicbt  des  Bodens  abgeteuft  und  das 
Wasser  durcb  eine  Pumpe  daraus  stetig  entnommen  wird; 
senkt  sicb  der  Grundwasserspiegel  an  dieser  Stelle.  Hierdurcb 
entstebt  ein  Gefall  nacb  dem  Brunnen  bin  yon  solcber  Grosse, 
dass  der  dadurcb  bewirkte  Zufluss  des  Grundwassers  im  Be- 
barrungszustande  ebenso  gross  ist?  als  die  Wasserentnabme  aus 
dem  Brunnen.  Die  Zuflussgescbwindigkeit  tibersteigt  bierbei 
selten  einige  Meter  in  der  Stunde  und  ist  in  einiger  Ent- 
fernung  yom  Brunnen  nocb  erbeblicb  geringer.  Die  lebendige 
Kraft  des  stromenden  Wassers  ist  daber  sebr  gering  und  die 
f  durcb  die  Spiegelsenkung  ausgeloste  potentielle  Energie  wird 
I  fast  ausscbliesslicb  zur  Ueberwindung  der  Reibungen  yerbraucbt. 

Es  lasst  sicb  biernacb  scbon  erwarten,  dass  das  zur 
1  Aufrecbterbaltung  der  Stromung  erforderlicbe  Druck- 
gefall  wie  bei  den  engen  Rohren,  die  mit  geringer 
'  Gescbwindigkeit  durcbstromt  werden,  der  ersten  Po- 
^  tenz  der  Gescbwindigkeit  proportional  ist.  Dies  stebt 

1  aucb  in  guter  Uebereinstimmung  mit  der  Erfabrung.  Im 

i  Uebrigen  kommt  es  natiirlich  wesentlicb  auf  die  Zusammen- 
setzung  des  Filters ,  auf  die  Grosse,  Gestalt  und  Lagerung  der 


484 


Funfter  Abscbnitt.  Hydro dynamik. 


Sandkorner  u.  s.  f.  an;  wie  gross  das  zu  einer  gegebenen  Stro- 
mungsgesckwindigkeit  erforderlicke  Druckgef  all  sein  muss.  Die 
Zusammensetzung  des  Bodens  kann  auck  langs  der  wasser- 
fiikrenden  Sckickt  starken  und  unregelmassi  gen  Scbwankungen 
unterworfen  sein,  durck  die  Abweickungen  in.  der  Wasser- 
bewegung  kerbeigefiikrt  werden;  die  sick  nickt  vorausseken 
lassen.  Immerhin  wird  man  sick  zunachst  ein  Urtkeil  dariiber 
yersckaffen  miissen,  welcke  Bewegung  unter  regelmassigen  Um- 
stauden  zu  Stande  kame. 


Wie  man  Aufgaben  dieser  Art  bekandelt;  wird  sick  aus 
dem  folgenden  einfacken  Beispiele  ergeben,  auf  dessen  Unter- 

suckung  ick  mick  kier 
j  besckranke.  In  Abb.  69 

— A — __ - h — | - & - & —  sei  AB  der  horizontale 

j  Grundwasserspiegel  vor 

j  dem  Betriebe  des  Brun¬ 
ov  j  /\  nens.  Die  Terrainober- 

N  JL — ! — IL  ^  flacke  ist  gleickgiiltig  und 

i  daker  in  der  Abbildung 

h  L-r— 5  weggelassen.  CD  sei  die 

!  Oberfiacke  der  undurck- 

- - —  * — p - m — y. _ Z?  lassigen  Sckickt,  die  den 

iCp —  x  — Grundwasserstrom  nack 
Abb.  69.  unten  kin  begrenzt.  Die 

Oberfiacke  CD  moge  eine 
korizontale  Ebene  bilden.  JK  sei  die  Axe  und  LM,  NO 
seien  die  Seitenwande  des  im  Grundrisse  kreisformigen  Brunnen- 
sckacktes.  FF  sei  der  Wasserspiegel  im  Brunnen,  der  sick 
im  Bekarrungszustande  einstellt,  wenn  die  Wassermenge  Q  in 
der  Zeiteinkeit  entnommen  wird.  FH  und  FG  sind  Tkeile 
des  gesenkten  Grundwasserspiegels  im  Bekarrungszustande. 

Da  wir  uberall  gleicke  Bodenbesckaffenkeit  voraussetzen, 
bildet  der  gesenkte  Grundwasserspiegel  eine  Rotationsflacke, 
deren  Axe  JK  ist.  Die  Gesckwindigkeit  v  der  Grundwasser- 
stromung  im  Abstande  x  von  der  Axe  kann  nach  unserer 
Annakme 
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V==kfx  (286) 

gesetzt  werden,  wenn  h  emeu  von  der  Bodenbescbaffenbeit  ab- 
bimgigen  Coefficienten  bedeutet,  der  im  einzelnen  Falle  aus 
besonderen  Versucben  zu  ermitteln  ist.  Die  Gescbwindig- 
keit  v  ist  iibrigens  in  alien  anf  derselben  Lotbrecbten 
liegenden  Punkten  als  gleicb  gross  anzuseben.  Far  die 
Wassermenge  Q,  die  von  aussen  ber  dnrcb  den  Cylindermaatel 
vom  Halbmesser  x  stromt,  bat  man  daber 

Q  =  2%  xyv  =  2nkxy  —  • 

(I  OS 

$ 

Der  Continuitiitsbedingung  wegen  muss  durcb  jeden  Cy- 
lindermantel  von  einem  beliebigen  Halbmesser  x,  der  zwiscben 
r  und  oo  liegt,  dieselbe  Menge  stromen.  In  der  vorausgebenden 
Gleicbung  ist  daber  Q  eine  Constante.  Scbreiben  w  die 
Gleicliung  in  der  Form 

dx  Sale  , 

-  ==  -Q-  ydy, 

so  karm  sie  ohne  Weiteres  integrirt  werden  und  liefert 

lgx=  O  +  ^yK  (287) 

Pur  x  —  r  wird  y  —  h,  d.  li.  gleich  der  Hoke  des  Wasser- 
spiegels  im  Brunnen  tiber  der  undurchlassigen  Schicbi  Daraus 
folgt  fur  die  Integrationsconstante  C 

C  =  lgr  —  ^h2. 

Setzt  man  das  ein  und  lost  nach  Q  auf,  so  erbalt  man 

m) 

lor. - 

°  r 

In  einem  Abstande  B  vom  Brunnenscbacbte  sei  ein  Bobrlocb 
niedergetrieben,  in  dem  man  die  Hobe  H  des  Grundwasser- 
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spiegels  beobacktet.  Das  gesammte  Gef all  II  —  7^  vom  Bokr- 
locbe  bis  znm  Bxunnen  sei  fernex  nock  zur  Abkurzung  mit  s 
bezeicknet.  Dann  liefert  die  voxige  Gleickung  mit  x  —  B 
und  y  =  H 

Q  =  %lc?~=^  =  -^s(2H—s).  (289) 

lgT  lgT 

Aus  diesex  Gleickung  erkennt  man  den  Zusammenkang  zwiscken 
dem  Gefalle  5  nnd  dex  Exgiebigkeit  des  Bxnnnens.  Wenn  die 
undurcklassige  Sckickt  CD  sekr  tief  liegt,  II  also  sekx  gxoss 
gegen  s  ist,  wackst  die  Exgiebigkeit  des  Brunnens  zunackst  pro- 
poxtional  mit  dex  Spiegelsenkung. 

Es  moge  sckliesslick  nock  daxauf  kingewiesen  werden, 
dass  man  zn  nngereimten  Resultaten  kame,  wenn  man 
die  Spiegelcurve  FH  auf  Gxnnd  der  yorausgekenden 
Gleickungen  bis  ins  Unendlicke  yexfolgen  wollte.  Das 
ist  anck  ganz  selbstvexstandlick.  ISTack  unsexem  Ansatze  wnrde 
nixgends  ein  Zufluss  znm  Grundwasser  voxausgesetzt,  yielmekx 
angenommen,  dass  dex  Gxundwassexspiegel  yor  Betrieb  des 
Bxnnnens  uberall  korizontal  nnd  das  Gxnndwassex  okne  eigene 
Bewegung  gewesen  sei.  Wenn  dies  so  ware,  konnte  aber  nack 
Betrieb  des  Brunnens  ein  Bekaxrnngsznstand  nbexkanpt  nickt 
eintreten;  da  die  fortgesckaffte  Wassexmenge  dnrck  stets  weiter 
foxtsckreitende  nnd  sick  schliesslick  bis  anf  die  grossten  Ent- 
fernnngen  kin  merklick  mackende  Spiegelsenknngen  ausge- 
glicken  werden  miisste.  In  Wirklickkeit  wird  yielmekr  in 
grosserer  Entfernnng  vom  Bokxlocke  dnxck  den  Zusammenkang 
mit  anderen  Gewassern  eine  Speisung  des  Gxundwassexs  statt- 
finden,  die  den  Abgang  okne  merklicke  fernere  Spiegelsenkung 
stets  wieder  exsetzt.  Das  Bokxlock,  yon  dem  vorker  die  Bede 
war,  sollte  demnack  nur  eine  Stelle  bezeicknen,  bis  zn  der  kin 
die  Gultigkeit  der  gemachten  Voxanssetznngen  nock  genau 
genng  angenommen  werden  kann. 

Als  bemerkenswertkes  Beispiel  fur  den  Nutzen,  der  ans 
Recknungen  solckex  Art  gezogen  werden  kann,  darf  ein  Yox- 
trag  des  Herrn  A.  Tkiem  bezeicknet  werden,  dex  kiirzlick  in 


§  49.  Grundwasserstromungen. 
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^Schillings  Journal  fur  Grasbeleuchtung  und  Wasseryersorgung^ 
1898;  erscbienen  ist.  Icb  kann  mir  es  nicht  yersagen,  aus  der 
Abkandlung  dieses  heryorragenden  Ingenieurs,  der  anf  dem 
Grebiete  der  Wasseryersorgung  auf  praktiscbe  Leistungen  nnd 
anf  Erfabrungen  zuriickblicken  kann,  wie  kaum  ein'Anderer, 
bier  einen  Satz  anzufuhren,  der  mir  so  recht  geeignet  erscheint, 
dieses  Buck  abzuschliessen.  • 

Nach  der  Bescbreibung  einer  Wasserfassung,  die  er  bei 
Essen  a.  d.  Ruhr  ausfuhrte;  sagt  Thiem: 

„Es  moge  dieser  Y or  gang  als  Eeispiel  dafur  dienen ,  dass 
der  Theoretilcer  mit  Hiilfe  eines  zuverlassigen  Gesetzes  und  der 
dm  aus  geivonnenen  Ableitungen  auch  auf  dem  Gebiete  der  Hydro - 
logie  mit  Sicherheit  und  sehenden  Auges  Wege  beschreiten  Icann, 
die  der  blosse  Praktilcer  nur  mit  verbundenen  Augen  tasteml  zariick- 
legt,  wenn  ihm  dies  uberhaupt  gelingt“ 


Ziisammenstellung  der  wicMigsten  Formeln. 

Erster  Abschnitt. 

Dynamik  des  materiellen  Punktes. 

Seite 

Vipr«-^V«b-t  (2)  7 

allgem einste  Aussage  des  Flack  ensatzes  fur  den  materiellen 
Punkt ;  m  =  Masse,  t)  ==  Ge s eh. win digkeit,  =  aussere  Kraft 

an  m7  x  der  von  einem  festen  aber  beliebig  gewaklten 
Momentenpunkt  gezogene  Radiusvektor  oder  Hebelarm,  V«pt 
das  statisebe  Moment  von  mi i  die  Bewegungsgrosse  des 
des  Punktes,  VmU  *  x  deren  statisches  Moment  oder  der 
Drall. 

Yz  —  Zy  =  jj.  (mvaz  —  mvBy) ,  (3)  » 

Flack ensatz  fur  die  X-Axe  als  Momentenaxe;  JLYZ  die 
Componenten  yon  xys  die  yon  r. 

Vmb  •  x  =  6,  (6)  11 

Flackensatz  fur  den  Fall,  dass  das  Moment  von  versekwindet, 

©  ein  constanter  Vektor. 

f yds  =  0 ,  (8)  16 

Bedingung  dafiir,  dass  ein  Kraftfeld  wirbelfrei  ist;  die  In¬ 
tegration  ist  liber  eine  gescblossene  Curve  zu  erstrecken. 

A 

VA  =  Vo  —/yds,  (10)  26 

0 

Definititions-Gleicbung  fur  das  Potential  VA  im  Punkte  A.\ 

0  Anfangspunkt,  Vo  bleibt  willkurlicb. 


Zusammensfcellung  der  wicMigsten  Pormeln. 
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dr  -p  __<>r  p  _  _  8F 

dx  ’  ^  ~~  ay 5  ^  ~  dz 


*P  =  -(i 


ir+i 


$P  =  ^VF, 

Ableitnng  der  Kraft  des  Feldes  ans  dem  Potentiate  V. 


Seitft 

(12)  22 
(13)  22 
(14)  2a 


I 


1 


172+4==^i4'  Li>  (15)  27 

die  Summe  ans  der  potentiellen  Energie  V  nnd  der  kinetiscben 
Energie  L  bleibt  wabrend  der  Bewegnng  im  Kraftfelde 
constant. 

m  dW  =  ~  cx>  (16)  3(> 

Differentialgleicbnng  der  gradlinigen  barmoniscben 
Scbwingnng,  c  ein  die  Intensitat  des  Feldes  bescbrei- 
bender  Proportionalitatsfaktor. 

x  =  A  sin  a t  — JB  cos  cct  ?  (17)  B1 

‘-Vi-  a8)81 

Losnng  der  Grleicbnng  (16);  A  nnd  B  Integrationsconstanten, 
die  von  den  Anfangsbedingungen  abbangen. 


i 

1 


T  = 


2  it 
cc 


=  2tc 


(20)  32 


Formel  fiir  die  Scbwingnngsdaner  der  barmoniscben 
Scbwingnng. 

v  =  *A/T's^tV^+aeostVi;’  (21)84 

t  der  Kadinsvektor  bei  der  elliptiscben  barmoniscben 
Scbwingung  zur  Zeit  t1  iJ0  Anfangsgescbwindigkeit,  a  An- 
fangswert  von  r. 


d2x  7  dx 

m  =  —  cx  —  k  — 7t  , 
dt*  dt  ’ 


(22)  37 


Differentialgleicbnng  fiir  die  gedampfte  gradlinige  Scbwin- 
gn ng;  k  der  Dampfnngsfaktor. 
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Zusammenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 


- i  - r~t  Seite 

x  =  Ae  Sm  •  &*  -f-  Be  "im  e-y‘,  (23)88 

allgemeinste  Losung  der  Differentialgleiclmng,  A  und  B  In¬ 
tegrations  constanten,  y  zur  Abkiirznng  fur  den  constanten 
Wertli  '/-r j - 


2;/i  (&* — (24)80 
dieselbe  Losung  nach.  Anpassung  an  die  Grrenzbedingungen. 


smy't, 


(25)  40 


TJmfornmng  der  vorigen  Losnng  fur  den  Fall,,  dass  y  =  iy 
imaginar  ist,  d.  L  fiir  den  Fall  der  periodiscben  Bewegung. 


rjy  _  _ 


2  it 

y' 


Aitm 


. _ ,  (26)  41 

Y 4:171  C  7d2 

Fo’rmel  fiir  die  Scbwingungsdauer  der  gedampften  barmonisclien 
Sckwingung. 

lg  -  lg  «,+1  =  p==p  -  || ,  »0)  « 

Formel  fiir  das  logaritbmiscbe  Decrement  zweier  aufein- 
ander  folgenden  Ausscblage  an  nnd  art+1. 

m^  +  cx  +  lc^^Fsmrjt,  (31)48 

Differentialgleichnng  fiir  die  erzwungenen  Schwingungen, 

P  der  grosste  Betrag  der  die  Schwingungen  anregenden 
periodisch  veranderlicben  Kraft,  r\  ein  Faktor,  der  yon  deren 


Periode  abhangt. 


tg9  = 


hr\ 


mrf  —  e; 

9  Phasenyerschiebungswinkel. 

P 


(33)  49 


0  = 


cos  (p  (c  —  mif)  —  hr\  sin  qp 7 

G  die  Amplitude  der  erzwungenen  Scbwingungen  im  Be- 
harrungszustande. 


(34)  49 


Zusammenstellung  der  ■wichtigsten  Formeln. 
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jp  .  Seite 

x  —  — — - -  I  sin rit  —  ~  sinatfj  (39)  55 

m  (or —  rf)  \  1  a  )  v  J 

giebt  den  Scbwingungsverlauf  bald  nach  Beginn  der  Erregnng 
nnter  der  Voraussetzung  an,  dass  die  Dampfung  bis  dahin 
vernacblassigt  werden  kann. 

$  =  —  xf(r),  (40)  57 

als  Centralkraft  dargestellt;  die  zunacbst  unbekannte  Func¬ 
tion  der  Entfernnng  f(r )  ist  anf  Grand  der  E^epler’scben 
Gesetze  zu  ermitteln. 

tt  =  ar  —  b 2,  (41)  59 

Ellipsengleicbung,  x  Radiusvektor  vom  Brennpunkt,  c  Ex- 
centricitat,  a  and  b  Halbaxen  der  Ellipse. 

(45)62 

folgt  ans  den  beiden  ersten  Kepler’scben  Gesetzen;  der  letzte 
Faktor  stellt  nacb  dem  dritten  Kepler’schen  Gesetze  die 
Sonnemnasse  dar;  T  ist  die  Umlanfszeit  des  Planeten. 

T  =  (48)78 

Naberungsformel  fur  die  voile  Scbwingungsdauer  eines 
einfacben  Pen  dels  von  der  Lange  l 

T=4]/i-^(Sia|-,-f),  (56)  78 

genane  Formel  fur  das  einfacbe  Pendel,  a  Scbwingungs- 
amplitude,  F  das  Functionszeicben  fiir  das  elliptiscbe  Inte¬ 
gral  erster  Gattung. 

(Eine  abgekiirzte  Tabelle  fiir  die  Werthe  von  F  findet  sich  anf  S.  77.) 

T-2*yi(l  +  $,  (57)80 

genanere  ITaberungsformel  fiir  das  einfacbe  Pendel. 

T  Dauer  der  Schwiugungen  anf  der  Cycloid e. 


(60)  82 
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JZusammenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 


Zweiter  Abschnitt. 

Dynamik  des  starren  Koipers  and  des  Punkthaufens. 

,72  ~  Seite 

§  “  —  m  W  (69)  107 

§  Tragkeitskraft,  die  an  jedem  materiellen  Punkt-e  anzu- 
bringen  ist?  um  ein  Gleickgewiektssystem  von  Kraft en  ker- 
znstellen  (d’Alembert). 

2  («P  —  w  §)  Hi  =  0 ,  (71)  no 

Anssage  des  d’Alembert’scben  Princips  in  Verbindnng 
mit  dem  Principe  der  virtuellen  Gesckwindigkeiten,  vir- 
tnelle  Yerscbiebungen. 

—  @  1l¥  =  V’  (74)  115 

Differentialgleickung  fur  die  Sckwingungen  des  pkysiscken 
Pen  dels,  0  Tragheitsmoment  fiir  die  Schwingungsaxe, 

<p  Ausscklag,  Q  Grewickt,  s  Sckwerpnnktsabstand  von  der 
S  ckwingungsaxe. 

l  =  (76)116 

Z  redncirte  Pendellange. 

-r  =  2V!pr  oder  ^  =  (82)  und  (82a)  118 

Aussage  des  Flackensatzes  fur  den  Punktkaufen;  gilt 
fiir  jeden  beliebigen  Momentenpnnkt. 

2 Mr  cos  cc  =  0  und  SMr  sin  a  —  0;  (83)  188 

EMra  cos  a  =  0  und  EMra  sin  cc  —  0,  (84)  140 

Bedingungsgleickungen  fiir  den  Scklick’scken  Massenaus- 
gleick  bei  Schiffsmasckinen,  M  die  kin-  und  kergeken- 
den  Massen,  r  die  Kurbelkalbmesser,  a  die  Winkel  zwiscken 
den  folgenden  Kurbeln  und  der  ersten  und  a  die  Abstande 
der  Kurbelmeckanismen  von  dem  ersten. 


Zusammenstellung  der  wicMigsten  Formeln. 
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®  =  2^Vr*Vur;  (85)  146 

33  der  Drall  ernes  um  den  Sckwerpunkt  mit  der  Winkel- 
gesckwindigkeit  it  rotirenden  starren  Korpers. 

Smx  *  ttr  ||  u;  (89)  140 

Bedingung  fiir  die  freien  Axen. 

B'  =  u®,  (90)  151 

JB'  Drall  des  rotirenden  Korpers  in  Bezng  anf  die  Drekaxe. 

§  =  ^  (91)155 

Anssage  des  Flackensatzes  fiir  den  starren  Korper;  an  dem  das 
Kraftepaar  yom  Momente  $  angreift. 

&jt=K  (93)  155 

folgt  ans  dem  Vorigen  fiir  den  Fall,  dass  St  in  die  Ricktung 
einer  freien  Axe  fallt. 


fK.dt 


& 


+  i 


jKzdt  fKsdt 


(96)  162 


U  die  Winkelgesckwindigkeit,  die  durck  einen  Drekstoss  ker- 
yorgekrackt  wird,  dessen  Impulscomponenten  in  den  Rick- 
tungen  der  Haupttragkeitsaxen  gleick  J Ktdt  u.  s.  f.  sind, 
wakrend  die  <9  die  zugekorige'n  Haupttragkeitsmomente  sind. 


it  =  i  -  -  +  i  ^  +  f  “ 

U  1  0,  ^  I  ^  03 


(97)  162 


folgt  aus  dem  Vorigen;  die  B  sind  die  Componenten  yon  © 
nack  den  3  Hauptaxen. 


•  ttft  U- 


&  —  e. 


du  i 

dt  23 


du2 

dt 

duz 

dt 


@2  —  @1 
•  ~  q~~ 


(101)  17B 


GrleieliTingen  von  Euler;  gelten  fiir  einen  freien  starren 
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Zusammenstellung  der  wicbtigsten  Formeln. 


Korper  und  geben  die  Yeranderlicbkeit  von  tt  mit  der  Zeit 
relativ  zum  Korper  selbst  an. 


u2  =  A  sin yuxt  -f-  B  cos yutt0  (105)  1' 

Losung  der  Enlerscben  Gleicbungen  fur  den  Fall  <92  =  ©3; 

A  und  B  Integrations  const  ant  en  y  y  zur  Abkiirzung  ein- 
gefiibrt  fur 


0i  —  02  __  ®1  ”  @3 

a  a 


wi  (0i  ~  0a) 7 

T  TJmlaufszeit  der  Nutationsbewegung. 


(106)  r 


(110)  l: 


S— V.*. 


an)  ii 


Beide  Gleicbungen  zusammen  bestimmen  die  Bewegung  eines 


scbweren  Kugelkreisels,  O  Gewicht  (als  gericbtete 
Grosse  aufgefasst),  §  Scbwerpunktsab  stand  von  der  festen 
Spitze. 


au  +  D, 


(117)  1: 


partikulares  Integral  der  vorbergebenden  Gleicbumgen,  das  der 
regularen  Pracessionsbewegung  entspricbt,  a  Integra- 
tionsconstante. 


(121a)  l: 


w  Winkelgescbwindigkeit  der  Pracession. 


0U=  0uo+&t,  (122)  V 

Yeranderung  von  it0  in  it  durcb  einen  sebr  kurz  dauernden 
Drebstoss  vom  Impulse  $tt. 


rp _  +  _  27 tuQ 

T 


T  TJmlaufszeit  bei  der  pseudoregularen  Pracession. 


(123)  V 


Znsammenstellung  der  wichtigsten  Formelm  495 

Seite 

K=  n@w,  (125)  202 

K  Drekmoment,  das  erforderlick  ist,  urn  einen  mit  u  rotirenden 
Sckwungring  vom  Tragkeitsmomente  ©  mit  der  Winkel- 
gesckwindigkeit  w  (senkreckt  zur  Umlaufsaxe)  zu  dreken. 

j,  _  :  f^-i  i  r  -^-iP_i  -d-ajPi  r  -^-sPi  -d-i  P& 

t\M‘  2  ©3  02 

I  ♦  (A%  I  r  -^2  Ps  -^-s  P%  r  ^1  Pi  *d,2  Pi 
+  IU  +  ^“  g;  r! - g; — ~ 


ti  Gesckwindigkeit,  die  ein  Punkt  des  starren  Korpers  vom 
Radiusvektor  r  erlangt,  wenn  ein  Stoss  vom  Antriebe  St 
anf  einen  Punkt  vom  Radiusvektor  Ji  (vom  Sckwerpunkte 
aus  gereoh.net)  ausgetibt  wird. 


t,3==t,'Stt  (125e)  216 

sprickt  den  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  Stossgesckwindig- 
keiten  aus;  i)  und  to'  Gesckwindigkeiten  der  Punkte  x  bezw.  fa 
wenn  jedesmal  am  anderen  Punkte  der  Stoss  vom  Antriebe 
St  bezw.  3  ausgetibt  wird. 


Yerl  =  ~~  mt  (w  —  %)2  -j-  y  —  wYi  (125  g)  224 

Satz  von  Carnot  iiber  den  Yerlust  an  lebendiger  Kraft  beim 
Stosse  starrer  Korper;  v±  und  die  Gesckwindigkeiten  der 
Massen  mL  und  vor  dem  Stosse;  w  Gesckwindigkeit  nack 
dem  Stosse. 

=  (12G>235 

Differentialgleickung  fiir  die  Sckwingungen  eines  Stabes 
mit  gleickformig  vertkeilter  Masse,  y,  Masse  fiir  die 
Langeneinkeit,  y  Durcksenkung  an  der  Stelle  x  zur  Zeit  t, 

E  Elasticitatsmodul,  ©  Tragkeitsmoment  des  Querscknitts. 


i/I? 

p  V  ii 

der  vorigen  Gleickung  fiir  den  Fall 
sckwingungen,  l  die  Lange  des  Stabs. 


Losung 


,  .  7CX  •  ,  5T2 

y  =  A  sm  —  sm  t  - 
Gleickung 


(129)  236 
der  Grund- 
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Zusammenstellung  der  mchtigsteii  Formeln. 


7TT _ 2« _ 2Za-|/  ft 

-*•  —  fl  —  *  V  E®> 


0 

T  Dauer  einer  yollen  Grundscliwingung. 

m  d*x  ,  ,  , 

T-W-+x  +  ecos  ut- 

+  y  +  esmut- 


Seite 

(130)  286 


(131) 


248 


Lifferentialgleicbungen  fiir  die  Scbwerpunktsscbwingungen  eines 
aaf  einer  sebwanken  Welle  aufgekeilten  Rades  (Laval’s die 
Turbinenwelle),  xy  Scbwerpunktscoordinaten,  e  Excen- 
tricitat,  c  ein  von  der  Riegungselasticitat  der  Welle  ab- 
bangiger  Proportionalitatsfaktor. 


x  =  A  sin  at  -f-  JB  cos  at  -f-  e  ■ 
y  =  C  sin  at  -f-D  cos  at  e- 


cos  ut\ 


sin  ut\ 


(132) 


24ft 


U“  —  cc 

Losung  der  Gleicbungen,  A,  B ,  C,  D  Integrationsconstanten, 
a  die  Constante 


—Vi- 

(133)  250 

(135)  252 

%  die  kritiscbe  Grescbwindigkeit. 

ai-Moy* 

(137)  255 

Nk  die  kritiscbe  Tourenzabl  (anf  die  Minute  bezogen), 

Q  das  Gewicbt  des  Rades,  P  die  Kraft,  die  erforderlicb  ist, 
urn  die  Welle  tun  1  cm  dnrcbznbiegen. 

(142)  262 

Lifferentialgleicbungen  fiir  die  Scbwingungsausscblage  einer 
scbnell  nmlaufenden  Hangespindel,  l  Lange  der 
Spindel;  Q  das  an  ibr  aufgebangte  Grewicbt. 


Zusammenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 
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u2 


Seite 

(149)  264 

(150)  264 


%  und  u2  die  Winkelgeschwindigkeiten,  zwiscben  denen  die 
Scbwingungen  der  Hangespindel  zu  grossen  Ausschlagen 
ftibren,  wahrend  sie  unter  u±  und  uber  u2  klein  "bleiben. 


Dritter  Abschnitt. 

Die  Relativbewegung. 


dH 
c It 2 


d2p  .  d2 t 


+2V: 


dt 

dt 


(160)  296 


Satz  von  Coriolis;  %  der  Radiusvektor  des  beweglicben  Pnnktes 
von  einem  festen  Anfangspnnkte  im  absoluten  Raume,  p  der 
Radinsvektor  nacb  dem  Pnnkte  des  Fabrzeugs,  mit  dem  der 
beweglicbe  Pnnkt  grade  zusammenfallt,  vom  gleichen  An¬ 
fangspnnkte  ans  gerech.net,  r  der  Radiusvektor  des  beweg- 
licben  Pnnktes  von  einem  Anfangspnnkte ;  der  mit  dem 
Fahrzeuge  fest  verbnnden  ist,  und  u  die  Winkelgeschwindig- 
keit  des  Fahrzengs. 


d%  dp  ,  dt 

dt  dt  '  dt  7 


(161)  296 


Zusammenrecbnung  zwiscben  absolnter  Geschwindigkeit,  Fahr- 
zeuggeschwindigkeit  nnd  Relativgeschwindigkeit. 


m  g*  =  qj  -I-  0  _  2 wVttu,  (165)  301 

§  die  „erste  Zusatzkraft“  der  Relativbewegung,  das  fol- 
gende  Glied  giebt  die  „zweite  Zusatzkraft“  an;  darin 
ist  fc)  die  Relativgeschwindigkeit  des  bewegten  Pnnktes 
gegen  das  Fabrzeug. 

m  @  ^  —  2m  V  Hit ,  (166)  302 

gilt  fur  die  Bewegnng  eines  materiellen  Pnnktes  relativ  zur 
Pdppl,  Dynamik.  2.  Aufl.  32 
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Zusammenstellung  cler  wiehtigsten  Formeln. 


Erde,  @  das  Gewicht  des  Punktes,  ^  die  Resultirende 
der  iibrigen  an  ibm  angreifenden  Kraft  e?  u  Winkel- 
geschwindigkeit  der  Erde. 

g  =  g  — aVtiu,  (167)  308 

Differentialgleicbnng  fur  die  Fallbewegung  mit  Bertiek- 
sicbtigung  der  Erddrehnng,  g  Beschlennigung  der 
Sclrwere,  als  gerichtete  Grosse  aufgefasst. 

r  =  8y  — yVgu,  (168)  303 

naherungsweise  giiltiges  Integral  der  yorigen  Gleicbnng. 


Vierter  Absclmitt. 


Dynamik  zusammengesetzter  Systeme. 

r  =  /,(r09'ife  •••?«),  (169)312 

r  Radius vektor  eines  Massenpunktes,  der  zu  einem  System 
von  n  Freiheitsgraden  gebort;  r0  Wertb  von  r  in  der 
Normallage,  q  die  allgemeinen  Coordinaten  des  Systems. 

L  die  lebendige  Kraft  des  Systems. 


F, 


—  Em 


dtt  dv 

It  'Zq.  ■ 


(172)  314 


Fj  die  auf  die  Coordinate  reducirte  aussere  Kraft. 


jp  _  d  (dL\ 

’’  —  dt\Wi) 


dL 

Hi’ 


(174)  315 


Gdeichung  von  Lagrange,  gilt  fur  jeden  Freiheitsgrad  und 
folgt  aus  der  vorigen  Grleicbung. 


0  + 


Qi 


S-Z*  + 

9  9 


@i  + 


2  +  -L  Is, 

9 


(177)  324 


Qs  +  Qi  i  Qi 

Bedingung  dafiir,  dass  der  Kloppel  nicbt  an  die  Grlocke 
sehlagt,  Bedeutung  der  Buebstaben  aus  Abb.  56,  S.  318. 


Zusammenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 
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d*cp  o  . 

=  u*  sm  cp  cos  cp 


9_ 

l 


sin  (p , 


Seite 

(178)  330 


Differentialgleichung  fur  die  Pendelschwingungeu  relatiy 
zu  einem  mit  der  Winbelgeschwindigkeit  u  rotirenden 
Raume  (unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Schwingungen 
nur  nach.  der  einen  Seite  der  Lothrechten  bin  erfolgen). 


T  = 


2  itul 


(187)  334 


T  Schwingungsdauer  fur  kleine  Schwingungen  im  vorher- 
gehenden  Falle. 


F(sp)  ~  F{cp0)  =  & 

=  n2  sing,  ((g) 


d2cp 
dt * 


dt 2 

COS  cp 


(S)Icos  9>o)  j 


(190)  389 


Bewegungsgleichungen  fur  die  Schwingungen  eines  Regu¬ 
lators  (Giiltigkeit  an  besondere  Voraussetzungen  geb unden). 


rj  =  Ae *>■*  +  Bea **  +  CW,  (193)  341 

rj  Abweicbung  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Maschine  yon 
der  normalen,  A ,  B,  G  Integrationsconstanten,  die 

drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

a3  =  ab  —  cq,\ 

a }  b,  c  sind  Constanten,  die  von  der  Einriclitung  der 
Maschine  abhangen. 


d{L  —  V)  d_  (dL\ 

dqt  dt\dq;)’ 


(195)  343 


Gleichung  von  Lagrange  fiir  den  Fall,  dass  sieh  die  ausseren 
Krafte  yon  einem  Potentiale  V  ableiten  lassen. 


(196)  344 


o 

spricht  das  Princip  yon  Hamilton  aus;  S  bedeutet  die 
Aenderung,  die  der  Werth  des  Integrals  erfakrt,  wenn  man 
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500  ZusammensteUung  der  wicktigsten  Formeln. 

Seifc' 

sich  die  Bewegung  wahrend  der  Zeit  von  0  bis  t±  in  will- 
kiirlicher  Weise  nnendlich  wenig  verandert  denkt. 

*  =  f '  (198)  354 

Hauptbedingung  fur  die  dynamische  Aehnlichkeit  zwischen 
einer  Maschine  und  ibrem  Modell;  it  das  Verhaltniss 
der  Erafte,  ^  das  Verhaltniss  der  Massen,  l  Verhaltniss  der 
Langen  nnd  %  Verhaltniss  der  Zeiten. 


Fiinfter  Abschnitt. 

Hydrodynamik. 


+  ^77  +  =  0,  (206)  368 


dv1  , 
dx  '  dy 

Conti nuitatsbedingung  fiir  die  unzusammendruckbare 
Fliissigkeit,  v±i\2vs  (xeschwindigkeitscomponenten  nach  den 
Axenrichtungen. 


§  =  !.+  0-v)-> 


(209)  371 


zeigt,  wie  sich  die  Beschleunigung  ans  der  Veranderung  am 
gleichen  Orte  und  aus  der  durch  die  Verschiebung  selbst 
bedingten  Aenderung  von  to  zusammensetzt. 


(i  I 


+  V2 

dvx 

dy 

+ 

*3 

dvx 

dte 

) 

= 

X 

— 

55  N 

II 

_  d 

dx 

(V+P) 

-f-  v2 

o % 
dy 

+ 

y3 

C  V2 
dz 

) 

= 

Y 

II 

It'Cl 

o 

dy 

(V+p) 

+  V2 

cvA 

dy 

+ 

vs 

dv s 
dz, 

) 

= 

Z 

— 

dp 

dz 

_  d 
dz 

(.r+v) 

,  (213)  37* 


Grleiohungen  von  Euler,  ft  specifiscke  Masse,  p  Druck, 
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XYZ  Componenten  der  ausseren  Kraft ;  die  zum  Poten-  16 
tiale  V  gehort. 

^  (I?  +  0*^  *)  =  *  ~Vl»  =  V(F  +  f»),  (214)  374 


0 

/“ 


abgekurzte  Wiedergabe  der  Euler’schen  Grleichungen. 

o 
a 

=  0 

/ 

0 

Bedingung  fiir  die  wirbelfreie  Bewegung;  das  Integral 
erstreckt  sicb  auf  eine  beliebige  geschlossene  Curve. 

d $  d$  d$ 

Vl  ~  dx  ’  ~  ~dy  ’  Vs~~  dz 

Grescliwindigkeitspotential,  nnr  fiir  wirbelfreie  Be¬ 
wegung  verwendbar. 

m  _  i  M  4.  i  (8vi  _  83\  j_  *  (83  _  d3 

\dy  dz)^*\dz  dx 
to  der  Wirbelvektor. 

to  =  curl  0 


(215)  375 


(216)  378 


nl '  (217) 8,8 

(219)  380 


abgekiirzte  Wiedergabe  der  vorigen  Gleicbung. 

£?  +  P  +  ^  =  °  (22°)381 

Continuitatsbedingung  fur  die  wirbelfreie  Bewegung. 

4-fit>2  +  F  +  i>  =  C,  (225)  383 


allgemeines  Integral  der  Euler’scben  Grleicbungen  fiir 
die  gtationare  wirbelfreie  Bewegung;  C  eine  Constante,  die 
sowobl  von  der  Zeit  als  vom  Orte  unabhangig  ist. 


®  =  Oi»(^+l),  (226)  388 

Greschwindigkeitspotential  fiir  die  Stromung  um  eine  Kugel, 
q  der  Kugelbalbmesser,  r  die  Entfernung  vom  Kugelmittel- 
punkt,  a  Grescbwindigkeit  der  Stromung  in  grosser  Ent¬ 
fernung  von  der  Kugel  (parallel  zur  Z- Axe). 
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Zusammenstellung  der  wichtigsten  Pormeln. 


Seit 

1>  =2Jo  +  2  ~~  (23°)  39( 

p  Fliissigkeitsdruck  an  irgend  einer  Stelle  mit  der  Geschwindig- 
keit  to,  p0  Druck  in  grosser  Entfernung  von  der  Kugel. 


d2$ 
dx 2 


+  ■ 


Continuitatsbedingung  fiir  die 
bewegung. 


P  =  0,  (234)  40( 

ebene  wirbelfreie  Fllissigkeits- 


z  =  x  +  yi 

i==i^  +  i  y 


(235)  m 


Ziisammerdiang  zwiscten  der  complexen  Zabl  z  und  dem 
zugehorigen  Vektor  j. 


w  =  F(d)  =  ®  +  (236)  404 

W  Stromfunction,  w  irgend  eine  Function  der  coruplexen 
Yariabeln  z. 


d$_dW.  d®  __  d W 
dx  dy  ’  dy  dx 7 


(237)  40( 


Zusammenhang  zwiscben  Gescbwindigkeitspotential  und  Strom- 
function. 

w  =  a  (z  -|-  —)  ,  (240)  40’ 

Beispiel,  das  der  Stromung  um  einen  Cylinder  vom  Halb- 
messer  q  entspricbt. 


? = e_” + ye~2n  - 1  (241)  4i‘ 

entspricht  der  Bewegung  in  einem  Fliissigkeitsstrahle,  der 
aus  einer  Oeffnung  in  dunner  Wand  austritt. 


dy 

dx 


(247)  42' 


Differeniialgleichung  fiir  die  freie  Grenzlinie  des  Fliissigkeits- 
strabls,  die  Constante  C  wird  spater  gleicb  —  ^  gefunden. 
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dwi 

dx 

l 

'  dy 

+ 

dws 

dz 

■  = 

:  0 , 

> 

(248) 

Seite 

425 

bel 

comp 

onent( 

m. 

dwt 

dt 

=  wx 

djh  i 

dx  ‘ 

w2 

dvt 

dy 

+ 

wB 

dvx  ' 
dz 

div2 

dt 

=  wx 

d%  , 
dx  "1" 

w2 

Svt 

dy 

+ 

wB 

dv9 
dz  7 

(252) 

429 

dws 

dt 

=  wx 

^  1 
dx  ' 

w2 

dvs 

dy 

+ 

wB 

dva 
dz  ■ 

Gleichungen  fur  den  zeitlichen  Verlauf  der  Wirbel. 

t  h  2  %  ,  h  — T-y  ,n<m,  s 

lg  2r  ^  T  y  oder  r  =  Y  e  ,  (258)  441 


A  Hohe  einer  Wasserwelle  (Oberflacbenwelle),  r  Halbmesser 
des  Kreises,  den  ein  in  der  Tiefe  y  gelegener  Punkt  bescbreibt, 

X  Wellenlange. 

ST=yg,  '  (266)  445 

Gleicbung  fiir  die  Fortscbreitungsgeschwindigkeit  ffi  der  Wellen 
von  der  Lange  X  (im  tiefen  Wasser). 


o  v.  dri 

i  _ _  dn 

11  dx  ~  dt> 


(267  c)  451 
(267  d)  452 


Differentialgleicbungen  fiir  die  Fortpflanzung  der  Gezeiten- 
wellen;  vx  Geschwindigkeit  der  Flussigkeit  in  der  Fort- 
pflanzungsrichtung;  rj  Erhebung  des  Wasserspiegels  fiber 
den  normalen  Stand  in  Folge  der  Schwingung,  wird  als 
klein  betrachtet  gegenuber  der  Tiefe  h  des  Gewassers,  g  Be- 
scbleunigung  der  Scbwere; 


vi  =  Fx  (x  +  ct)  +  Fs  (x  —  ct)7  (267 f)  45B 

allgemeine  Losung  der  Gleichungen,  Ft  und  F%  zwei  beliebige 
Functionsformen,  die  zwei  in  entgegengesetzter  Richtung 
fortschreitenden  Wellen  von  beliebiger  Gestalt  entsprecben? 
c  Fortscbreitungsgescbwindigkeit  der  Wellen. 
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Zusamraenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 


_  Seit 

C  =  Ygh  (267 g)  455 

giebt  die  Fortscbreitnngsgescbwindigkeit  an. 

(270)  *5? 

v  Gescbwindigkeit  der  Wasserstromnng  in  einem  engen 
Rob  re  yom  Halbmesser  r  im  Abstande  x  von  der  Mitte, 
c  die  Druckabnabme  anf  die  Langeneinheit  des  Robrs  nnd 
h  der  Zabigkeitscoefficient. 


cr-  # 
8*  5 


(272  n.  273)  455 


vm  die  dnrcbscbnittlicbe  Geschwindigkeit  der  Wasserstronmng 
im  engen  Robre. 


'Cz  X 


(275)  46! 


\dz  1  ox} 

7  (d  %  .  d  vA  I 

r,j,  —  tsy  —  *(a;  +  a^jj 

tiblicber  Ansatz  fur  die  zaben  Fliissigkeiten,  %xy  u.  s.  f. 


die  Componenten  der  inneren  Reibungen. 


+  2*^5 


6y  =  —  p  -f-  2k 


dv9 


dvo 


dy 


(276)  46 


<5Z  —  — p  -f-  '-Qj 

dient  zur  Erganzung  der  vorigen  Gleicbungen,  p  der  Mittel- 
wertb  des  normalen  Fliissigkeitsdruckes. 


fov  i  . 

Km  + 

(d  v2  ,  d  v( 

fl(-dt  +  *1 


<7  |  0 0, 

TT-1  4-  -o-1 

OX  1  ^  dy 


(dv s  , 

^  (  gf  •+  «! 


3.7? 

<7.7; 


2  I  ^  ^ 2  I  ^ 

!  +  !  ?»  +  TO-' 


+  C/  cy«>  .  3 

^2  "o“‘  4 

J  dy  1  6  OZ 


»- 


■s  +  *A 


(277)  46 


Bewegungsgleichungen  fur  zahe  Fliissigteiten,  die 
mit  T:  =  0  wieder  in  die  Euler’schen  Gleichungen  iiber- 
gehen. 
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V-  (3*  +  (0 V)  t)J  =  —  Vj>  +  h  Vs» ,  (278)  469 

abgekiirzte  Wiedergabe  der  vorigen  Gleichungen. 

lA-|i  iVn-fe,  (280)  409 

vereinfachte  Form  der  Bewegungsgleichungen  fur  station  are 
Stromungen,  die  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit 
erfolgen. 

P  =  GitaTcQ,  (285)  472 

P  der  Widerstand;  den  eine  Kugel  vom  Halbmesser  q  bei 
gleichformiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  a  in 

einer  Fliissigkeit  vom  Zahigkeitscoefficienten  h  findet. 

Verl  =  (285  c)  47 7 

willkurliche  Annahme  fur  den  Yerlust  Verl  an  mecb.aniscb.er 
Energie  bei  Wasserstromungen,  die  mit  einem  schnellen 
Geschwindigkeitswechsel  von  vQ  auf  vx  verbunden  sind,  z.  B. 
beim  Stromen  aus  einem  engeren  Rohre  in  ein  weiteres 
olme allmablichenUebergang.  Sogenannter Satzyon Carnot, 
in  der  technischen  Hydraulik  vielfacb  zu  Grunde  gelegt. 

p'  =  P 0  +  7- h  +  g  ®1  K  —  vi)  (285  d)  47  7 

Formel  zur  Berechnung  des  Druckverlusts  beim  plotzliehen 
Uebergang  aus  einem  engeren  Rohre  in  ein  weiteres  unter 
Yoraussetzung  der  Giiltigkeit  des  Oarnot’schen  Satzes;  jp'  Druck 
im  weiteren,  p0  im  engeren  Rohre,  vt  und  v0  Geschwindig- 
keiten  in  beiden  Rohren,  h  Hohenunterschied  der  beiden 
ins  Auge  gefassten  Stellen,  y  Gewicht  der  Volumeneinheit 
der  Fliissigkeit. 

v  =  kd£,  (286)  485 

Ansatz  fiir  die  Geschwindigkeit  v  der  Grundwasserstromung 
beim  Gefall  k  eine  von  der  Bodenbeschaffenheit  ab- 

hangige  Constante  (nicht  zu  verwechseln  mit  dem  vorher 
ebenso  bezeichneten  Zahigkeitscoefficienten). 
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Zusammenstellung  der  wichtigsten  Formeln. 


TT  2 7,2  -.7.  &eite 

Q  =  xh  — — — -  =  — ^  s  (23"  —  s),  (289)  486 

lg  -  Iff  - 

5  r  r 

$  Ergiebigteit  ernes  Bruimens  vom  Halbmesser  r  bei 
der  Wasserspiegelhohe  li  im  Brunnen;  H  die  Wasserspiegel- 
hohe  in  der  Entfernung  B  vom  Brunnen,  s  =  II — h  das 
Gefall  von  da  bis  zurn  Brunnen. 
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SJlitbtelen  SEbbilbungen.  1900.  ©ef).  JL  1. — ,  gefqjmatftJoE  geb.  JL  1.25. 
Sfticjjatj,  ^xofeffox  Dr.,  neuexe  $oxt^d)xitte  -anf  bem  ©ebiete  bex 
©ieftxi^itdt.  iOtit  94  OTbilbungen  im  £e£t.  1900.  ©el).  JL  1. — ,  ge^ 
fdimadooE  geb.  JL  1.25. 

Routli,  Edward  John,  Sc.  D.,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  etc.;  Ehrenmitglied  von 
Peterhouse,  Cambridge;  Mitglied  des  Senats  der  Universitat  London, 
die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper.  In  zwei  Banden 
mit  zahlreiclien  Beispielen.  Antorisierte  dentsche  Ansgabe  von 
Adolf  Schepp,  Premierlientenant  a.  D.  zn  Wiesbaden.  Mit  einem 
Vorwort  von  Professor  Dr.  Felix  Klein  zn  Gottingen,  gr.  8.  1898. 
In  Leinw.  geb.  n.  JL  24. — 

Einzeln: 

I.  Band:  Die  Elemente.  Mit  57  Figuren  im  Text.  [XU  u.  472  S.]  n.  JC  10. — 
n.  (Scblufs-)Band:  Die  hdhere  Dynamik.  Mit  38  Figuren  im  Text.  [X  u. 
544  S.]  n.  JC  14.— 

Styeib,  ^xofeffox  Dr.  bie  9ft  eta  He.  SKetd)  iffuftxiext-  1900.  ©ef). 

JL  l. — ,  ge^macfcotl  geb.  JL  1.25. 

$atet,  Qttgenteux,  ©infuljxung  in  bie  SI)eoxie  unb  ben  S3au 

bex  neuerext  3Baxme!xaftma|d)inen.  Eftit  ^al)lxei(f)en  s3lbbtlbungen. 
1900.  ©efj.  JL  1.—,  gejdjmadbotl  geb.  JL  1.25. 

Nebbing ,  ^xofeffox  Dr.  bag  ©t[en§uttenrae|en.  ©xlautext  in  ac£>i 
SSoxtragen.  -Jftit  12  giguxen  im  Sejt.  1900.  ©e§.  JL  1.— ,  gejdjmadtooE 
geb.  JL  1.25. 

Wtillner,  Dr.  Adolph,  Geheimer  Regierungsrat  nnd  Professor  der  Experi- 
mentalphysik  an  der  Koniglichen  Technischen  Hochschule  zn  Aachen, 
Lehrbnch  der  Experimentalphysik.  In  4  Banden.  Ftinfte, 
vielfach  umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage.  Mit 
1092  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und  Figuren  und  4  litho- 
graphierten  Tafeln.  gr.  8.  1895/99.  gek.  n.  JL  56.—,  in  Hfzbd.  JL  64.  — 

Einzeln:  Jeder  Band  ist  einzeln  kanflicli. 

I.  Band:  Allgemeine  Physik  und  Akustik.  Mit  321  in  den  Text  ge¬ 
druckten  Abbildungen  und  Figuren.  [X  u.  1000  S.]  1895. 

n.  JC  12 .  — ,  in  Hfzbd.  JL  14.— 
n.  Band:  Die  Deb  re  von  der  Warme.  Mit  131  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  Figuren.  [XI  u.  936  S.]  1896. 

n.  JC  12.—,  in  Hfzbd.  JL  14.— 
HLBand;  Die  Lehre  vom  Magnetismus  und  von  der  Elektricitat 
mit  einer  Einleitung:  &rundziige  der  Lehre  vom  Potential. 
Mit  341  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und  Figuren.  [XV  u. 
1415  S.]  1897.  n.  JC  18.—,  in  Hfzbd.  JC  20.— 

IV.  Band:  Die  Lelire  von  der  Strahlung.  Mit  299  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  Figuren  und  4  lithogr.  Tafeln.  [XIJ  u.  1042  S.] 
1899.  n.  JC  14.—,  in  Hfzbd.  JL  16.- 
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